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Notations générales

X ensemble non vide.

R ensemble des nombres réelles.

R+ ensemble des nombres réelles positive.

d distance.

k:k norme.

j:j la valeur absolue.

T application.

sup supérieur de fonction

fxng suite.

d1 =
nP
i=1

jxi � yij :

d2 =

r
nP
i=1

jxi � yij2:

d1 = max
1�i�n

jxi � yij :

z ensemble de toute les fonctions.

B ensemble des fonctions bornées.

C ([a; b]) espace des applications continue.
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Introduction générale

Introduction générale
Les mathématiciens sont intéressés à étudier le concept de point �xe dans di¤érents

espaces, par leur extrême importance en mathématiques, il aide à résoudre certains prob-

lèmes mathématiques telles que la résolution des équations di¤érentielles et intégrales, et

est encore utilisé dans de nombreux services dans ce temps.

Depuis des décennies, en 1976, Jungck a utilisé la notion d�application commutativité

a�n d�établir l�existence des points �xes communs dans des espaces métriques.

Les premiers travaux sur la théorie des points �xes concernant plus d�une application a

été donnée par Jungck en 1977, il a prouvé leur fameux théorème pour deux applications

dans un espace métrique complet et il introduit la notion d�application commutativité.

En vue d�améliorer les conditions de commutativité dans des théorèmes communs de

point �xe, Sessa a introduit le concept d�applications faiblement commutativité. Ainsi,

Jungck a dé�ni la notion d�applications compatibles a�n de généraliser le concept de la faible

commutativité et a montré que les applications faiblement commutativité sont compatibles,

mais l�inverse est impossible.

Ensuite, Jungck et Rhoades introduit le concept de compatibilité faible pour le réglage

des applications à valeur unique et à valeurs multiples qui est le plus générale que la com-

patibilité.

Les chercheurs de ce domaine introduisent plusieurs dé�nitions de la faible commutativité

tels que les applications compatibles, les applications compatibles de type (A), (B), (C), (P),

(E) . Qui sont toujours en développement dans des conditions limitées et plus étroite.

Dans notre étude, nous allons examiner la théorie de point �xe pour deux paires d�applications

d�un espace métrique dans lui-même en utilisant les notions de compatibilité dans l�espace

métrique, qui reconnaît une recherche intensive par les scienti�ques. Pour atteindre cet

objectif, l�étude dans ce travail est divisé en trois chapitres:

Dans le premier chapitre, on a commencé par des rappelles sur quelques concepts de

base de l�espace métrique, ainsi, nous avons détaillés un peu les applications compatibles

et leurs caractéristiques dans le même espace, puis la deuxième chapitre qui est consacré à

l�étude des théories de point �xe, et le troisième chapitre, est pour l�étude des applications

telles qu�on trouve une solution des équations intégrales et des équations fonctionnelles.
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Chapitre 1

Compatibilité des fonctions

D�abord, dans ce chapitre, nous avons notionée quelques notations générales, dé�nitions

principales sur les applications contractions et les applications compatibles dans l�espace

métrique.

En suite, nous avons citer les propriétés des applications compatibles qui seront utilisés

dans les chapitres 2 et 3 et leur di¤érents types.

1.1 Distances et espaces métriques

1.1.1 Distances

Dé�nition 1.1.1 Soit X un ensemble non vide:On appelle distance (ou métrique) sur X

toute application d : X �X �! R+qui véri�e les trois propriétés suivantes:

(D1): Pour tous x; y 2 X; on a d(x; y) = 0, x = y (dé�ni positive).

(D2): Pour tous x; y 2 X, on a d(x; y) = d(y; x) (symétrique).

(D3): Pour tous x; y; z 2 X, on a d(x; z) � d(x; y) + d(y; z) (inégalité triangulaire).

Exemple 1.1.1 C l�ensemble des fonctions continues de [a; b] à R.

([a; b] = fx 2 R : a � x � bg) et pour x; y 2 C dé�ni d par:

d(x; y) = max fjx(t)� y(t)j : t 2 [a; b]g : (1.1.1)

2



1.1. Distances et espaces métriques

1.

d(x; y) = max fjx(t)� y(t)j : t 2 [a; b]g = 0

() jx(t)� y(t)j = 0

() 8t 2 [a; b]; x(t) = y(t)

() x = y:

2.

d(x; y) = max fjx(t)� y(t)j : t 2 [a; b]g = max fjy(t)� x(t)j : t 2 [a; b]g = d(y; x):

3. pour x; y 2 C
d(x; y) = max fjx(t)� y(t)j : t 2 [a; b]g :

(1:1:1) = jx(t0)� y(t0)j

� jx(t0)� z(t0)j+ jz(t0)� y(t0)j

� max fjx(t)� z(t)j : t 2 [a; b]g+max fjz(t)� y(t)j : t 2 [a; b]g

= d(x; z) + d(z; y):

1.1.2 Distances équivalentes

Dé�nition 1.1.2 On dit que deux distances d1 et d2 sur X sont équivalentes

s�il existe deux réels C2 � C1 > 0 tels que:

8(x; y) 2 X2 C1d1(x; y) � d2(x; y) � C2d1(x; y):

Exemple 1.1.2 les deux applications

d : (x; y) 2 R2�R2 ! jy1 � x1j+jy2 � x2j et d0 : (x; y) 2 R2�R2 !
q
(y1 � x1)

2 + (y2 � x2)
2

où (x1; x2) et (y1; y2) désignent respectivement les composantes de x et y, sont des dis-

tances équivalentes sur R2. en e¤et, la relation
p
a2 + b2 � jaj + jbj �

p
2
p
a2 + b2

valable pour tous réels a, b implique que pour tous x; y 2 R2; on aq
(y1 � x1)

2 + (y2 � x2)
2 � jy1 � x1j+ jy2 � x2j �

p
2

q
(y1 � x1)

2 + (y2 � x2)
2:

Exemple 1.1.3 Sur R; la distance d : (x; y) 2 R2 ! jarctan(x)� arctan(y)j n�est pas
équivalence à la distance usuelle d0 : (x; y) 2 R2 ! jx� yj. voire [17]
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1.1. Distances et espaces métriques

1.1.3 Espaces métriques

Dé�nition 1.1.3 On appelle espace métrique tout ensemble non vide X muni d�une dis-

tance.

Exemple 1.1.4 Soit n 2 N tel que n � 2;les applications suivantes dé�nissent trois dis-

tances sur Rn :

d1 : (x; y) 2 Rn � Rn ! max
i=f1;::;ng

jxi � yij ;

et

d1 : (x; y) 2 Rn � Rn !
X
i=1;::;n

jxi � yij ;

La troisième est ce qu�on appelle la distance euclidienne

d2 : (x; y) 2 Rn � Rn !
s X
i=1;::;n

jxi � yij2 :

1.1.4 Suite de Cauchy et espaces complets

Limite d�une suite

Dé�nition 1.1.4 Soit d une distance de X, fxngn2N une suite de X.
On dit que x est la limite de fxngn2N, si:

8" > 0;9n0 8n � n0 : d(xn; x) < " :

Remarque 1.1.1 La limite d�une suite, quand elle existe, est unique.

Suites convergentes

Dé�nition 1.1.5 On dit que fxngn2N est convergente vers x, et on écrit:

xn ! x() lim
n!1

d(xn; x) = 0:

Si fxng converge vers l; alors toute sous-suite de fxng converge vers l.

4



1.1. Distances et espaces métriques

Suite de Cauchy

Dé�nition 1.1.6 Une suite fxngn2N dans (X; d) est dite de Cauchy si:

8" > 0;9n 2 N tel que; 8p; q 2 N : p > q � n =) d(xp; xq) � ":

On écrit alors:

d(xp; xq)
p;q�!1

�! 0:

Exemple 1.1.5 La suite géométrique (Kn), pour 0 < k < 1, est une suite

de Cauchy. pour p > n > 0,

jkp � knj = kn
��kp�n � 1�� < kn:

Donc, en prenant N =
�
ln "
ln k

�
+ 1 pour p > n � N ,

jkp � knj < ":

Exemple 1.1.6 Dans R muni de la distance usuelle :

La suite fxngn2N de terme général xn = n n�est pas une suite de Cauchy. voire [17]

Proposition 1.1.1 Dans un espace métrique, toute suite convergente est de Cauchy.

Preuve. Soit fxng une suite convergeant vers `
Soit " > 0. Il existe n0 dans N tel que:

8n 2 N; n � n0 ) d(xn; `) �
"

2
:

En particulier,8(p; q) 2 N2;

(p � n0) et (q � n0)) d(xp; xq) � d(xp; `) + d(xq; `) �
"

2
+
"

2
= ":

Et donc fxng est de Cauchy.

5



1.2. Les contractions

1.2 Les contractions

1.2.1 La Continuité

Dé�nition 1.2.1 Soit deux espaces métriques (X; dX) et (Y; dY ), f : X ! Y

une application f est continue sur un sous-ensemble D de X si:

8x 2 D 8" 2 R�+ 9�x;" 2 R�+ 8y 2 D

(dX(x; y) � �x;" =) dY (f(x); f(y)) � "):

1.2.2 La continuité uniforme

Dé�nition 1.2.2 Soient (X; dX) et (Y; dY ) deux espaces métriques,

D un sous-ensemble de X et f une application de D dans Y .

On dit que f est uniformément continue sur D si:

8" 2 R�+ 9� 2 R�+ 8(x; y) 2 D2 (dX(x; y) � � =) dY (f(x); f(y)) � "):

Remarque 1.2.1 Toute application uniformément continue sur D est continue sur D.

1.2.3 Application Lipschitzienne

Dé�nition 1.2.3 Soient (X; dX) et (Y; dY ) deux espaces métriques.

Une application f de X dans Y est lipschitzienne si:

9k 2 R+ 8(x; y) 2 X2 dY (f(x); f(y) � kdX(x; y):

1.2.4 Applications Contractantes

Dé�nition 1.2.4 On dit qu�une application f : X �! X est contractante de (X; d) si pour

quelque nombre réel c telles que 0 � c < 1, on a

8x; y 2 X; d(f(x); f(y)) � cd(x; y):

Remarque 1.2.2 En �nissant cette section par les implications suivantes:

(f contractante) =) (f Lipschitzienne) =) (f uniformément continue)

=) (f continue).

6



1.3. Applications Compatibles

1.3 Applications Compatibles

1.3.1 La Commutativité

Dé�nition 1.3.1 Soient S et T deux applications d�un espace métrique (X; d) dans lui-

même, on dit que commutativité si

8x 2 X; STx = TSx:

1.3.2 La Commutativité faible

Dé�nition 1.3.2 Soient S et T deux applications d�un espace métrique (X; d) dans lui-

même, on dit que faiblement commutativité si

8x 2 X; d(STx;TSx) � d(Tx;Sx):

Exemple 1.3.1 Soit X = [0; 1] muni la distance euclidienne, on dé�nit T ,S : X ! X par:

8x 2 X; Tx = x

2a+ x
; Sx =

x

a
;

où a > 1, alors

8x 2 X; d(TSx; STx) � ax+ x2

a(2a+ x)
= d(Tx; Sx):

Ainsi T et S sont faiblement commutativité , mais ils ne sont pas commutativité de cette

sence, parce que si x 6= 0 on a:

TSx =
x

2a2 + x
>

x

a(2a+ x)
= STx:

1.3.3 Fonctions compatibles

Dé�nition 1.3.3 Soit (X; d) espace métrique, S; T : X ! X sont compatibles si et seule-

ment si

lim
n!1

d(STxn; TSxn) = 0;

où fxng est une suite dans X telle que

t 2 X lim
n!1

Sxn = lim
n!1

Txn = t.

7



1.3. Applications Compatibles

Exemple 1.3.2 SoitX = [0;1[ et d est distance euclidienne,on dé�nit T et S sur ([0;1[ ; j:j)
comme suite:

Sx =
x+ 1

2
; et Tx = 2x� 1:

Considérons la suite fxng qui dé�nit pour tout n � 1 par

xn = 1 +
1

n
;

il été claire que

lim
n!1

xn = 1 et lim
n!1

Sxn = lim
n!1

Txn = 1;

d�où

lim
n!1

STxn = lim
n!1

S(1 +
2

n
) = lim

n!1
xn = 1;

lim
n!1

TSxn = lim
n!1

T (1 +
1

2n
) = lim

n!1

1

n
+ 1 = 1:

Donc, la paire fS; Tg est compatible.

Lemme 1.3.1 Si S; T : X ! X de l�espace métrique (X; d) sont commutativites, alors elles

sont faiblement commutativites, donc compatible, mais la resproque ne peut-être pas.

En e¤et, si la paire fS; Tg est commutativité, 8x 2 X , STx = TSx, alors

d(STx; TSx) = 0 � d(Sx; Tx):

Donc les deux applications sont faiblement commutativites, d�autre part

lim
n!1

d(STxn;TSxn) � lim
n!1

d(Sxn;Txn) = 0;

ce qui implique que S et T sont compatibles.

1.3.4 Divers types de compatible

Compatible de type (A)

Dé�nition 1.3.4 Soient S; T deux application d�un espace métrique (X; d) dans lui-même.

On dit que compatibles de type (A) si et seulement si

lim
n!1

d(STxn; T
2xn) = 0 et lim

n!1
d(TSxn; S

2xn) = 0;

8



1.3. Applications Compatibles

où fxng est une suite en X telle que

lim
n!1

Sxn = lim
n!1

Txn = t; pour quelque t 2 X:

Exemple 1.3.3 Soit X = [0;1[ et d est la distance euclidienne, on dé�nit S et T par :

Sx =

8<: 1 + x; 0 � x � 1
0; x > 1

Tx =

8<: 1; 0 � x < 1

x; 1 � x � 2
Considérons la suite fxng qui dé�nit par :

xn =
1

n
; pour tout n � 1:

Il est clair que pour tout n � 1, 0 < xn � 1,

lim
n!1

Sxn = lim
n!1

Txn = 1;

Txn � S2xn


 = k1� 1k = 0 �! 0:

Alors, la paire fS; Tg est compatible de type (A).
Remarquons que S et T ne sont pas continués à 1.

Lemme 1.3.2 Si S et T sont compatibles de type (A) et 8 t 2 X, St = Tt , alors

STt = S2t = TSt = T 2t :

Dé�nition 1.3.5 On dit que S et T sont S-compatible de type (A) si et seulement si

lim
n!1

d(ST; T 2xn) = 0;

et ils sont appelés T -compatible de type (A) si et seulement si

lim
n!1

d(TS; S2xn) = 0;

où fxng est une suite en X telle que

lim
n!1

Sxn = lim
n!1

Txn = t; pour certain t 2 X:

9



1.3. Applications Compatibles

Compatible de type (B)

Dé�nition 1.3.6 Deux applications S et T sont compatibles de type (B) si et seulement si

lim
n!1

d(TSxn; S
2xn) �

1

2

h
lim
n!1

d(TSxn; T t) + lim
n!1

d(Tt; T 2xn)
i
;

et

lim
n!1

d(STxn; T
2xn) �

1

2

h
lim
n!1

d(STxn; St) + lim
n!1

d(St; S2xn)
i
;

où fxng est une suite en X telle que

lim
n!1

Axn = lim
n!1

Sxn = t; pour certain t 2 X:

Il est clair que les applications compatibles de type (A) sont des applications compatibles

de type (B), mais l�inverse est impossible,voir ([18, Ex. 2.4])

Compatible de type (P)

Dé�nition 1.3.7 On dit que T et S sont compatibles de type (P) si

lim
n!1

d(T 2xn; S
2xn) = 0;

où fxng est une suite en X telle que

lim
n!1

Txn = lim
n!1

Sxn = t; pour certain t 2 X:

Il est clair que dans ce cas STx = TSx chaque fois Sx = Tx 8x 2 X.

Proposition 1.3.1 Soit S et T sont compatibles de type (P) et

soit Sxn; Txn ! z si n!1 8z 2 X , ensuite, nous avons ce qui suit :

1. lim
n!1

T 2xn = Sz si S est continue en z.

2. lim
n!1

S2xn = Tz si T est continue en z.

3. STz = TSz et Sz = Tz si S et T sont continués à z.

10



1.3. Applications Compatibles

Compatible de type (C)

Dé�nition 1.3.8 On dit que deux applications S et T sont compatibles de type (C) si et

seulement si

lim
n!1

d(STxn; T
2xn) �

1

3

h
lim
n!1

d(STxn; St) + lim
n!1

d(St; T 2xn) + lim
n!1

d(St; S2xn)
i
;

lim
n!1

d(TSxn; S
2xn) �

1

3

h
lim
n!1

d(TSxn; T t) + lim
n!1

d(Tt; S2xn) + lim
n!1

d(Tt; T 2xn)
i
;

où fxng est une suite en X telle que

lim
n!1

Sxn = lim
n!1

Txn = t; pour certain t 2 X:

Lemme 1.3.3 Si S et T sont compatibles, ou compatibles de type(A), ou (P), ou (B),ou

(C), alors ils sont faiblement compatible.[6,7,10�12]

1.3.5 Faiblement compatible

Dé�nition 1.3.9 Deux applications S, T sont faiblement compatible s�ils commutative com-

muté à leurs points de coïncidenc,

s�il existe quelque u 2 X telle que Au = Su; alors ASu = SAu:

Exemple 1.3.4 Soit X = [0; 2] et d est distance euclidienne, S et T sont dé�nis par :

Sx =

8<: 2� x; 0 � x � 1
0; x > 1

Tx =

8<: x+ 12; 0 � x � 1
12; 1 < x � 2

le point 1 est le point de coïncidence unique de S et T ,

c-à-d S(1) = T (1) = 1 et ST (1) = TS(1) = 1:

Alors, la paire fS; Tg est faiblement compatible.
Donc, la paire fS; Tg ne sont pas compatibles de type (C).

Remarque 1.3.1 (compatible de type (A),(P), (B) et (C)) =) (faible compatibilité) mais

l�inverse peut-être pas.voire [2]
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1.3. Applications Compatibles

Compatible de type(E)

Dé�nition 1.3.10 Soient S; T deux applications d�un espace métrique (X; d) dans lui-

même, on dit que compatibles de type (E) si et seulement si

lim
n!1

S2xn = lim
n!1

SAxn = At;

et

lim
n!1

S2xn = lim
n!1

ASxn = Tt;

où fxng est une suite dans X telle que

lim
n!1

Sxn = lim
n!1

Txn = t; pour quelque t 2 X:

Remarque 1.3.2 Si At = St, alors compatible de type (E) implique compatible (compatible

de type (A),(B),(C),(P)), mais l�inverse peut être faux.

En général, si la paire fA; Sg est compatible de type (E) implique compatible de type (B).

Exemple 1.3.5 Soit X = [0; 1] muni la distance usuelle d(x; y) = jx� yj:
Dé�nir les applications A et S comme

8 x 2 [0; 12]; Ax = Sx =
1

2
, Ax = Sx =

2

3
; pour x =

1

2
,

et

8x 2 [1; 12]; Ax = 1� x; Sx = x :

Considérons une suite fxng dans X telle que xn ! 1
2
; xn >

1
2
8 n.

Alors, nous avons

Axn = (1� xn)!
1

2
= t; et Sxn = xn !

1

2
= t:

Depuis,8 n ; 1� xn <
1
2
, on a

AAxn = A(1� xn) =
1

2
! 1

2
; ASxn = A(xn) = 1� xn !

1

2
;

et

SSxn = S(xn) = xn !
1

2
; SAxn = S(1� xn) =

1

2
! 1

2
:

12



1.3. Applications Compatibles

Ainsi, nous avons

A(t) =
2

3
= S(t) mais AS(t) = AS(

1

2
) = A(

2

3
) =

1

3
; SA(t) = SA(

1

2
) = S(

2

3
) =

2

3
:

Cependant,1
3
= AS(t) 6= SA(t) = 2

3
, où t = 1

2
.

Par conséquent, la paire fA; Sg est compatible (compatible de type (A), (B),(C), (P)),
mais les applications ne sont pas compatibles de type (E).

En outre, il est à noter que les applications ne sont pas au commutatives le point de

coïncidence.

Dé�nition 1.3.11 On dit que A et S sont A-compatibles de type (E), si

lim
n!1

A2xn = lim
n!1

ASxn = St; pour certain t 2 X;

où fxng) est une suite en X telle que

lim
n!1

Axn = lim
n!1

Sxn = t; pour certain t 2 X:

Dé�nition 1.3.12 Deux applications A ,S : X ! X sont S-compatibles de type (E) si

lim
n!1

S2xn = lim
n!1

SAxn = At; pour certain t 2 X;

où fxng est une suite en X telle que

lim
n!1

Axn = lim
n!1

Sxn = t; pour certain t 2 X:

Subsequential et réciproque continuité

Dé�nition 1.3.13 Les applications A et S d�un espace métrique (X; d) dans lui-même;on

dit être réciproquement continue, si

lim
n!1

ASxn = At et lim
n!1

SAxn = St; chaque fois que fxng est une suite dans X
telle que lim

n!1
Axn = lim

n!1
Sxn = t; pour certain t 2 X.

Dé�nition 1.3.14 Deux applications A et S d�un espace métrique (X; d) dans lui-même

est appelé à être subsequential continue (faiblement suite continue) s�il existe une suite fxng
telle que

lim
n!1

Axn = lim
n!1

Sxn = t, pour un t 2 X et satisfont lim
n!1

ASxn = At et lim
n!1

SAxn = St.
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1.3. Applications Compatibles

Notez que subsequential continues ou réciproquement continue sont faiblement

subsequential continue, mais l�inverse peut-être pas.

On note R+A = [0; A[, où A 2 [0;1[, soit z[0; A[ un ensemble de toute la fonctions
F : R+ ! R+ satisfaisant les hypothèses suivantes:

1. F (x) = 0 si et seulement si x = 0.

2. F est croissante dans chaque variable.

3. F est continue.

Exemple 1.3.6 Soit F (t) = t, alors F 2 z[0; A[:

Dé�nition 1.3.14 avec example 1.3.6 nous obtenons ce qui suit corollaire:

Corollaire 1.3.1 Pour A, B, S et T applications d�un espace métrique (X; d) dans lui-

même telle que 8 x; y 2 X

d(Ax;By) �  (max(d(Sx; Ty); d(Ax; Sx); d(Ty;By); d(Ax; Ty); d(Ty;Ax))):

Si la paire fA; Sg est faiblement subsequentially continue et compatible de type (E) ainsi
que fB; Tg, alors A, B, S et T ont une point �xe unique en X.

Remarque 1.3.3 �nissant cette paragraghe par les implications suivantes:

(compatible de type (A)) =) (compatible de type (B)) =) (compatible de type (C)) =)
(compatible de type (P)) =) (compatible de type (P)) =) (compatible de type (E)).

Si elles sont l�un d�eux est continue, alors Transformation ( =) ) à (()).
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Chapitre 2

Théorème du point �xe dans espace

métrique

Dans ce partie, nous présentons le théorème du point �xe dans un espace métrique, on

utilisant les applications compatibles et deux types ce dernier (I) et (II).

2.1 point �xe

Dé�nition 2.1.1 Soit X un ensemble et A;B : X �! X sont applications compatibles,

alors nous appelons un point x0 un point �xe dans X si

A(x0) = B(x0) = x0:

2.2 Théorème de point �xe utilisant application com-

patible

Théorème 2.2.1 Soit (X; d) un espace métrique, D = sup fd(x; y) : x; y 2 Xg, et A = D

si D =1 et A > D si D <1, soient T ,S , I : X ! X satisfont

i T (X) � I(X) et S(X) � I(X).

15



2.2. Théorème de point �xe utilisant application compatible

ii Supposons qu�il existe F 2 
[0; A) et  2 �[0; F (A� 0)) satisfaisant

8x; y 2 X; F (d(Tx; Sy)) �  (F (M(x; y))); (2.2.1)

où

M(x; y) = max

�
d(Ix; Iy); d(Tx; Ix); d(Iy; Iy);

1

2
(d(Ix; Sy) + d(Iy; Tx))

�
:

iii I est continue et I(X) est complete.

Maintenant soit x0 un point arbitraire dans X.

D�aprés (i), on peut dé�nir une suite fIxng par

Ix2n+1 = Tx2n; Ix2n+2 = Sx2n+1 pour n = 0; 1; 2; :::: (2.2.2)

Pour plus de simplicité, on met dn = d(Ixn; Ixn+1) pour n = 0; 1; 2; ::: .

Lemme 2.2.1 La suite qui a dé�nie par (2.2.2) est de Cauchy.pour preuve voire [3]

Théorème 2.2.2 Suppose les applications T; S; I; B : X ! X véri�ent (i)-(iii) de plus, si

I est compatible avec T ou S, alors T ,S,I ont un point commun unique et �xe dans X.

De plus la suitefIxngdé�nie par(2:2:2)convergent vers le point �xe commun de T ,S et I:

Preuve. Pour tout x0 2 X; par lemme 2.2.1, la suite fIxng dé�nie par (2.2.2)
est une suite de Cauchy.

Comme I(X) est complete, fIxng converge vers quelques z dans I(X).
Par conséquent, T (x2n)! z et S(x2n+1)! z,

depuis I est continue, I(Ixn)! Iz, I(Sx2n+1)! Iz.

Maintenant suppose I est compatible avec S (l�argument est similaire si I est compatible

avec T ), donc SIx2n+1 converge vers Iz.

M(x2n; Ix2n+1) = max fd(Ix2n; IIx2n+1); d(Ix2n; Tx2n); d(IIx2n+1; SIx2n+1);
1

2
(d(Ix2n; SIx2n+1) + d(IIx2n+1; Tx2n))

�
:
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2.2. Théorème de point �xe utilisant application compatible

limM(x2n; Ix2n+1) = max

�
d(z; Iz); d(z; z); d(Iz; Iz);

1

2
(d(z; Iz) + d(Iz; z))

�
= d(z; Iz):

F (d(Tx2n; SIx2n+1)) �  (F (M(x2n; Ix2n+1)):

Ici F est continue,  est supérieure semi-continue et maintenant prendre limite

quant n!1, nous avons

F (d(z; Iz)) �  (F (d(z; Iz)) < F (d(z; Iz))) z = Iz:

Aussi, nous avons

limM(x2n; z) = d(z; Sz);

et

F (d(Tx2n; Sz)) �  (F (M(x2n; z))):

Prenant limite quant n!1, on obtenons

F (d(z; Sz)) �  (F (d(z; Sz))) < F (d(z; Sz))) z = Sz:

Comme M(z; z) = d(z; Tz),

F (d(Tz; z)) �  (F (M(z; z)) < F (d(Tz; z))) z = Tz:

Pour prouver l�unicité, soient Tz = Sz = Iz = z et

Ty = Sy = Iy = y. Nous obtenons

M(z; y) = d(z; y);

et

F (d(z; y)) �  (F (M(z; y))) < F (d(z; y))) z = y:

Ainsi T ,S et I ont un point �xe commun unique.

Exemple 2.2.1 Soit X =
�
1
n
; n = 3; 4; 5; :::

	
[ f0g avec la distance euclidienne .

Soit F (t) = t
1
t , alors F 2 
[0; A), où A = e > D = 1

3
, soit  (t) = t

6
, puis  2 �[0; e 1e ).

Suppose que S, T et I sont des applications de X dans lui méme dé�nit par
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2.2. Théorème de point �xe utilisant application compatible

Tx = Sx =

8<: 0; si x = 0
1
2n
; si x = 1

n
; n � 3

et Ix =

8<: 0; si x = 0

1
n+1

; si x = 1
n
; n � 3:

Il est évident de voir que T (X) � I(X), S(X) � I(X), I est continue et I(X) est

complete.

Pour x = 0,d(TIx; ITx) � d(Tx; Ix) est vrai.

Pour x = 1
n
, n � 3

d(TIx; ITx) =
1

2(n+ 1)(2n+ 1)
<

n� 1
2n(n+ 1)

= d(Tx; Ix):

Par conséquent, la paire fT; Ig est faiblement commutative de ceci T et I sont compatible.
Maintenant, nous prouvons que pour chaque x; y 2 X,

F (d(Tx; Sy)) �  (F (d(x; y))) �  (F (M(x; y))):

Il y a trois cas possibles:

Cas(i) x = y.

Si x = y = 0, donc

F (d(Tx; Sy)) = 0 =  (F (d(x; y))) �  (F (M(x; y))):

Si x = y = 1
n
,n � 3, alors M(x; y) =

�
n�1

2n(n+1)

�
F (d(Tx; Sy)) = 0 � 1

6

�
n� 1

2n(n+ 1)

�( 2n(n+1)n�1 )
=  (F (M(x; y))):

Cas(ii) si x = 0, y = 1
n
ou vice-versa donc M(x; y) = 1

n+1

F (d(Tx; Sy)) =

�
1

2n

�2n
� 1

6

�
1

n+ 1

�n+1
=  (F (M(x; y))):

Cas(iii) si x = 1
n
, y = 1

m
, n > m � 3, alors d(Ix; Iy) = n�m

(m+1)(n+1)
et

F (d(Tx; Sy)) =

�
n�m

2mn

�( 2mnn�m)

� 1

6

�
n�m

(m+ 1)(n+ 1)

�( (m+1)(n+1)n�m )

=  (F (d(Ix; Iy)))

�  (F (M(x; y))):

Par conséquent T , S et I véri�ent toute les conditions dans le théorème 2.2.2.

Ainsi, ils ont un point commun �xe unique point x� = 0.
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2.3. Théorème de point �xe utilisant compatible de type (I); (II)

2.3 Théorème de point �xe utilisant compatible de

type (I); (II)

Compatible de type (I)

Dé�nition 2.3.1 Soient S; T : X ! X sont applications, la paire fS; Tg est dite pour être
compatible de type (I) si

d(t; T t) � limd(t; STxn);

chaque fois que fxng est une suite en X telle que

limSxn = limTxn = t pour certain t 2 X:

Exemple 2.3.1 Soit X = [0;1[ soit avec la distance usuelle, dé�nissons S; T : X ! X

par Sx = 2x+ 1 et Tx = x2 + 1:

Puis, à x = 0, Sx = Tx, aussi STx = 3 et TSx = 2, qui montre que S et T ne sont

pas compatibles faible.

Supposons maintenant que fxng est une suite dans X telle que

limSxn = limTxn = t pour certain t 2 X.
Par dé�nition de S et T , t = 1, Pour cette valeur, nous avons

d(t; T t) = 1 � 2 = limd(t; STxn);

ce qui montre que le paire fS; Tg est application compatible de type (I).

Compatible de type (II)

Dé�nition 2.3.2 La paire fS; Tg est dite compatible de type (II) si et seulement si fS; Tg
est compatible de type (I).

Exemple 2.3.2 Soit X = [0;1[ avec la distance euclidienne, dé�nit S; T : X ! X par

Sx =

8<: 2 si x 2 [0; 2]
2 + x si x 2 [2;1[

et Tx =

8<: 2 + x si x 2 [0; 2[
4 + x si x 2 [2;1[

Notez que 2 est un point �xe de S, alors la paire fS; Tg est compatible de type (II) mais
les applications S et T ne sont pas faiblement compatibles

parce que S0 = 2 = T0 mais ST0 = 2 6= 6 = 6 = TS0:
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2.3. Théorème de point �xe utilisant compatible de type (I); (II)

Proposition 2.3.1 [12]Soit S; T : X ! X telle que la paire fS; Tg est compatible
de type (I) (resp. type (II)) et Sp = Tp pour quelques p 2 X; donc

d(Sp; TTp) � d(Sp; STp) (resp:d(Tp; SSp) � d(Tp; TSp)):

Lemme 2.3.1 [14]Soit  : R+ ! R+ est une fonction continue telle que  (t) < t pour

chaque t > 0;donc lim
n!1

 n(t) = 0, où  n dénotes le n fois répétée de

la composition  avec lui-même.

Théorème 2.3.1 Soit (X; d) un espace métrique complet, A, B, S et T sont

des applications d�un espace métrique (X; d) dans lui méme, véri�ant les conditions:

i S(X) � B(X); T (X) � A(X);

ii 8 x; y 2 X, il existe une fonction continue satis�e

 : R+ ! R+,  (0) = 0 et  (s) < s pour s > 0 tel que

d(Sx;Ty)Z
0

'(t)dt �  

0@M(x;y)Z
0

'(t)dt

1A ;

où ' : R+ ! R+ est une application intégrable Lebesge qui est sommable, positif ou

nul et tel que
"Z
0

'(t)dt > 0 pour chaque " > 0; (2.3.1)

et

M(x; y) =
1

2
max f2d(Ax;By); d(Sx;Ax); d(Ty;By); d(Sx;By); d(Ty;Ax)g ;

et n�importe quels de (iii) ou (iv) suivants:

iii A ou B est continue et les paires fS;Ag et fT;Bg sont compatibles de type (I),

iv S ou T est continue et les paires fS;Ag et fT;Bg sont compatibles de type (II).
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2.3. Théorème de point �xe utilisant compatible de type (I); (II)

Alors A;B; S et T ont un point �xe commun unique.

Preuve. Soit x0 2 X est un point arbitraire de X.

De (i) nous pouvons construire une suite fyng en X comme suit:

y2n+1 = Sx2n = Bx2n+1 et y2n+2 = Tx2n+1 = Ax2n+2

pour tout n = 0; 1; :::: Dé�nie dn = d(yn; yn+1), puis, par (ii),

d(Sx2n;Tx2n+1)Z
0

'(t)dt �  

0@M(x2n;x2n+1)Z
0

'(t)dt

1A ; (2.3.2)

où

M(x2n; x2n+1) =
1

2
max f2d(Ax2n; Bx2n+1); d(Sx2n; Ax2n); d(Tx2n+1; Bx2n+1);

d(Sx2n; Bx2n+1); d(Tx2n+1; Ax2n)g

= max

�
d2n;

d2n+1
2

;
d(y2n; y2n+2)

2

�
� max fd2n; d2n+1g :

Ainsi, de (2:3:2) nous avons

d2n+1Z
0

'(t)dt �  

0@maxfd2n;d2n+1gZ
0

'(t)dt:

1A : (2.3.3)

Maintenant, si d2n+1 � d2n pour quelque n, donc de(2:3:3) nous avons

d2n+1Z
0

'(t)dt �  

0@d2n+1Z
0

'(t)dt

1A <

d2n+1Z
0

'(t)dt ;

qu�est une contradiction.

Ainsi d2n > d2n+1 pour tout n, et par conséquent, de (2:3:3) on a

d2n+1Z
0

'(t)dt �  

0@d2nZ
0

'(t)dt

1A :

De même,
d2nZ
0

'(t)dt �  

0@d2n�1Z
0

'(t)dt

1A :

21



2.3. Théorème de point �xe utilisant compatible de type (I); (II)

En général, nous avons pour tout n = 1; 2; :::;

dnZ
0

'(t)dt �  

0@dn�1Z
0

'(t)dt

1A : (2.3.4)

De (2:3:4), nous avons

dnZ
0

'(t)dt �  

0@dn�1Z
0

'(t)dt

1A
�  2

0@dn�2Z
0

'(t)dt

1A
�

�

�

�  n

0@ d0Z
0

'(t)dt

1A ;

et, prenant la limite quand n!1 et utilisant le lemme 2:3:1, nous avons

lim
n!1

dnZ
0

'(t)dt � lim
n!1

 n

0@ d0Z
0

'(t)dt

1A = 0;

qui, de (2:3:1), implique que

lim
n!1

dn = lim
n!1

d(yn; yn+1) = 0: (2.3.5)

Maintenant nous montrons que fyng est une suite de Cauchy.
Pour cela, il su¢ sant de montrer que fy2ng est une suite de Cauchy.
Suppose que fy2ng n�est pas une suite de Cauchy, donc il existe une " > 0
telle que pour chaque entier 2k il existe même des entiers 2m(k) > 2n(k) > 2k

telle que

d(y2n(k); y2m(k)) � ": (2.3.6)

Pour chaque entier pair 2k, soit 2m(k) l�entier positif excédant 2n(k) veri�ant (2:3:6)

telle que

d(y2n(k); y2m(k)�2) < ": (2.3.7)
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2.3. Théorème de point �xe utilisant compatible de type (I); (II)

Maintenant

0 < � =

"Z
0

'(t)dt

�
d(y2n(k);y2m(k))Z

0

'(t)dt

�
d(y2n(k);y2m(k)�2)+d2m(k)�2+d2m(k)�1Z

0

'(t)dt:

Donc, par (2:3:5), (2:3:6) et (2:3:7) il résulte que

lim
k!1

d(y2n(k);y2m(k))Z
0

'(t)dt = �: (2.3.8)

Aussi, par l�inégalité triangulaire,

��d(y2n(k); y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))
�� � d2m(k)�1;

et ��d(y2n(k)+1; y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))
�� � d2m(k)�1 + d2n(k);

et ainsi
jd(y2n(k);y2m(k)�1)�d(y2n(k);y2m(k))jZ

0

'(t)dt �
d(y2m(k)�1)Z

0

'(t)dt;

et
jd(y2n(k)+1;y2m(k)�1)�d(y2n(k);y2m(k))jZ

'(t)dt �
d2m(k)�1+d2n(k)Z

0

'(t)dt:

Utilisant (2:3:8), on a
d(y2n(k);y2m(k)�1)Z

0

'(t)dt! �; (2.3.9)

et
d(y2n(k)+1;y2m(k)�1)Z

0

'(t)dt! �; (2.3.10)
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2.3. Théorème de point �xe utilisant compatible de type (I); (II)

quand k !1, ainsi

d(y2n(k); y2m(k)) � d2n(k) + d(y2n(k)+1; y2m(k))

� d2n(k) + d(Sx2n(k); Tx2m(k)�1);

et donc
d(y2n(k);y2m(k))Z

0

'(t)dt �
d2n(k)+d(Sx2n(k);Tx2m(k)�1)Z

0

'(t)dt:

Soient k !1 des deux côtés de la dernière inégalité, on a

� � lim
k!1

d(Sx2n(k);Tx2m(k)�1)Z
0

'(t)dt

� lim
k!1

 

0B@M(x2n(k);x2m(k)�1)Z
0

'(t)dt

1CA ; (2.3.11)

où

M(x2n(k); x2m(k)�1) =
1

2
max

�
2d(y2n(k); y2m(k)�1); d2n(k); d2m(k)�1;

d(y2n(k)+1; y2m(k)�1); d(y2n(k); y2m(k))
	
:

Combinant (2:3:5), (2:3:6), (2:3:7), (2:3:8), (2:3:9) et (2:3:10),

produisent la contradiction suivante (2:3:11): � �  (�) < �:

Ainsi fy2ng est une suite de Cauchy et ainsi fyng est une suite de Cauchy.
Comme X est complète, elle converge vers un point z dans X.

Comme fSx2ng, fBx2n+1g, fTx2n+1g et fAx2n+2g sont des subsuites de fyng,
donc Sx2n, Bx2n+1, Tx2n+1, Ax2n+2 ! z quand n!1.
Maintenant, suppose que la condition (iii) tient avec B est continue.

Puis, comme la paire fT;Bg est compatible de type (I) et B est continue, nous avons

d(z; Bz) � limd(z; TBx2n+1); BBx2n+1 ! Bz: (2.3.12)

Maintenant, les données x = x2n et y = Bx2n+1 en (ii), on obtient

d(Sx2n;TBx2n+1)Z
0

'(t)dt �  

0@M(x2n;Bx2n+1)Z
0

'(t)dt

1A ; (2.3.13)
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2.3. Théorème de point �xe utilisant compatible de type (I); (II)

où

M(x2n; Bx2n+1) =
1

2
max f2d(Ax2n; BBx2n+1); d(Sx2n; Ax2n) ;

d(TBx2n+1; BBx2n+1); d(Sx2n; BBx2n+1); d(TBx2n+1; Ax2n)g :

On consider que limd(z; TBx2n+1) = 0.

Suppose limd(z; TBx2n+1) > 0.

Maintenant, en laissant la limite supérieure sur des deux côtés de (2:3:13), nous avons

limd(z;TBx2n+1)Z
0

'(t)dt = lim

d(Sx2n;TBx2n+1)Z
0

'(t)dt

� lim 

0@M(x2n;Bx2n+1)Z
0

'(t)dt

1A

�  

0BBBB@
max

�
d(z;TBz);

limd(TBx2n+1;Bz)

2
;
limd(TBx2n+1;z)

2

�Z
0

'(t)dt:

1CCCCA
�  

0B@limd(TBx2n+1;z)Z
0

'(t)dt

1CA
<

limd(TBx2n+1;z)Z
0

'(t)dt;

qui est une contradiction.

Ainsi limd(z; TBx2n+1) = 0 et ainsi de (2:3:11) Bz = z.

Encore remplace de x par x2n et y par z dans (ii), on a

d(Sx2n;T z)Z
0

'(t)dt �  

0@M(x2n;z)Z
0

'(t)dt

1A ;
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2.3. Théorème de point �xe utilisant compatible de type (I); (II)

où

M(x2n; z) =
1

2
max f2d(Ax2n; Bz); d(Sx2n; Ax2n); d(Tz;Bz);

d(Sx2n; Bz); d(Tz;Ax2n)g

=
1

2
max fd(Ax2n; z); d(Sx2n; Ax2n); d(Tz; z); d(Sx2n; z); d(Tz;Ax2n)g ;

et soient n!1, nous avons
d(z;Tz)Z
0

'(t)dt �  

0B@
d(z;Tz)

2Z
0

'(t)dt

1CA <

d(z;Tz)
2Z
0

'(t)dt:

Qui est une contradiction si d(z; Tz) > 0.

Ainsi d(z; Tz) = 0, i.e. Tz = z. Puisque T (X) � A(X), il y a un point u 2 X
telle que Tz = Au = z.

De (ii), on a

d(Su;z)Z
0

'(t)dt =

d(Su;Tz)Z
0

'(t)dt

�  

0@d(Su;z)Z
0

'(t)dt

1A
<

d(Su;z)Z
0

'(t)dt;

qui est une contradiction si d(Su; z) > 0, ainsi Su = z = Au.

Par proposition 2.3.1, nous avons d(Su;AAu) � d(Su; SAu) et ainsi d(z; Az) � d(z; Sz).

Encore de (ii), on a

d(Sz;z)Z
0

'(t)dt =

d(Sz;Tz)Z
0

'(t)dt

�  

0B@
d(Sz;z)

2Z
0

'(t)dt

1CA
<

d(Sz;z)
2Z
0

'(t)dt;
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2.3. Théorème de point �xe utilisant compatible de type (I); (II)

qui est une contradiction si d(Sz; z) > 0. Ceci montre que

Sz = z = Az = Bz = Tz;

et z est un point �xe commun de A, B, S et T .

Si nous supposons que A est continu au lieu de B, similairement nous pouvons montrer

que z est un point �xe commun de A, B, S et T .

L�autre cas (iv) peut etre disposé d�arguments semblables comme ci-dessus.

Il est facile de voir que le point �xe commun de A, B, S et T est unique.
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Chapitre 3

Application

Dans ce dernier chapitre, nous avons présentée quelques applications du théorème du

point �xe dans un espace métrique. Ces applications incluent les théorèmes d�existence de

solution d�équations intégrales non-linéaires et nous établissons l�existence de la solution

aux systèmes d�équations fonctionnelles découlant de la programmation dynamique.

En�n, nous avons présentée quelques exemples appliqués a�n de montrer une image plus

claire sur les théorèmes.

3.1 Application aux équations intégrales

Maintenant, nous donnons l�application suivante au théorème 2.2.1 avec la condition:

si la paire fA; Sg et fB; Tg sont faiblement compatible
Considérons l�équation de Voltera-Hammerstein suivante équations intégrales non-linéaires:[19]

x(t) = w(t; x(t)) + �

tZ
0

m(t; s)g
i
(s; x(s))ds+ �

1Z
0

k(t; s)h
j
(s; x(s))ds , (3.1.1)

pour tout t 2 [0;1[, où w(t; x(t)) 2 L[0;1[ est connu, m(t; s), k(t; s), g
i
(s; x(s)) et

hj(s; x(s)), i, j = 1; 2 et i 6= j sont évaluées des fonctions réelles ou complexes qui sont

mesurables tant en t et s sur [0;1[ et �; � sont des nombres réels ou complexes.
Ces fonctions remplissent les conditions suivantes:

(C0): L�intégrale

1Z
0

jw(s; x(s))j ds est bornée pour tout x(s) 2 L[0;1[;
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3.1. Application aux équations intégrales

et il existe 1 > K0 > 0 tel que, pour chaque s 2 [0;1[,

jw(s; x(s))� w(s; y(s))j � K0 jx(s)� y(s)j ;8x; y 2 L[0;1[:

(C1):
1Z
0

sup
0�s<1

jm(t; s)j dt =M1 < +1:

(C2):
1Z
0

sup
0�s<1

jk(t; s)j dt =M2 < +1:

(C3):

gi(s; x(s)) 2 L[0;1);8x 2 L[0;1[

et il existe 1 > K1 > 0 tel que pour tout s 2 [0;1[,

jg1(s; x(s))� g2(s; y(s))j � K1 jx(s)� y(s)j ;8x; y 2 L[0;1[:

(C4):

hi(s; x(s)) 2 L[0;1[

pour tout x 2 L[0;1[ et il existe 1 > K2 > 0 tel que pour tout s 2 [0;1[,

jh1(s; x(s))� h2(s; y(s))j � K2 jx(s)� y(s)j ;8x; y 2 L[0; 1[:

Le théorème d�existence peut être formulé comme suit:

Théorème 3.1.1 Soient F et  deux fonctions dé�nies dans le théorème 2.2.1.

Si en plus à des hypothèses (C0) - -(C4), les conditions suivantes sont également remplies:

a- Pour i; j = 1; 2 avec i 6= j ,

�

tZ
0

k(t; s)h
i
(s; w(s; x(s)))ds+ �

sZ
0

m(s;>)g
j
(>; x(>))d>)ds = 0:

b- Pour certain x 2 L[0;1[,

�

tZ
0

m(t; s)gi(s; x(s))ds = x(t)� w(t; x(t))� �

1Z
0

k(t; s)hi(s; x(s))ds = �i(t) 2 L[0;1):

Si pour certain �i(t) 2 L[0; 1[, il existe �i(t) 2 L[0;1[ tel que:
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3.1. Application aux équations intégrales

c-

�

tZ
0

m(t; s)gi(s; x(s)� �i(s))ds = w(t;x(t)) + �

1Z
0

k(t; s)hi(s; x(s)� �i(s))ds

= �i(t); i = 1; 2;

Théorème 3.1.2 Ensuite, le système d�équation intégrale non linéaire Voltera-Hammerstein

simultanées (3.1.1) a une unique solution dans L[0; 1[pour chaque paire

de nombres réels ou complexes �,� avec; p � 0

K0 + j�jM1K1 + j�jM2K2 < 1 et F (j�jM1K1p) � (1� (K0 + j�jM2K2)p): (3.1.2)

Preuve. Comparant la notation avec le théorème 2.2.1, ici X = L[0;1[.
Pour chaque x(s) 2 L[0; 1[, nous dé�nissons les applications A;B; S; T par:

Ax(t) = �

tZ
0

m(t; s)g1(s; x(s))ds;Bx(t) = �

tZ
0

m(t; s)g2(s; x(s))ds;

Sx(t) = (I � C)x(t) et Tx(t) = (I �D)x(t);

où

Cx(t) = w(t; x(t)) + �

1Z
0

k(t; s)h1(s; x(s))ds;

Dx(t) = w(t; x(t)) + �

1Z
0

k(t; s)h2(s; x(s))ds:

Ici w(t; x(t)) 2 L[0;1[ est connue et I est l�opérateur d�identité sur L[0;1[.
Nous allons montrer que chaque A;B;C;D; S; T sont des opérateurs de L[0;1[
dans lui-même.

En e¤et, nous avons

jAx(t)j � j�j
1Z
0

jm(t; s)j : jg1(s; x(s))j ds � j�j sup
0�s<1

jm(t; s)j
1Z
0

jg1(s; x(s))j ds:

En appliquant les conditions (C1) et (C3) et ainsi, nous avons
1Z
0

jAx(t)j dt � j�j
1Z
0

sup
0�s<1

jm(t; s)j dt
1Z
0

jg1(s; x(s))j ds < +1;
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3.1. Application aux équations intégrales

et donc Ax 2 L[0;1[, de même Bx 2 L[0;1[.
Pour l�application C, nous appliquons les conditions (C2) et (C4) de la façon suivante:

1Z
0

jCx(t)j dt �
1Z
0

jw(t; x(t))j dt+ j�j
1Z
0

sup
0�s<1

jk(t; s)j dt
1Z
0

jh1(s; x(s))j ds < +1;

comme

1Z
0

jw(t; x(t))j dt est délimitée et donc C est un opérateur en lui-même sur L[0;1[.

Un argument semblable est valide pour D, de même S et T 2 L[0;1[.
Par conséquent, A;B;C;D; S; T sont des opérateurs de L[0;1[ dans lui-même.
Soit la condition (i) du théorème 2.2.1, pour prouver

A(X) � T (X),c-à-d, A(L[0;1[) � T (L[0;1[).
Soit x(t) 2 L[0;1[ arbitraire, ainsi nous avons

T (Ax(t) + w(t; x(t))) = (I �D)(Ax(t) + w(t; x(t)))

= Ax(t)� �

1Z
0

k(t; s)h2(s; Ax(s) + w(s; x(s)))ds

= Ax(t)� �

1Z
0

k(t; s)h2[s; �

sZ
0

m(s;>)g1(>; x(>))d>+ w(s; x(s))]ds

= Ax(t); par hypothèse (a):

Par conséquent A(L[0;1[) � T (L[0;1[), de même B(L[0;1[) � S(L[0;1[).
De plus, nous véri�ons (ii) du théorème 2.2.1.

Supposons que x; y 2 L[0;1[.
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3.1. Application aux équations intégrales

Ainsi LHS est:

F (kAx�Byk) = F (

1Z
0

jAx(t)�By(t)j dt); par dé�nition de k:k

= F (

1Z
0

j�
tZ
0

m(t; s)[g1(s; x(s))� g2(s; x(s))]dsjdt)

� F (

1Z
0

j�j sup
0�s<1

jm(t; s)j dt
1Z
0

jg1(s; x(s))� g2(s; y(s))j ds)

� F (j�jM1

1Z
0

K1 jx(s)� y(s)j ds); par (C1) et (C3)

= F (j�jM1K1 kx� yk):

Nous obtenons ainsi

F (kAx�Byk) � F (j�jM1K1 kx� yk): (3.1.3)

De la même façon, à l�aide des hypothèses (C0), (C2) et (C4), nous obtenons

kCx�Dyk =
1Z
0

jw(t; x(t))� w(t; y(t)) + �

1Z
0

k(t; s)[h1(s; x(s))� h2(s; y(s))]dsjdt

�
1Z
0

jw(t; x(t))� w(t; y(t))j dt

+ j�j
1Z
0

sup
0�s<1

jk(t; s)j dt:
1Z
0

jh1(s; x(s))� h2(s; y(s))dsj

� (K0 + j�jM2K2) kx� yk :

Nous obtenons alors

kCx�Dyk � (K0 + j�jM2K2) kx� yk : (3.1.4)
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3.1. Application aux équations intégrales

Ainsi, pour l�RHS de (ii), nous avons

F (M(x; y)) = F (maxfkSx� Tyk ; kAx� Sxk ; kBy � Tyk ; 1
2
[kBy � Sxk+ kAx� Tyk]g)

� F (kSx� Tyk); comme F est non-décroissante

= F (k(I � C)x� (I �D)yk) = F (kx� yk � kCx�Dyk);

par la propriété de triangle de k:k

� F (kx� yk � (K0 + j�jM2K2) kx� yk); par (2:4)

= F (f1�K0 � j�jM2K2g kx� yk):

Nous obtenons ainsi,

F (M(x; y)) � F (f1�K0 � j�jM2K2g kx� yk): (3.1.5)

Ensuite, comme la fonction  croissante, de sorte que

 (F (M(x; y))) �  (F (f1�K0 � j�jM2K2g: kx� yk)); par (3:1:5)

� F (j�jM1K1 kx� yk k); par (3:1:2)

� F (kAx�Byk); par (3:1:3):

Ainsi la contraction généralisée de la condition (ii) du théorème 2.2.1 est véri�ée.

Maintenant, nous prouvons que la paire fA; Sg est faiblement compatible.
Pour cela, nous avons

kSAx(t)� ASx(t)k = k(I � C)Ax(t)� A(I � C)x(t)k

= kAx(t)� CAx(t)� Ax(t) + ACx(t)k

= kACx(t)� CAx(t)k : (3.1.6)

Maintenant, chaque fois que Ax(t) = Sx(t), nous avons

�

tZ
0

m(t; s)g1(s; x(s))ds = x(t)� w(t; x(t))� �

1Z
0

k(t; s)h1(s; x(s))ds: (3.1.7)
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3.1. Application aux équations intégrales

En utilisant l�équation(3.1.7) en (3.1.6), nous obtenons

kSAx(t)� ASx(t)k = kACx(t)� CAx(t)k = jjAC[w(t; x(t)) + �
1Z
0

k(t; s)h1(s; x(s))ds

+ �

tZ
0

m(t; s)g1(s; x(s))ds]� CA[w(t; x(t))

+ �

1Z
0

k(t; s)h1(s; x(s))ds+ �

tZ
0

m(t; s)g1(s; x(s))ds]jj

= jjA[w(t; x(t)) + �
1Z
0

k(t; s)h1(s; x(s)� �1(s))ds]

� C[�

tZ
0

m(t; s)g1(s; x(s)� �1(s))ds]jj

= jj�
tZ
0

m(t; s)g1[s; w(s; x(s)) + �

1Z
0

k(s;>)h1(>; x(>)� �1(>))d>]ds

� w(t; x(t))

� �

1Z
0

k(t; s)h1[s; �

sZ
0

m(s;>)g1(>; x(>)� �1(>))d>]dsjj

= 0; from (3:1:1):

Cela montre que la paire fA; Sg est faiblement compatible, De même façon fB; Tg est
aussi faiblement compatible.

Par conséquent, toutes les conditions de notre théorème 2.2.1 sont véri�ées et la solution

de l�équation (3.1.1) existe.

En�n, nous montrons l�unicité de la solution, soit v(t) 2 L[0;1[ une autre
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3.1. Application aux équations intégrales

solution de (3.1.1), puis par (C0)�(C4), nous avons

ku(t)� v(t)k �
1Z
0

jw(t; u(t))� w(t; v(t)) + �

tZ
0

m(t; s)(g1(s; u(s))� g2(s; v(s)))ds

+ �

1Z
0

k(t; s)(h1(s; u(s))� h2(s; v(s)))dsjdt

� (K0 + j�jM1K1 + j�jM2K2) ku(t)� v(t)k < ku(t)� v(t)k

une contradiction,ainsi, la solution est unique.

Nous avons démontré dans la preuve du théorème 3.1.1 que toutes les conditions

sont véri�ées, et aussi que l�intégrante V-H non linéaire l�équation (3.1.1)

du théorème 3.1.1 a une solution unique dans L[0;1[.
Ci-dessous, nous mettons A = B, S = T , L[0;1[= BC[0;1[, g1 = g2 = g, h1 = h2 = h,

� = � = 1;dans l�équation (3.1.1) du théorème 3.1.1, pour obtenir l�exemple 3.1.1,

ci-dessous, comme une équation intégrale non linéaire réduite (3.1.8).

De toute évidence, pour ces valeurs particulières dans cet exemple, toutes les conditions

sont remplies.

Maintenant, par une autre méthode, nous montrerons ci-dessous que, l�équation intégrale

non linéaires ont une solution unique dans BC[0;1[.
Cela va complètement valider notre théorème 3.1.1.

Exemple 3.1.1 Examinez les points suivants de l�équation intégrale non linéaire suivant

dans BC[0;1[:

x(t) = w(t; x(t)) +

tZ
0

m(t; s)g(s; x(s))ds+

1Z
0

k(t; s)h(s; x(s))ds: (3.1.8)

Soit P et Q deux opérateurs de BC[0;1[ en lui-même comme dé�nies ci-dessous:

(Px)(t) =

tZ
0

m(t; s):x(s)ds et (Qx)(t) =

1Z
0

k(t; s):x(s)ds:

Soient les conditions suivantes remplies où K1; K2 des constantes:

(C0): jw(t; x(t))� w(t; y(t))j � r jx(t)� y(t)j, 8x(t); y(t) 2 Br et r � 0 une constante.
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3.1. Application aux équations intégrales

(C1): m(t; s) est telle que Px(t) est l�opérateur continue de BC[0;1[ dans lui-même.
(C2): k(t; s) est telle que Qx(t) est l�opérateur continue de BC[0;1[ en lui-même.
(C3): jg(t; x(t))� g(t; y(t))j � K1 jx(t)� y(t)j, 8x(t); y(t) 2 Br et 1 > K1 � 0 .
(C4): jh(t; x(t))� h(t; y(t))j � K2 jx(t)� y(t)j, 8x(t); y(t) 2 Br et 1 > K2 � 0 .
Alors il existe une unique solution de (3.1.8) pourvue que M1K1 +M2K2 + r < 1

et jw(t; x(t))j+M1 jg(t; 0)j+M2 jh(t; 0)j � r(1�M1K1 �M2K2),

où M1, M2 constituent des normes de P et Q, respectivement.

Preuve. Supposons que les applications A, B, S, T sont dé�nies ci-dessous:

(Ux)(t) = w(t; x(t)) +

sZ
0

m(t; s)g(s; x(s))ds = w(t; x(t)) + (Ax)(t);

(Uy)(t) = w(t; y(t)) +

sZ
0

m(t; s)g(s; y(s))ds = w(t; y(t)) + (By)(t);

(V x)(t) =

1Z
0

k(t; s)h(s; x(s))ds = (Cx)(t)� w(t; x(t)) = x(t)� (Sx)(t)� w(t; x(t));

(V y)(t) =

1Z
0

k(t; s)h(s; y(s))ds = (Dx)(t)� w(t; y(t)) = y(t)� (Ty)(t)� w(t; y(t)):

Les opérateurs U et V de Br dans BC[0;1) dé�nies ci-dessus sont Banach espaces.
Nous montrons que (U + V ) : Br ! Br est une contraction.

Car, soit x 2 Br donc

jU(x)(t) + V (x)(t)j � jw(t; x(t))j+M1 jg(t; x(t))j+M2 jh(t; x(t))j :

Nous avons les inégalités suivantes

jg(t; x(t))j � jg(t; x(t))� g(t; 0)j+ jg(t; 0)j � K1 jx(t)j+ jg(t; 0)j : (3.1.9)

De même,

jh(t; x(t))j � jh(t; x(t))� h(t; 0)j+ jh(t; 0)j � K2 jx(t)j+ jh(t; 0)j : (3.1.10)

De (3.1.9) et (3.1.10), nous avons

jU(x)(t) + V (x)(t)j � jw(t; x(t))j+K1M1 jx(t)j+M1 jg(t; 0)j+M2 jx(t)j+M2 jh(t; 0)j :
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3.2. Application aux d�équations fonctionnelles découlant de la programmation dynamique

Comme, par hypothèse

jw(t; x(t))j+M1 jg(t; 0)j+M2 jh(t; 0)j � 1�K1M1 �K2M2;

nous avons

jU(x)(t) + V (x)(t)j � r(1�K1M1 �K2M2) +K1M1r +K2M2r = r:

Ainsi U(x)(t) + V (x)(t) 2 Br, également

jU(x)(t) + V (x)(t)� U(y)(t)� V (y)(t)j � r jx(t)� y(t)j+K1M1 jx(t)� y(t)j

+K2M2 jx(t)� y(t)j

= (r +K1M1 +K2M2) jx(t)� y(t)j :

Puisque (r +K1M1 +K2M2) < 1, alors U + V est une contraction sur Br, donc par

Banach contraction théorème, il existe une solution unique de (3.1.8).

Ceci valide complètement théorème 3.1.1.

3.2 Application aux d�équations fonctionnelles découlant

de la programmation dynamique

Dans cette section, comme application pour nos résultats , nous établissons l�existence de

la solution à la suivante systèmes d�équations fonctionnelles découlant de la programmation

dynamique:

8><>:
Fi(x) = sup

x2S
fu(x; y) +Hi(x; y; Fi(T (x; y)))g ; i = 1; 2

Gi(x) = sup
x2S

fu(x; y) +Ki(x; y;Gi(T (x; y)))g ; i = 1; 2
(3.2.1)

Soit X, Y deux espaces de Banach et W � X, D � Y sont états et décisions spatiales

respectivement, nous dénotons B(W ) ensemble des fonctions bornées dé�nies sur W ,

muni de la distance suivante:

h; k 2 B(W ); d(h; k) = sup
x2W

jh(x)� k(x)j
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3.2. Application aux d�équations fonctionnelles découlant de la programmation dynamique

Théorème 3.2.1 Si les hypothèses suivantes sont véri�ées:

(C1): Hi et Ki sont bornées.

(C2) : pour tout x, y 2 S et h; k 2 B(S) il existe une fonction  2 	 tel que:

jH1(x; y; h)�K1(x; y; k)j �  (max(d(A2h;B2k); d(A1h;A2h); d(B1k;B2k);

d(A2h;B1k); d(B2k;A1h)));

(C3) : il existe deux séquences fhng en S et h; k 2 B(S) telle que
lim
n!1

sup jA1hn � hj = lim
n!1

sup jA2hn � hj = 0 et lim
n!1

sup jA1A2hn � A1hj = 0.
(C4) : pour toute suite fpng en S et p 2 B(S) telle que lim

n!1
sup jpn � pj = 0

et lim
n!1

sup jA21pn � A2pj = lim
n!1

sup jA1A2pn � p2kj = 0.
(C5) : il existe une suite fkng en S et k 2 B(S)

telle que lim
n!1

sup jB1kn � kj = lim
n!1

sup jB2hn � kj = 0 et
lim
n!1

sup jB1B2hn �B1hj = 0, lim
n!1

sup jA1A2hn � A1hj = 0.
(C6) : pour n�importe quelle suite fqng en S et q 2 B(S) telle que lim

n!1
sup jqn � qj = 0

et lim
n!1

sup jB2
1qn �B2pj = lim

n!1
sup jB1B2qn �B2qj = 0,

où les application Ai et Bi dé�nies par:

Aih = sup
x2S

fu(x; y) +Hi(x; y; h(T (x; y)))g ;

Bik = sup
x2S

fu(x; y) +Ki(x; y; k(T (x; y)))g :

Donc les systèmes (3.2.1) ont une solution unique dans B(W ).

Preuve. Les systèmes (3.2.1) ont une solution si et seulement si les applications

Ai; Bi; i = 1; 2 ont un point �xe commun.

D�abord, on remarque que la condition (C1) implique que, pour i = 1; 2 les quatre

applications Ai , Bi sont de B(W ) en lui-même.

Pour la condition contractive, la condition (C2) donne pour tout h; k 2 B(W ) et " > 0,
il existe y; z 2 D telle que

A1h < u(x; y) +H1(x; y; h(T (x; y))) + "; (3.2.2)

B1h < u(x; z) +K1(x; z; h(T (x; z))) + "; (3.2.3)
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et comme

A1h � u(x; z) +H1(x; z; h(T (x; z))); (3.2.4)

B1h � u(x; y) +K1(x; y; h(T (x; y))); (3.2.5)

donc de (3.2.2) et (3.2.5) nous obtenons

A1h�B1k � H1(x; y; h(T (x; y)))�K1(x; y; k(T (x; y))) + "

�  (max(d(A2h;B2k); d(A1h;A2h); d(B1k;B2k); (3.2.6)

d(A2h;B1k); d(B2k;A1h))) + ":

D�autre part et de (3.2.3) et (3.2.4) nous obtenons

A1hB1k > K1(x; y; h(T (x; y)))� h1(x; y; k(T (x; y)))� "

� � (max(d(A2h;B2k); d(A1h;A2h); d(B1k;B2k); (3.2.7)

d(A2h;B1k); d(B2k;A1h)))� ";

par conséquent, (3.2.6) et (3.2.7) impliquent que

d(A1h;B1k) = sup jA1h�B1kj � jH1(x; y; h(T (x; y)))�K1(x; y; k(T (x; y)))j+ "

�  (max(d(A2h;B2k); d(A1h;A2h); d(B1k;B2k);

d(A2h;B1k); d(B2k;A1h))) + ":

Comme la dernière inégalité est vrai pour tout arbitraire " > 0, on peut écrire:

d(A1h;B1k) �  (max(d(A2h;B2k); d(A1h;A2h); d(B1k;B2k); (3.2.8)

d(A2h;B1k); d(B2k;A1h)));

les conditions (C3) et (C4) impliquent que fA1; A2g est A1�subsequentiallement continu
et A1�compatible de type (E), ainsi que la paire fB1 ; B2g est B1�subsequentiallement
continu et B1�compatible de type (E) de (C5) et (C6).
Par conséquent, toutes les conditions de corollaire 1.3.1 sont véri�ées, A1, A2, B1, B2

ont un point �xe commun en B(W ) et ce point est une solution commune de système

d�équations fonctionnelles (3.2.1) [1].
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Résumé

La précédente thèse, on a étudié les applications compatibles et le point
fixe dans l’espace métrique. D’abord, on a fourni diverses définitions de base qui
seront utilisées dans cette étude, suivi d'une preuve de théorème de point fixe,
qui ensuite fourni par leurs applications multiples, correspond à la résolution
des équations intégrales non-linéaire et les équations fonctionnelles, qui nous
aide à confirmer la présence, l’unicité des solutions sous les conditions des
applications comptabilités et certaines de leurs propriétés, avec des exemples.

Mots-clés: Espace métrique, suite de Cauchy, l'application contractante,
l'applications compatible, point fixe commune.

Abstract

In this work, we have studied the compatible applications and the fixed
point in the metric space. Firstly, we provided all the necessary definitions
which are used later on this work , then we have proved the fixed point theory
that we are going to study some of its applications such as solving non-linear
integral equations and functional equation, this theory helped us to prove the
existence of unique solutions under the conditions of some compatible
applications and their characteristics by giving some examples.

Key words: metric space, sequence Cauchy, contracting application, compatible
application, point fixe common.

الملخص

عملنا ةفي ھذا العمل، قمنا بدراسة التطبیقات التوافقیة والنقطة الثابتة في الفضاء المتري، بدای
برھان نظریة ثم تطرقنا الىمن،ما یليمختلف التعریفات الاساسیة التي سیتم استخدامھا في تقدیم على 

خطیة والمعادلات الدالیة الالمتمثلة في حل المعادلات التكاملیة غیر البعض من تطبیقاتھاوالنقطة الثابتة
وافقیة وخصائصھا مع اعطاء طبیقات التوالتي ساعدتنا على اثبات وجود ووحدانیة الحلول تحت شروط الت

.امثلة

ابتة النقطة الث، التطبیقات التوافقیة، التطبیق المقلص،متتالیة كوشي،فضاء متري:الكلمات المفتاحیة
.المشتركة
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