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Notations générales

X ensemble non vide.

R ensemble des nombres réelles.

R, ensemble des nombres réelles positive.
d distance.

IRl norme.

|.| la valeur absolue.

T application.
sup supérieur de fonction
{z,} suite.

n

=1 - -
dy = /2 i =il

i=1

doo = g@}l% — il -
F ensemble de toute les fonctions.
B ensemble des fonctions bornées.

C' ([a,b]) espace des applications continue.
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Introduction générale

Introduction générale

Les mathématiciens sont intéressés a étudier le concept de point fixe dans différents
espaces, par leur extréme importance en mathématiques, il aide a résoudre certains prob-
lemes mathématiques telles que la résolution des équations différentielles et intégrales, et
est encore utilisé dans de nombreux services dans ce temps.

Depuis des décennies, en 1976, Jungck a utilisé la notion d’application commutativité
afin d’établir I'existence des points fixes communs dans des espaces métriques.

Les premiers travaux sur la théorie des points fixes concernant plus d’une application a
été donnée par Jungck en 1977, il a prouvé leur fameux théoréme pour deux applications
dans un espace métrique complet et il introduit la notion d’application commutativité.

En vue d’améliorer les conditions de commutativité dans des théorémes communs de
point fixe, Sessa a introduit le concept d’applications faiblement commutativité. Ainsi,
Jungck a défini la notion d’applications compatibles afin de généraliser le concept de la faible
commutativité et a montré que les applications faiblement commutativité sont compatibles,
mais l'inverse est impossible.

Ensuite, Jungck et Rhoades introduit le concept de compatibilité faible pour le réglage
des applications & valeur unique et a valeurs multiples qui est le plus générale que la com-
patibilité.

Les chercheurs de ce domaine introduisent plusieurs définitions de la faible commutativité
tels que les applications compatibles, les applications compatibles de type (A), (B), (C), (P),
(E) . Qui sont toujours en développement dans des conditions limitées et plus étroite.

Dans notre étude, nous allons examiner la théorie de point fixe pour deux paires d’applications
d’un espace métrique dans lui-méme en utilisant les notions de compatibilité dans I’espace
métrique, qui reconnait une recherche intensive par les scientifiques. Pour atteindre cet
objectif, I’étude dans ce travail est divisé en trois chapitres:

Dans le premier chapitre, on a commencé par des rappelles sur quelques concepts de
base de I’espace métrique, ainsi, nous avons détaillés un peu les applications compatibles
et leurs caractéristiques dans le méme espace, puis la deuxiéme chapitre qui est consacré a
I’étude des théories de point fixe, et le troisiéme chapitre, est pour I’étude des applications

telles qu’on trouve une solution des équations intégrales et des équations fonctionnelles.



Chapitre 1

Compatibilité des fonctions

D’abord, dans ce chapitre, nous avons notionée quelques notations générales, définitions
principales sur les applications contractions et les applications compatibles dans ’espace
métrique.

En suite, nous avons citer les propriétés des applications compatibles qui seront utilisés

dans les chapitres 2 et 3 et leur différents types.

1.1 Distances et espaces métriques

1.1.1 Distances

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble non vide.On appelle distance (ou métrique) sur X
toute application d : X x X — R qui vérifie les trois propriétés suivantes:
(Dy): Pour tous z,y € X, on a d(z,y) =0 < z =y (défini positive).
(Dy): Pour tous x,y € X, on a d(z,y) = d(y,z) (symétrique).
(Ds): Pour tous x,y,z € X, on ad(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Exemple 1.1.1 C l'ensemble des fonctions continues de [a,b] a R.

(la;0) ={z € R:a < x <b}) et pour x,y € C défini d par:

d(xz,y) = max {|z(t) — y(t)| : t € [a,b]}. (1.1.1)



1.1. Distances et espaces métriques

1.
d(z,y) = max {[x(t) — y(t)] : t € [a,b]} =0
= |z(t) —y(@)| =0
<Vt € [a,b],z(t) = y(t)
=z =y.
2.

d(z;y) = max {|z(t) —y(@)| : t € [a,0]} = max {|y(t) — ()] : € [a; b]} = d(y, x).
3. pour z,y € C

d(w,y) = max {[z(t) —y(t)| : € [a, ]} .

(1.1.1) = |a(to) — y(to)]
< |z(to) — 2(to)| + [2(to) — y(to)]
< max {|z(t) — 2(¢)| : t € [a;0]} + max {|2(¢) — y(t)| : ¢ € [a,b]}
=d(x,2z) 4+ d(z,y).

1.1.2 Distances équivalentes

Définition 1.1.2 On dit que deux distances dy et dy sur X sont équivalentes

sl existe deux réels Cy > Cy > 0 tels que:
V(l’,y) €X2 Oldl(*ray) S dQ(l’7y) S C2d1(’ray)’

Exemple 1.1.2 les deux applications

d: (z,y) € R*xR? — |y — @1|+|ys — 22| et d : (x,y) € R*xR? — \/(3/1 — 561)2 + (Y2 — $2)2

ot (x1,x2) et (y1,ys) désignent respectivement les composantes de = et y, sont des dis-
tances équivalentes sur R?. en effet, la relation va? + b2 < |a| + |b] < V2va? + b2

valable pour tous réels a, b implique que pour tous x,y € R2, on a

\/(yl — )"+ (o — 22)" <[y — m1| + [y — 72| < \/5\/(3/1 —21)" + (g2 — )",

Exemple 1.1.3 Sur R, la distance d : (z,y) € R* — |arctan(z) — arctan(y)| n’est pas

équivalence a la distance usuelle d' : (z,y) € R? — |x — y|. voire [17]



1.1. Distances et espaces métriques

1.1.3 Espaces métriques

Définition 1.1.3 On appelle espace métrique tout ensemble non vide X muni d’une dis-

tance.

Exemple 1.1.4 Soit n € N tel que n > 2,les applications suivantes définissent trois dis-

tances sur R™ :

doo : (z;7) ER® X R" — jﬁaX}’% — il

et
di: (w;y) €R" X R — > | —uil,

i=1,..,n

La troisiéme est ce qu’on appelle la distance euclidienne

dy: (w5y) ER"XR" — [ 3 |a; =yl

1=1,..,n

1.1.4 Suite de Cauchy et espaces complets
Limite d’une suite

Définition 1.1.4 Soit d une distance de X, {x,}, oy une suite de X.

On dit que x est la limite de {x,}, oy, Si:
Ve > 0,3no Vn > ng : d(z,,z) < e .

Remarque 1.1.1 La limite d’une suite, quand elle existe, est unique.

Suites convergentes

Définition 1.1.5 On dit que {z,}, . est convergente vers x, et on écrit:

Ty — ¢ <= limd(z,,z) =0.

n—oo

Si {x,} converge vers l, alors toute sous-suite de {z,} converge vers .



1.1. Distances et espaces métriques

Suite de Cauchy

Définition 1.1.6 Une suite {,}, .y dans (X, d) est dite de Cauchy si:
Ve > 0,3n € N tel que, Vp,qg € N:p>qg>n= d(x,,z,) <e.

On écrit alors:

d(xp, z4) — 0.
P.g—00

Exemple 1.1.5 La suite géométrique (K™), pour 0 < k < 1, est une suite

de Cauchy. pour p >n > 0,
kP — K" = k™ [k — 1| < k™.

Donc, en prenant N = [E—Z} + 1 pourp>n > N,

|[kP — k"] < e.

Exemple 1.1.6 Dans R muni de la distance usuelle .

La suite {x,}, oy de terme général x, = n n'est pas une suite de Cauchy. voire [17]
Proposition 1.1.1 Dans un espace métrique, toute suite convergente est de Cauchy.

Preuve. Soit {z,} une suite convergeant vers ¢

Soit € > 0. 1l existe ng dans N tel que:

Vn € N, n>ny = d(z,,l) <

DO ™

En particulier,V(p, q) € N2,

(p > ngp) et (g > ng) = d(zp, xy) < d(zp, 0) +d(x,,0) <

N ™

Et donc {z,} est de Cauchy. m



1.2. Les contractions

1.2 Les contractions

1.2.1 La Continuité

Définition 1.2.1 Soit deux espaces métriques (X,dx) et (Y,dy), f: X =Y
une application f est continue sur un sous-ensemble D de X si:

VeeD VeeR, dn,.eR, VyeD

(dx(2,y) <tee = dy(f(2), [(y)) < &)

1.2.2 La continuité uniforme

Définition 1.2.2 Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques,
D un sous-ensemble de X et f wune application de D dans'Y .

On dit que f est uniformément continue sur D si:
Ve € R} In € R} V(z,y) € D’ (dx(z,y) <n= dy(f(2), [(y)) <e).

Remarque 1.2.1 Toute application uniformément continue sur D est continue sur D.

1.2.3 Application Lipschitzienne

Définition 1.2.3 Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques.
Une application f de X dansY est lipschitzienne si:

Ik € RT V(w,y) € X*  dy(f(2), f(y) < kdx(z,y).

1.2.4 Applications Contractantes

Définition 1.2.4 On dit qu’une application f : X — X est contractante de (X,d) si pour

quelque nombre réel ¢ telles que 0 < ¢ <1, on a

Vryy € X, d(f(z), f(y)) < cd(z,y).

Remarque 1.2.2 En finissant cette section par les implications suivantes:
(f contractante) = (f Lipschitzienne) = (f uniformément continue)

= (f continue).



1.3. Applications Compatibles

1.3 Applications Compatibles

1.3.1 La Commutativité

Définition 1.3.1 Soient S et T deux applications d’un espace métrique (X,d) dans lui-

méme, on dit que commutativité si

Vee X, STex=TSx.

1.3.2 La Commutativité faible

Définition 1.3.2 Soient S et T deux applications d’un espace métrique (X,d) dans lui-

meéme, on dit que faiblement commutativité si
Ve € X, d(STz;TSx) < d(Tx; Sx).

Exemple 1.3.1 Soit X = |0, 1] muni la distance euclidienne, on définitT ,S : X — X par:

Vee X, Tx = * ,S:sz,
2a +x a

ou a > 1, alors

ax+x2

< o
Ve e X, d(TSxz,STx) < 220+ 7)

=d(Tz, Sx).

Ainsi T et S sont faiblement commutativité , mais ils ne sont pas commutativité de cette
sence, parce que si x % 0 on a:

T T

202+ a(2a+ ) ‘

TSz

1.3.3 Fonctions compatibles

Définition 1.3.3 Soit (X, d) espace métrique, S, T : X — X sont compatibles si et seule-

ment st

lim d(STz,, TSz,) =0,

n—oo

ot {x,} est une suite dans X telle que

te X lim Sz, = limTx, =t.

n—oo n—oo



1.3. Applications Compatibles

Exemple 1.3.2 Soit X = [0, 00[ et d est distance euclidienne,on définit T et S sur ([0, o0, |.|)

comme suite:
z+1

2

Considérons la suite {x,} qui définit pour tout n > 1 par

Sx =

, et Tw =2x — 1.

1
Tp = 1+ )
n
il été claire que

limz, =1 etlim Sx,, = lim Tz, =1,

n—oo n—oo n—oo

d’ot

2
lim STz, = lim S(1+ —) = lim =z, =1,

n—0o0 n—o0 n n—o0

1 1
lim 7Sz, = imT(14+ —) = lim—+1=1.
n—00 n—00 2n n—oon

Done, la paire {S,T} est compatible.

Lemme 1.3.1 Si S, T : X — X de l’espace métrique (X, d) sont commutativites, alors elles
sont faiblement commutativites, donc compatible, mais la resproque ne peut-étre pas.

En effet, si la paire {S, T} est commutativité, Vo € X , STx =TSz, alors
d(STz,TSz) =0 < d(Sz,Tx).
Donc les deux applications sont faiblement commutativites, d’autre part

lim d(STz,; TSx,) < lim d(Sz,;Tz,) =0,

n—o0 n—o0

ce qui implique que S et T sont compatibles.

1.3.4 Divers types de compatible
Compatible de type (A)

Définition 1.3.4 Soient S,T deux application d’un espace métrique (X,d) dans lui-méme.

On dit que compatibles de type (A) si et seulement si

lim d(STx,, T?r,) =0 et lim d(TSz,,S*r,) =0,

n—oo n—o0



1.3. Applications Compatibles

ot {x,} est une suite en X telle que

lim Sx, = lim Tx, =1, pour quelquet € X.

n—oo n—oo

Exemple 1.3.3 Soit X = [0,00[ et d est la distance euclidienne, on définit S et T par :

1+2,0<2<1 1.0<z <1
SI': Taj‘:
0,x>1 r,1 <z <2

Considérons la suite {x,} qui définit par :
1
T, = —, pour tout n > 1.
n
1l est clair que pour toutn >1, 0 < x, <1,

lim Sz, = lim Tz, =1,

| T2y — SPx,|| = |1 — 1| =0 — 0.
Alors, la paire {S, T} est compatible de type (A).
Remarquons que S et T ne sont pas continués a 1.
Lemme 1.3.2 Si S et T sont compatibles de type (A) etV t € X, St =Tt , alors
STt=S*=TSt=T"1.

Définition 1.3.5 On dit que S et T' sont S-compatible de type (A) si et seulement si

lim d(ST, T?z,,) = 0,

n—oo

et ils sont appelés T-compatible de type (A) si et seulement si

lim d(T'S, S*z,) = 0,

n—oo

ot {x,} est une suite en X telle que

lim Sz, = lim T'x,, = t, pour certaint € X.

n—oo n—oo



1.3. Applications Compatibles

Compatible de type (B)

Définition 1.3.6 Deuz applications S et T' sont compatibles de type (B) si et seulement si

|
lim (TS, 5%2,) < 5 [ lim d(T'Sa,, Tt) + lim d(Tt, T%n)] ,

n—o00 - n—00 n—00

et
1
lim d(STz,, T?z,) < = | lim d(STz,, St) + lim d(St, S*z,,)

)
n—00 |:n—>oo n—00 i|

ot {x,} est une suite en X telle que

lim Az, = lim Sz, = t, pour certaint € X.

n—oo n—oo

Il est clair que les applications compatibles de type (A) sont des applications compatibles

de type (B), mais linverse est impossible,voir ([18, Ex. 2.4])

Compatible de type (P)

Définition 1.3.7 On dit que T et S sont compatibles de type (P) si

lim d(T?z,, S*z,) = 0,

n—oo

ot {x,} est une suite en X telle que

lim Tz, = lim Sx,, =t, pour certaint € X.

n—oo n—oo

1l est clair que dans ce cas STx = TSz chaque fois St =Tx Vr e X.

Proposition 1.3.1 Soit S et T sont compatibles de type (P) et

soit Sxp, Tx, — 2z sin — oo Vz € X , ensuite, nous avons ce qui suit :

1. lim 7%z, = Sz si S est continue en z.

n—oo

2. lim S?z,, = Tz si T est continue en z.

n—oo

3. STz=TS8zet Sz =Tz s15 et T sont continués a z.

10
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Compatible de type (C)

Définition 1.3.8 On dit que deux applications S et T' sont compatibles de type (C) si et
seulement si

1
lim d(STw,, T?x,) < = | lim d(STx,, St) + lim d(St, T?z,,) + lim d(St, S*x,,)

— Y

1
lim (TS, S%,) < [ lim d(T'Sw,, Tt) + lim d(Tt, S%x,) + lim d(Tt, TQfEn)] ,

n—oo n—oo n—oo n—oo

ot {x,} est une suite en X telle que

lim Sz, = lim T'x,, = t, pour certaint € X.

n—oo n—oo

Lemme 1.3.3 Si S et T sont compatibles, ou compatibles de type(A), ou (P), ou (B),ou
(C), alors ils sont faiblement compatible.[6,7,10-12]

1.3.5 Faiblement compatible

Définition 1.3.9 Deuzx applications S, T sont faiblement compatible s’ils commutative com-
muté a leurs points de coincidenc,

s’il existe quelque u € X telle que Au = Su, alors ASu = SAu.

Exemple 1.3.4 Soit X =[0,2] et d est distance euclidienne, S et T sont définis par :

2—z2,0<z<1 r+12,0<x <1
SI: T.T:
0,z >1 12,1 <2 <2

le point 1 est le point de coincidence unique de S et T ,
c-a-d S(1) =T(1) =1 et ST(1) =TS(1) = 1.

Alors, la paire {S, T} est faiblement compatible.

Done, la paire {S,T} ne sont pas compatibles de type (C).

Remarque 1.3.1 (compatible de type (A),(P), (B) et (C)) = (faible compatibilité) mais

Uinverse peut-étre pas.voire [2]

11



1.3. Applications Compatibles

Compatible de type(E)

Définition 1.3.10 Soient S, T deuz applications d’un espace métrique (X,d) dans lui-
meéme, on dit que compatibles de type (E) si et seulement si

lim S?z,, = lim SAx, = At,

n—oo n—oo

et
lim S%z, = lim ASz, = Tt,

n—oo n—oo

ot {x,} est une suite dans X telle que

lim Sz, = lim T'x,, = t, pour quelque t € X.

n—oo n—oo

Remarque 1.3.2 Si At = St, alors compatible de type (E) implique compatible (compatible
de type (A),(B),(C),(P)), mais linverse peut étre faux.
En général, si la paire {A, S} est compatible de type (E) implique compatible de type (B).

Exemple 1.3.5 Soit X = [0, 1] muni la distance usuelle d(z,y) = |z — y|.

Définir les applications A et S comme
Vzel0,12], Ax =Sz = -, Ax:Sx:—,pourx:§ ,

et
Vee[1,12], Ax=1—2z, Sx==x .

Considérons une suite {z,} dans X telle que x, — %, Ty > % YV n.

Alors, nous avons

1 1
2 2
Depuzsivn71_xn<%, on a
1 1 1
AAxn:A(l_l’n):__>_7AS$n:A($n):1—$n—)—’
2 2 2
et
1 11

12



1.3. Applications Compatibles

Ainsi, nous avons

At) = 2 = S(t) mais AS(t) = AS(%) — A - % SA(t) = SA(%) — (3 = ;

2
3
Cependant, 5 = AS(t) # SA(t) =2, out = 3.
Par conséquent, la paire {A, S} est compatible (compatible de type (A), (B),(C), (P)),
mais les applications ne sont pas compatibles de type (E).

En outre, il est a noter que les applications ne sont pas au commutatives le point de

coincidence.
Définition 1.3.11 On dit que A et S sont A-compatibles de type (E), si

lim A%z, = lim ASz, = St; pour certaint € X,

n—oo n—oo

ot {x,}) est une suite en X telle que

lim Ax,, = lim Sz, =t, pour certaint € X.

n—oo n—oo

Définition 1.3.12 Deux applications A ,S : X — X sont S-compatibles de type (E) si

lim S%z,, = lim SAz, = At, pour certaint € X,

n—oo n—oo

ot {x,} est une suite en X telle que

lim Az, = lim Sz, =t, pour certaint € X.

n—oo n—oo

Subsequential et réciproque continuité

Définition 1.3.13 Les applications A et S d’un espace métrique (X, d) dans lui-méme,on
dit étre réciproquement continue, si

lim ASxz, = At et lim SAx, = St, chaque fois que {z,} est une suite dans X

n—oo n—oo
telle que lim Ax,, = lim Sz, = t, pour certaint € X.

Définition 1.3.14 Deuz applications A et S d’un espace métrique (X,d) dans lui-méme

est appelé a étre subsequential continue (faiblement suite continue) s’il existe une suite {x,}

telle que
lim Ax,, = lim Sz, =t, pour unt € X et satisfont lim ASz, = At et lim SAzx, = St.

13



1.3. Applications Compatibles

Notez que subsequential continues ou réciproquement continue sont faiblement
subsequential continue, mais l'inverse peut-étre pas.
On note R}, = [0, A[, ou A € [0, 0o, soit F [0, A[ un ensemble de toute la fonctions

F : RT — R* satisfaisant les hypothéses suivantes:

1. F(x) =0 si et seulement si z = 0.
2. F est croissante dans chaque variable.

3. F' est continue.
Exemple 1.3.6 Soit F(t) =t, alors F € [0, A[.
Définition 1.3.14 avec example 1.3.6 nous obtenons ce qui suit corollaire:

Corollaire 1.3.1 Pour A, B, S et T applications d’un espace métrique (X, d) dans lui-
méme telle que V x,y € X

d(Az, By) < ¢¥(max(d(Sz,Ty),d(Ax, Sz),d(Ty; By),d(Az, Ty),d(Ty, Az))).

Si la paire { A, S} est faiblement subsequentially continue et compatible de type (E) ainsi
que {B,T}, alors A, B, S etT ont une point fize unique en X.

Remarque 1.3.3 finissant cette paragraghe par les implications suivantes:
(compatible de type (A)) = (compatible de type (B)) => (compatible de type (C)) =
(compatible de type (P)) = (compatible de type (P)) = (compatible de type (E)).

Si elles sont l'un d’euzx est continue, alors Transformation (=) a (<=).
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Chapitre 2

Théoréme du point fixe dans espace

métrique

Dans ce partie, nous présentons le théoréme du point fixe dans un espace métrique, on

utilisant les applications compatibles et deux types ce dernier (I) et (II).

2.1 point fixe

Définition 2.1.1 Soit X un ensemble et A,B : X — X sont applications compatibles,

alors nous appelons un point xo un point fire dans X si

A(l’o) = B(l’o) = Xy.

2.2 Théoréme de point fixe utilisant application com-

patible

Théoréme 2.2.1 Soit (X,d) un espace métrique, D = sup{d(z,y): z,y € X}, et A=D
siD=occetA>D siD<oo, soient T,S ,I:X — X satisfont

i T(X) C I(X) et S(X) C I(X).

15



2.2. Théoréme de point fixe utilisant application compatible

ii Supposons qu’il existe F' € Q[0, A) et ¢ € T'[0, F(A — 0)) satisfaisant

Ve,y € X, F(d(Tz,Sy)) < Y(F(M(z,y))), (2.2.1)
ou
M (z,y) = max {d(]m, Iy),d(Txz, Ix),d(1y, Iy), %(d([m, Sy) + d(1y, Tx))} .
iii [ est continue et I(X) est complete.

Maintenant soit xy un point arbitraire dans X.

D’aprés (i), on peut définir une suite {/z, } par
Ixo, 1 = Txo,, [x9,10 = STop 1 pourn=0,1,2,.... (2.2.2)
Pour plus de simplicité, on met d,, = d({x,, [x,,1) pour n =0,1,2, ... .
Lemme 2.2.1 La suite qui a définie par (2.2.2) est de Cauchy.pour preuve voire [3]

Théoréme 2.2.2 Suppose les applications T, S, 1, B : X — X vérifient (i)-(iii) de plus, si
I est compatible avec T ou S, alors T,S,I ont un point commun unique et fize dans X.

De plus la suite{Ix,}définie par(2.2.2) convergent vers le point fixre commun de T,S et I.

Preuve. Pour tout zy € X, par lemme 2.2.1, la suite {/x,} définie par (2.2.2)

est une suite de Cauchy.

Comme I(X) est complete, {Ix,} converge vers quelques z dans I(X).

Par conséquent, T'(z2,) — 2z et S(za,41) — 2,

depuis I est continue, I(Ix,) — [z, I(Sxoni1) — 2.

Maintenant suppose I est compatible avec S (I’argument est similaire si I est compatible

avec T'), donc S1xy,,1 converge vers [z.

M(132n, [372n+1) = Inax {d([$2n> Ih?2n+1), d(lxzm Twzn)7 d(11$2n+17 S[$2n+1)7

1
§(d([$2m Slxoni1) + d(I11xo,41,TTe,)) }
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2.2. Théoréme de point fixe utilisant application compatible

lim M (xgy,, [29,11) = max {d(z, 12),d(z,2),d(Iz,1z), %(d(z, Iz)+d(Iz, z))}
=d(z,1z).

F(d(Txoy, STxani1)) < Y(F(M(z2n, [22541)).

Ici F' est continue, 9 est supérieure semi-continue et maintenant prendre limite

quant n — 00, nous avons
F(d(z,12)) <Y(F(d(z,1z)) < F(d(z,12)) = z = Iz.

Aussi, nous avons

lim M (z3,, 2) = d(z,Sz),

et
F(d(Txo,, S2)) < Y(F(M(xopn, 2))).

Prenant limite quant n — oo, on obtenons

F(d(z,S2)) < $(F(d(z,S2))) < F(d(z, S2)) = = = S=.
Comme M(z, 2) = d(z, T?),

F(d(T2,2)) < (F(M(z 2)) < F(d(Tz,2)) = 2 = T=.

Pour prouver 'unicité, soient Tz = Sz =1z = z et

Ty = Sy = Iy = y. Nous obtenons

M(z,y) = d(2,y),

et
F(d(z,y)) < ¢v(F(M(z,y))) < F(d(z,y)) = z=y.

Ainsi T',S et I ont un point fixe commun unique. =

Exemple 2.2.1 Soit X = {%,n =3,4,5, } U {0} avec la distance euclidienne .
Soit F(t) =ti, alors F € Q[0,A), ow A=e>D =1, soit (t) = £, puis ¢ € T[0, ec).
Suppose que S, T et I sont des applications de X dans lui méme définit par
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2.2. Théoréme de point fixe utilisant application compatible

0, six=0 0, si =0
Tx=Sx = ) ) et [x = . .
5 S1T=—-,n=>3 R stx=—-,n=>3.

Il est évident de voir que T(X) C I(X), S(X) C I(X), I est continue et 1(X) est
complete.
Pour x = 0,d(TIx,ITx) < d(Tx,Ix) est vrai.
Pour x = %, n>3
1 n—1
St (2n+1) ~ 2n(n+ 1)

Par conséquent, la paire {T, I} est faiblement commutative de ceci T et I sont compatible.

d(TIx,1Tz) =

=d(Tz, Iz).

Maintenant, nous prouvons que pour chaque x,y € X,

F(d(Tz,Sy)) < o(F(d(z,y))) < (F(M(z,y))).
1l y a trois cas possibles:
Cas(i) x = y.
Sixz =y =0, donc

F(d(Tw, Sy)) = 0= p(F( < P(F(M(z,9)))-

z,y))

Szx—y——n>3 alors M(x,y) = (2n(n+1)
2n(n+1)

F(d(Tz, Sy)) = < n-l (F(M(z,y)))

5Y)) = n(n+1) e

1
Cas(ii) six =0, y = + ou vice-versa donc M(z,y) = —

F(d(Tz, Sy)) = (%) <3 (o5 1) = W(F(M(z,v)).

Cas(iii) st x = %, y= %, n>m >3, alors d(Iz,Iy) = (mff)(TZJrl) et

2mn

n_m>(nm)

F(d(Tz,Sy)) = <

2mn
1 n—m ((m?—)(gﬂ))
SéQm+um+n)
= Y(F(d(Iz, Iy)))
< P(F(M(z,y)))

Par conséquent T, S et I vérifient toute les conditions dans le théoréme 2.2.2.

Ainsi, ils ont un point commun fixe unique point x* = 0.
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2.3. Théoréme de point fixe utilisant compatible de type (I), (1)

2.3 Théoréme de point fixe utilisant compatible de

type (I),({I)
Compatible de type (I)

Définition 2.3.1 Soient S,T : X — X sont applications, la paire {S, T} est dite pour étre
compatible de type (I) si
d(t, Tt) < limd(t, STzy,),

chaque fois que {x,} est une suite en X telle que
lim Sx,, = lim Tz, =t pour certaint € X.

Exemple 2.3.1 Soit X = [0, 00] soit avec la distance usuelle, définissons S, T : X — X
par Sr=2x+1 e Tex=2a>+1.
Puis, a x =0, Sx =Tz, aussi STx =3 et T'Sx = 2, qui montre que S et T ne sont
pas compatibles faible.
Supposons maintenant que {x,} est une suite dans X telle que
lim Sz, = lim Tz, =t pour certaint € X.

Par définition de S et T , t =1, Pour cette valeur, nous avons

d(t,Tt) =1 < 2 = limd(t, STx,),

ce qui montre que le paire {S,T} est application compatible de type (I).

Compatible de type (II)

Définition 2.3.2 La paire {S,T} est dite compatible de type (1I) si et seulement si {S,T'}
est compatible de type (I).

Exemple 2.3.2 Soit X = [0, 00] avec la distance euclidienne, définit S,T : X — X par
2 stz € (0,2 24+ stx€10,2
Sx = 0,2] et Te = 0.2]
2+x sixz€[2,00] 44+x si x€[2,00]

Notez que 2 est un point fize de S, alors la paire {S, T} est compatible de type (11) mais
les applications S et T ne sont pas faiblement compatibles

parce que SO =2 =T0 mais STO=2#6=6=T50.
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2.3. Théoréme de point fixe utilisant compatible de type (I), (1)

Proposition 2.3.1 [12/Soit S,T : X — X telle que la paire {S,T} est compatible
de type (I) (resp. type (I1)) et Sp = Tp pour quelques p € X, donc

d(Sp,TTp) < d(Sp,STp) (resp.d(Tp,SSp) < d(Tp, TSp)).

Lemme 2.3.1 [1//Soit ¢ : RT — R" est une fonction continue telle que ¥(t) <t pour
chaque t > 0,donc lim ¢"(t) = 0, ot )" dénotes le n fois répétée de

la composition 1 avec lui-méme.

Théoréme 2.3.1 Soit (X,d) un espace métrique complet, A, B, S et T sont

des applications d’un espace métrique (X,d) dans lui méme, vérifiant les conditions:

i S(X)C B(X), T(X)CAX),

ii Vx,y € X, il existe une fonction continue satisfie

Y RT — R 4(0) =0 et (s) < s pour s > 0 tel que

d(Sz,Ty) M (z,y)
/ o(t)dt < ¢ / o)t | |
0 0

ol ¢ : Rt — R* est une application intégrable Lebesge qui est sommable, positif ou

nul et tel que
€

/go(t)dt > 0 pour chaque £ > 0, (2.3.1)
0

et

1
M(ZL’, y) = 5 max {2d<A$a By)a d(Sij Aﬂf), d(Tya By)a d(Sij By)7 d(Tyv A$)} )

et n’importe quels de (i7i) ou (iv) suivants:
iii A ou B est continue et les paires {S, A} et {7, B} sont compatibles de type (I),

iv S ou T est continue et les paires {S, A} et {T, B} sont compatibles de type (I7).
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2.3. Théoréme de point fixe utilisant compatible de type (I), (1)

Alors A, B, S et T ont un point fixe commun unique.
Preuve. Soit xg € X est un point arbitraire de X.

De (i) nous pouvons construire une suite {y,} en X comme suit:

Yont+1 = STop = BTopi1 €t Yopio = Topt1 = ATopyo

pour tout n = 0, 1, .... Définie d,, = d(yn, Yn+1), puis, par (ii),

d(Smgn,Tx2n+1) M(x2n71'2n+1)
o(t)dt < 1 l/ o(t)dt | (2.3.2)
0 0

ou

1
M(LCQTL, xan) = 5 max {Qd(ACL'Qn, Bl‘2n+1), d(Sl'Qn, AZCQn), d(T$2n+1, B$2n+1),

d(5$2m B$2n+1)> d(Tl'an, A$2n)}

dont1 d(Yon, Yon
— max {d%? 22+1’ (312 ng +2)}

< max {day,, dant1} -

Ainsi, de (2.3.2) nous avons

dan+1 max{d2n,d2nt1}
/ p(t)dt < / p(t)dt. | . (2.3.3)
0 0

Maintenant, si da, 1 > da, pour quelque n, donc de(2.3.3) nous avons

d2n+1 dan+1 dan+1
/ p(t)dt < / p(t)dt | < / e(t)dt |
0 0 0

qu’est une contradiction.

Ainsi dy,, > do, 41 pour tout n, et par conséquent, de (2.3.3) on a

dan+1 doy,
/¢@ﬁs¢ /wwm
0 0
De méme,
don dan—1

/ S(t)dt < / S(t)dt

0
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2.3. Théoréme de point fixe utilisant compatible de type (I), (1)

En général, nous avons pour tout n =1,2, ...,
dn
/ t)ydt < / ot
0 0

De (2.3.4), nous avons

dn

[ 1)t < /90
[@

<o | [otwir).

0
et, prenant la limite quand n — oo et utilisant le lemme 2.3.1, nous avons
dn do

lim [ p(t)dt < lim " /gp(t)dt =0,

n—oo

0 0

qui, de (2.3.1), implique que

lim d,, = hm d(yn,yn+1) 0.

n—oo
Maintenant nous montrons que {y,} est une suite de Cauchy.
Pour cela, il suffisant de montrer que {ys,} est une suite de Cauchy.

Suppose que {y2, } n’est pas une suite de Cauchy, donc il existe une € > 0

telle que pour chaque entier 2k il existe méme des entiers 2m(k) > 2n(k) > 2k

telle que
d(Y2n (k) Yom(k)) = €-

(2.3.4)

(2.3.5)

(2.3.6)

Pour chaque entier pair 2k, soit 2m(k) 'entier positif excédant 2n(k) verifiant (2.3.6)

telle que
d(y2n(k)7y2m(k)—2) <e.

22
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2.3. Théoréme de point fixe utilisant compatible de type (I), (1)

Maintenant
0<6= / (t)dt

0
d(Yan(k)Y2m(k))

IN

p(t)dt
0
d(Yan (k) Y2m(k)—2) Fd2mk)—2Fd2m k) -1

< o(t)dt.
0
Dongc, par (2.3.5), (2.3.6) et (2.3.7) il résulte que
d(y2n(k)7y27n(k))
lim e(t)dt = 4. (2.3.8)

k—o0
Aussi, par I'inégalité triangulaire,

|d(Y2n(k)> Y2m)—1) — AYantr), Yomm)| < dome -1,

et
|d(Yan(y+1, Yomk)—1) — AYon(rys Yome))| < damiy—1 + d2nr),
et ainsi
| A (1) Y2rm (k) 1)~ A W2n () Y2 (1)) | d(Y2m (k)—1)
e(t)dt < / (t)dt,
0 0
et
|d(92n(k)+17y2m(k)71)_d(y2n(k)7y2m(1c))| dom(k)—1Td2n(k)
e(t)dt < / (t)dt.
0

Utilisant (2.3.8), on a
d(Yon(k)Y2m(k)—1)

p(t)dt — 0, (2.3.9)

o —

et
A(Yan(k)+1:Y2m(k)—1)

o(t)dt — &, (2.3.10)

o —
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2.3. Théoréme de point fixe utilisant compatible de type (I), (1)

quand k£ — oo, ainsi

A(Yon(k)s Yomk)) < dongl) + A(Y2n(k)+1, Yam(k))
< dongry + A(ST2na), TTomk)-1),

et donc
d(Y2n (k) Y2m(k)) don (k) +A(STon k)T Tom k) —1)

e(t)dt < / o(t)dt.
0 0
Soient k — 0o des deux cotés de la derniére inégalité, on a

d(stn(k)aTx?m(k)fl)

§ < lim / o(t)dt

k—oo
0
M (T2n(k)sT2m(k)—1)
< lim v / o(t)dt | | (2.3.11)

ou

1
M (Z2n(k), Tomk)—1) = 5 max {2d(yane)s Yom)—1)s d2n(i) s d2m(i)—1,
A(Yan(k)+1: Yam)—1) s A(Yan(k)s Yom)) | -

Combinant (2.3.5), (2.3.6), (2.3.7), (2.3.8), (2.3.9) et (2.3.10),

produisent la contradiction suivante (2.3.11): 6 < ¢(d) < 4.

Ainsi {y2,} est une suite de Cauchy et ainsi {y,} est une suite de Cauchy.
Comme X est compléte, elle converge vers un point z dans X.

Comme {Sza,}, {Brani1}, {Txoni1} et {Aza,.2} sont des subsuites de {y,},
donc Sxo,, Bxony1, Txoni1, Axo,ie — 2 quand n — o0.

Maintenant, suppose que la condition (iii) tient avec B est continue.

Puis, comme la paire {T', B} est compatible de type (/) et B est continue, nous avons
d(z, Bz) < limd(z, T Bxany1), BBrany1 — Bz. (2.3.12)

Maintenant, les données = = xs,, et y = Bz, en (ii), on obtient

d(SxQnaTBw?rH»l) M($27uB-'L'2n+l)
St < ¢ / o(t)dt | | (2.3.13)
0 0
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2.3. Théoréme de point fixe utilisant compatible de type (I), (1)

ou

1
M (z9,, Broy1) = 3 max {2d(Axa,, BBxa,11),d(Sxoepn, Axay,)
d(TB$2n+17 BB$2n+1)7 d(5$2n, BB$2n+1), d(TB$2n+1, szn)} .
On consider que limd(z, T Bxg,41) = 0.

Suppose limd(z, T Bxg,1) > 0.

Maintenant, en laissant la limite supérieure sur des deux cotés de (2.3.13), nous avons

md(z,TBx2n+1) d(Szon,TBran+t1)
o(t)dt = lim / o(t)dt
0 0

M(x2n,Bx2n41)
<tme| [ e

0

2

<y / o(t)dt

0

Timd(TB ,Bz) Iimd(TB R
max{d(Z,TBZ)v AT Bean i1 2)7 m( ;2n+1 Z>}

Ed(TBxgnH ,2)

<ol [ e

0

md(TB$2n+1 \2)

< / p(t)dt,

qui est une contradiction.
Ainsi limd(z, T Bxg,41) = 0 et ainsi de (2.3.11) Bz = z.

Encore remplace de = par o, et y par z dans (i7), on a

d(Szan,Tz) M (z2n,2)
S(t)dE < / syt | |
0 0
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2.3. Théoréme de point fixe utilisant compatible de type (I), (1)

ou
1
M (z9,,2) = 5 max {2d(Axa,, Bz),d(Sxo,, Axay),d(Tz, Bz),

d(Swap, Bz),d(Tz, Azap,)}
= % max {d(Azxap, 2), d(Sxay,, Axey), d(Tz, 2),d(STap, 2), d(Tz, Azay,) }

et soient n — oo, nous avons

d(Z,TZ) d(z,QTz) d(z,Tz)

/cp(t)dtgw /go(t)dt < ]go(t)dt.

0 0

Qui est une contradiction si d(z,Tz) > 0.

Ainsi d(z,Tz) =0, i.e. Tz = z. Puisque T'(X) C A(X), il y a un point u € X
telle que Tz = Au = z.

De (7i), on a

d(Su,z) d(Su,Tz)
[ = [
0
(Su,z)
<w( / o(t
0
d(Su,z)
<

[ ol

qui est une contradiction si d(Su, z) > 0, ainsi Su = z = Au.
Par proposition 2.3.1, nous avons d(Su, AAu) < d(Su, SAu) et ainsi d(z, Az) < d(z,Sz).
Encore de (i7), on a

d(Sz,z2) d(S2,T>)

p(t)dt =

O\
BS)
~
~—
IS
~
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2.3. Théoréme de point fixe utilisant compatible de type (I), (1)

qui est une contradiction si d(Sz, z) > 0. Ceci montre que
Sz=z=Az=Bz="Tz,

et z est un point fixe commun de A, B, S et T .

Si nous supposons que A est continu au lieu de B, similairement nous pouvons montrer
que z est un point fixe commun de A, B, S et T .

L’autre cas (iv) peut etre disposé d’arguments semblables comme ci-dessus.

Il est facile de voir que le point fixe commun de A, B, S et T est unique. =
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Chapitre 3

Application

Dans ce dernier chapitre, nous avons présentée quelques applications du théoréme du
point fixe dans un espace métrique. Ces applications incluent les théorémes d’existence de
solution d’équations intégrales non-linéaires et nous établissons l’existence de la solution
aux systémes d’équations fonctionnelles découlant de la programmation dynamique.

Enfin, nous avons présentée quelques exemples appliqués afin de montrer une image plus

claire sur les théorémes.

3.1 Application aux équations intégrales

Maintenant, nous donnons ’application suivante au théoréeme 2.2.1 avec la condition:
si la paire {4, S} et {B, T} sont faiblement compatible
Considérons I’équation de Voltera-Hammerstein suivante équations intégrales non-linéaires:[19]

o0

t
z(t) = w(t, z(t)) + u/m(t, $)g,(s,x(s))ds + )\/k(t,s)hj(s,x(s))ds , (3.1.1)
0 0
pour tout ¢ € [0, 00[, ot w(t, z(t)) € L[0, 0o[ est connu, m(t, s), k(t,s), g,(s, z(s)) et
h;(s,x(s)), i, j = 1,2 et i # j sont évaluées des fonctions réelles ou complexes qui sont
mesurables tant en t et s sur [0, 00| et A, 4 sont des nombres réels ou complexes.

Ces fonctions remplissent les conditions suivantes:

(Co): L’intégrale / lw(s,x(s))| ds est bornée pour tout z(s) € L]0, oof,
0
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3.1. Application aux équations intégrales

et il existe 1 > Ky > 0 tel que, pour chaque s € [0, o],

w(s, 2(s)) — w(s, y(s))| < Kolz(s) —y(s)], Y,y € L]0, o0].

(Ch):
/ sup |m(t;s)| dt = My < 4o0.
0<s<1
0
(Ca):
/ sup |k(t;s)|dt = My < +00.
0<s<1
0
(Cs):

gi(s,x(s)) € L]0, 00),Vx € L]0, 00|

et il existe 1 > K; > 0 tel que pour tout s € [0, 0o,

lg1(s,2(s)) — g2(s,y(s))| < Ky |z(s) —y(s)|,Vz,y € L]0, o0].
(Ch):

hi(s,z(s)) € L[0, oo

pour tout = € L[0, 00| et il existe 1 > K3 > 0 tel que pour tout s € [0, 00|,

(s, 2(s)) = hals, y(s))] < Ky fa(s) —y(s)], Ve, y € L]0, 1]

Le théoreme d’existence peut étre formulé comme suit:

Théoréme 3.1.1 Soient F' et ¢ deux fonctions définies dans le théoréme 2.2.1.
Si en plus a des hypothéses (Cy) - -(Cy), les conditions suivantes sont également remplies

a- Pouri,j=1,2aveci #j,

t s

)\/k‘(t, s)h,(s,w(s,z(s)))ds + ,u/m(s, T)g,(T,z(T))dT)ds = 0.

0 0
b- Pour certain = € L[0, 0o,

[e.o]

))ds = x(t) —w(t,z(t)) — )\/k(t, s)hi(s,z(s))ds = T;(t) € L[0, 00).

0

Si pour certain I';(t) € L0, 1], il existe 6;(¢) € L[0, oo[ tel que:

u]m(t, $)gi(s, (s
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3.1. Application aux équations intégrales

,u/ (t,9)gi(s,x(s) — Ty(s))ds = w(t; x(t —|—/\/k (t,s)hi(s,x(s) — I'i(s))ds
= Qz(t), 1 = ]_,2,

Théoréme 3.1.2 FEnsuite, le systéme d’équation intégrale non linéaire Voltera-Hammerstein
simultanées (3.1.1) a une unique solution dans L|0, 1[pour chaque paire

de nombres réels ou complexes \,iu avec,p > 0

Preuve. Comparant la notation avec le théoréme 2.2.1, ici X = L|0, ool.

Pour chaque x(s) € L[0, 1], nous définissons les applications A, B, S, T par:

Ax /mtsgl(sx()dsBx /mtsggsx))d

Sz(t) = (1 — C)x(t) et Tx(t) = (I — D)x(t),

ou

Cz(t) = w(t, x(t) —i—)\/ktshlsx s))ds,
0

Dx(t) = w(t, z(t)) + )\/k(t, s)ha(s,z(s))ds.

0
Ici w(t, z(t)) € L]0, 0o[ est connue et I est opérateur d’identité sur L0, ool.
Nous allons montrer que chaque A, B,C, D, S, T sont des opérateurs de L0, oo
dans lui-méme.

En effet, nous avons

Az(t)] < |l / im(t, 9)|. lgx(s, 2(s))| ds < || sup |mt, s)] |91 (s, 2(s))| ds.

0<s<oco

En appliquant les conditions (C;) et (Cs) et ainsi, nous avons

/|Ax(t)|dt§ |,u|/ sup |mf(t,s |dt/|91 s,x(s))| ds < 400,
0

0<s<00
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3.1. Application aux équations intégrales

et donc Az € L[0, o[, de méme Bz € L0, co.

Pour Iapplication C', nous appliquons les conditions (Cs) et (Cy) de la fagon suivante:

0<s<00

/wamﬁg/ﬁw@mnﬁ+w/§w|kmqﬁ/mﬁm §))| ds < 400,
0 0

comme / lw(t, z(t))| dt est délimitée et donc C' est un opérateur en lui-méme sur L0, oo|.

0
Un argument semblable est valide pour D, de méme S et T' € L0, oo].

Par conséquent, A, B,C, D, S, T sont des opérateurs de L[0, co| dans lui-méme.

Soit la condition (i) du théoréme 2.2.1, pour prouver
A(X) € T(X),caed, AL, 50]) € T(LIO, o0]).

Soit x(t) € L[0, 00| arbitraire, ainsi nous avons

T(Ax(t) + w(t,x(t))) = (I — D)(Az(t) + w(t, z(t)))

:Amn—x/utg@@¢u@ymwam@»@
)\/k' (t,$)ha[s ,u/m s, g (T,2(T))dT 4+ w(s, z(s))]ds

= Ax(t), par hypothése (a).

Par conséquent A(L[0, oo[) C T'(L[0, 0o[), de méme B(L[0, oo[) C S(L]0, oc]).
De plus, nous vérifions (ii) du théoréme 2.2.1.

Supposons que z,y € L0, oo].
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3.1. Application aux équations intégrales

Ainsi LHS est:

F(||Ax — By||) = / |Az(t) ()| dt), par définition de |.||

/ P / mt, 5)lg1(5, 5(5)) — ga(5, 3(5))dsldt)

< il s |mts|dt/|glsx ~ g2(s, ()] ds)

0 0<s<oo
Pl My [ K la(s) = (s)| ds) par (o) et (C)
= F(lpl MKy |z = yl)-
Nous obtenons ainsi
F(| Az — Byl)) < F(|ul My Ky [lz = yl)- (3.1.3)

De la méme fagon, a I’aide des hypothéeses (Cy), (Cz) et (C4), nous obtenons

o0

|Cx — Dy = / wit, 2(t)) — w(t, y(H)) + A / E(t,8)[h (s, 2(5)) — ha(s, y(s))]ds|dt

0

< /|w(t,x(t)) —w(t,y(t))|dt

+ \)\]/ sup |k(t,s \dt/]hl s,x(s)) — ha(s,y(s))ds|
0<s<o0
< (Ko + [A| MaA) [z — g

Nous obtenons alors

|Cz — Dy| < (Ko + [A| My EG) ||z —yl|- (3.1.4)
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3.1. Application aux équations intégrales

Ainsi, pour 'RHS de (ii), nous avons

F(M(z,y)) = F(max{||Sz — Tyl , [[Ax — Sz|, || By = Ty|, %[HB?J — Szf| + [[Az = Ty|1})
> F(||Sz — Ty||), comme F' est non-décroissante
= F(|(I = C)x = (I = D)yll) = F(llz = yll = |Cz = Dyl}),
par la propriété de triangle de ||.||
> Fllz = yll = (Ko + |A| Mz L) [l — y), par (2.4)
= F{1 = Ko — [A[ My Ky} [z = y))-

Nous obtenons ainsi,
F(M(z,9)) > F({1 - Ko — |\ MoEo} [z — y]). (3.15)
Ensuite, comme la fonction ¢ croissante, de sorte que

W(F(M(z,y)) =2 Y(F{1 = Ko — [A| MoK} [l —yl])), par (3.1.5)
>

F(|p| My Ky |z =yl k), par (3.1.2)
F

v

(||Az — Byl|), par (3.1.3).

Ainsi la contraction généralisée de la condition (ii) du théoréeme 2.2.1 est vérifiée.
Maintenant, nous prouvons que la paire {A, S} est faiblement compatible.

Pour cela, nous avons

[SAz(t) — ASz(t)|| = [|(I — C)Ax(t) — A — C)z(t)]
= | Azx(t) — CAx(t) — Ax(t) + ACz(t)|
= | AC(t) — CAz(t)]). (3.1.6)

Maintenant, chaque fois que Az(t) = Sz(t), nous avons

o0

" / mi(t, $)g1(s, 2(s))ds = (t) — w(t, 2()) — A / k(t, $)hn (5, 2(s))ds. (3.1.7)

0
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3.1. Application aux équations intégrales

En utilisant ’équation(3.1.7) en (3.1.6), nous obtenons

o0

|SAx(t) — ASxz(t)]| = ||ACx(t) — CAz(t)| = ||AC[w(t, x(t)) + )\/k(t, s)hi(s,z(s))ds

0

[ ms)gu(s.a(5)ds] = CAlw(t,a(t)

o0

+ )\/k(t, s)hi(s, x(s))ds + u/m(t, s)91(s, 2(s))ds]||

0
00

= ||Alw(t, z(t)) + /\/k(t,s)hl(s,x(s) —T'1(s))ds]

= Clu [mt.s)gu(s.(5) = Ta(s))as]]

0
00

= ||,u/m (t,8)g1[s, w(s,z(s)) + )\/k(s,—l—)hl(—l—,x(—l—) —T4(T))dT]ds

0

—w(t,z(t))

S

)\/k (t,8)hi[s u/ (s, T)gr (T, x(T) —T1(T))dT]ds||
=0, from (3.1.1).

Cela montre que la paire {A, S} est faiblement compatible, De méme fagon {B, T} est
aussi faiblement compatible.

Par conséquent, toutes les conditions de notre théoréme 2.2.1 sont vérifiées et la solution
de 'équation (3.1.1) existe.

Enfin, nous montrons 'unicité de la solution, soit v(t) € L]0, co[ une autre
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3.1. Application aux équations intégrales

solution de (3.1.1), puis par (Cy)—(Cy), nous avons
[u(t) = o(®)]] < /|w(t, u(t)) —w(t, (1)) + ,u/m(t, s)(g1(s, u(s)) — ga(s, v(s)))ds

+ /\/k(t, s)(hi(s,u(s)) — ha(s,v(s)))ds|dt

0

< (Ko + |p] MyKy + (A Mo Ka) [[u(t) = (@) < flu(t) = v(@)]]

une contradiction,ainsi, la solution est unique. m

Nous avons démontré dans la preuve du théoréme 3.1.1 que toutes les conditions

sont vérifiées, et aussi que l'intégrante V-H non linéaire I’équation (3.1.1)

du théoréme 3.1.1 a une solution unique dans L[0, oo|.

Ci-dessous, nous mettons A = B, S =T, L[0,00[= BC[0,¢[, g1 = g2 = g, h1 = ha = h,
A = u = 1,dans I'équation (3.1.1) du théoréme 3.1.1, pour obtenir I’'exemple 3.1.1,
ci-dessous, comme une équation intégrale non linéaire réduite (3.1.8).

De toute évidence, pour ces valeurs particulieres dans cet exemple, toutes les conditions
sont remplies.

Maintenant, par une autre méthode, nous montrerons ci-dessous que, I’équation intégrale
non linéaires ont une solution unique dans BC|0, ool.

Cela va complétement valider notre théoréme 3.1.1.

Exemple 3.1.1 Examinez les points suivants de l’équation intégrale mon linéaire suivant
dans BC[0, c0]:

t

z(t) = w(t, z(t)) + /m(t, s)g(s,x(s))ds + //{;(t, s)h(s,z(s))ds. (3.1.8)

0

Soit P et QQ deux opérateurs de BC[0, 00| en lui-méme comme définies ci-dessous:

o0

(Px)(t) = /m(t, s).x(s)ds et (Qz)(t) = /k;(t,s).x(s)ds.

0

Sotient les conditions suivantes remplies ot K1, Ky des constantes:

(Co): Jw(t,z(t)) —w(t,y(t))| <rl|z(t) —y(t)|, Va(t),y(t) € B, et r > 0 une constante.
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3.1. Application aux équations intégrales

(C1): m(t,s) est telle que Px(t) est l'opérateur continue de BC|0,00] dans lui-méme.
(C2): k(t,s) est telle que Qx(t) est lopérateur continue de BC[0, 00| en lui-méme.
(Cs): gt x(t)) — g(t, y(D)] < Ky fa(t) —y(b)|, Va(t),y(t) € Br et 1> Ky >0 .

(Ca): |h(t, (1) = h(t, y(1)| < K |a(t) —y(b), Vo(t),y(t) € By et 1> Ky >0 .
Alors il existe une unique solution de (3.1.8) pourvue que MKy + MKy +1 < 1

et lw(t,z(t))| + My |g(t,0)| + Mz |h(t,0)] < r(1 — M1 K; — MyKs),

ot My, My constituent des normes de P et (Q, respectivement.

Preuve. Supposons que les applications A, B, S, T sont définies ci-dessous:

(Uz)(t) = w(t,x(t)) + /m(t, $)g(s,xz(s))ds = w(t,z(t)) + (Ax)(t),
(Uy)(t) = w(t, y(t) + /m(t, $)g(s,y(s))ds = w(t,y(t)) + (By)(1),

(Va)(t) = [ k(t,s)h(s,2(s))ds = (Cx)(t) — w(t, z(t)) = (1) — (S2)(t) — w(t, x(t)),

o\g o\g

(Vy)(t) k(t, s)h(s,y(s))ds = (Dz)(t) — w(t,y(t)) = y(t) — (Ty)(t) — w(t, y(t)).

Les opérateurs U et V' de B, dans BC0, c0) définies ci-dessus sont Banach espaces.
Nous montrons que (U 4+ V) : B, — B, est une contraction.

Car, soit z € B, donc
U (2)(t) + V(@)(0)] < [w(t, =(8))] + My [g(t, 2(t)] + My [h(t, x(1))] -
Nous avons les inégalités suivantes
lg(t, 2()] < lg(t, x(t)) — g(t, 0)| + |g(¢,0)] < Ky |z(£)] + [g(t, 0)] - (3.1.9)
De méme,
|h(t, z(t))| < |h(t,2(t)) — h(t,0)] + |h(t,0)] < Ky |x(t)| + |h(t,0)]. (3.1.10)
De (3.1.9) et (3.1.10), nous avons

U (2)(t) + V(@)(0)] < [w(t, =(8))] + KoMy [2(8)] + My [g(t, 0)] + My [x(t)] + My [h(t; 0)]
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3.2. Application aux d’équations fonctionnelles découlant de la programmation dynamique

Comme, par hypothése
lw(t,z(t))] + My |g(t,0)] + My |h(t,0)| < 1 — K1M; — KoM,
|U(z)(t) + V(x)(t)| < r(l — Ki1My — KoMy) + Ky Myr + KoMar = 7.
Ainsi U(z)(t) + V (z)(t) € B,, également
U () () + V(2)(t) = Uly)(t) = V(y))] <rle(t) —y(b)] + KMy [x(t) — y(t)]

+ KoMy [x(t) — y(t))|
= (r+ KiMy + Ko Mo) [2(t) — y(t)].

Puisque (r + K1M; + KoM,) < 1, alors U + V' est une contraction sur B,., donc par
Banach contraction théoréme, il existe une solution unique de (3.1.8).

Ceci valide complétement théoréme 3.1.1. m

3.2 Application aux d’équations fonctionnelles découlant
de la programmation dynamique

Dans cette section, comme application pour nos résultats , nous établissons ’existence de
la solution & la suivante systémes d’équations fonctionnelles découlant de la programmation

dynamique:

Fi(x) = sup {u(z,y) + Hi(z,y, Fi(T(2,y)))},i = 1,2
ves (3.2.1)
Gi(x) = sup{u(z,y) + Ki(z,y, Gi(T(x,y)))},i = 1,2

€S

Soit X, Y deux espaces de Banach et W C X, D C Y sont états et décisions spatiales
respectivement, nous dénotons B(W) ensemble des fonctions bornées définies sur W,

muni de la distance suivante:

h,k € B(W),d(h, k) = sup |h(x) — k(z)|

zeW
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3.2. Application aux d’équations fonctionnelles découlant de la programmation dynamique

Théoréme 3.2.1 Si les hypothéses suivantes sont vérifiées:
(Cy): H; et K; sont bornées.
(Cz) : pour tout x, y € S et h,k € B(S) il existe une fonction 1 € U tel que:

|H1 (IE, Yy, h) — Kl(SL’, Yy, k‘)| < 'Lp(m&X(d(AQh, ng), d(Alh, AQh), d(Bll{?, ng'),
d(Ash, Byk), d(Bs2k, A1h))),

(Cs) : il existe deux séquences {h,} en S et h,k € B(S) telle que
le sup |A1h, — h| = llm sup |Ash, —h| =0 et le sup | Ay Ash,, — A1h| = 0.
(04)7' ]:ur toute suite {pn; 6(: S et p € B(S) telle qzje Tllm sup [p, —p| =0
et nh_}lrgo sup |A2p,, — Agp| = nll_{go sup |A; Asp,, — p2k|n: 05
(Cs) : il existe une suite {k,} en S et k € B(S)
telle que lim sup | Bk, — k| = lim sup |Bohy, — k| =0 et
ILm supTBjothn — B1h| =0, Tieriosup |A1Ash, — A1h| = 0.
(Cs) ?’Ip(;our n’importe quelle suite {gn}ooen S et q € B(S) telle que nh_)rgo sup|¢, —¢q| =0
et limsup |Biqn — Bap| = lim sup |B1Bagn — Bag| =0,
05 l; application A; et B; d;‘inies par:

Azh = sup {u(x, y) + Hz(xv Y, h(T(l’, y)))} )

z€eS

sz = sup {u(:c, y) + Ki(xa Y, k(T(l‘,y)))} :

zeSsS

Donc les systémes (3.2.1) ont une solution unique dans B(W).

Preuve. Les systémes (3.2.1) ont une solution si et seulement si les applications

A;, B;,i = 1,2 ont un point fixe commun.

D’abord, on remarque que la condition (C;) implique que, pour ¢ = 1,2 les quatre
applications A; , B; sont de B(W) en lui-méme.

Pour la condition contractive, la condition (Cs) donne pour tout h,k € B(W) et € > 0,

il existe y,z € D telle que

Arh < u(z,y) + Hi(z,y, (T (z,9))) + ¢, (3.2.2)
Bih < u(z,z) + Ki(z, 2, h(T (2, 2))) + &, (3.2.3)
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et comme

Ash > u(z, z) + Hy(z, 2, (T (2, 2))), (3.2.4)
Byh > u(z,y) + Ki(z,y, h(T(x,v))), (3.2.5)

donc de (3.2.2) et (3.2.5) nous obtenons

Arth — Bik < Hl(xv Y, h(T(ZL’,y))) - Kl(m7y7 k(T(‘Tay))) te
S 1/J(max(d(A2h, ng’), d(Alh, Agh), d(Bll{?, BQ]{?), (326)
d(AQh, Blk), d(BQk, Alh))) +e.

D’autre part et de (3.2.3) et (3.2.4) nous obtenons

AlhBlk > Kl(‘T? Y, h(T(l’, y))) - h1<$7 Y, k‘(T(l’, y))) - €
2 —w(max(d(Agh, ng), d(Alh, Agh), d(Blk, ng), (327)
d(AQh, Blk’), d(BQk’, Alh))) — &,

par conséquent, (3.2.6) et (3.2.7) impliquent que

d(Alf% Blk) = sup |A1h - Blk’ < ‘Hl(iU,Z/, h(T(x,y))) - Kl(l", Y, k(T(% y)))] +e
< z/}(max(d(Am, B2k>a d(Alh; AQh)v d(Blk?, B2k7)7
d(AQh, Bll{?), d(BQ]{Z, Alh))) +e.

Comme la derniére inégalité est vrai pour tout arbitraire ¢ > 0, on peut écrire:

d(Alh, Blk) S ¢(max(d(A2h, BQI{?), d(Alh, Agh), d(Blk', ng’), (328)
d(Ash, B1k),d(Bgk, A1h))),

les conditions (Cj) et (C,) impliquent que {A;, A2} est A;—subsequentiallement continu
et A;—compatible de type (E), ainsi que la paire { B1, By} est B;—subsequentiallement
continu et B;—compatible de type (E) de (Cs) et (Cg).

Par conséquent, toutes les conditions de corollaire 1.3.1 sont vérifiées, A;, A, By, By
ont un point fixe commun en B(W) et ce point est une solution commune de systéme

d’équations fonctionnelles (3.2.1) [1]. m
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Résumé

La précédente theése, on a étudié les applications compatibles et le point
tixe dans I'espace métrique. D’abord, on a fourni diverses définitions de base qui
seront utilisées dans cette étude, suivi d'une preuve de théoréme de point fixe,
qul ensuite fourni par leurs applications multiples, correspond a la résolution
des équations intégrales non-linéaire et les équations fonctionnelles, qui nous
aide a confirmer la présence, 'unicité des solutions sous les conditions des
applications comptabilités et certaines de leurs propriétés, avec des exemples.

Mots-clés: Espace métrique, suite de Cauchy, l'application contractante,
l'applications compatible, point fixe commune.

Abstract

In this work, we have studied the compatible applications and the fixed
point in the metric space. Firstly, we provided all the necessary definitions
which are used later on this work , then we have proved the fixed point theory
that we are going to study some of its applications such as solving non-linear
integral equations and functional equation, this theory helped us to prove the
existence of unique solutions under the conditions of some compatible
applications and their characteristics by giving some examples.

Key words: metric space, sequence Cauchy, contracting application, compatible
application, point fixe common.
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