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 شكر وكرف ارر

الحمد لله الذي زيًٌا بالإسلام و أ كرمٌا بامعلول و أ نار ميا طريق امعلم و المعرفة، و ُدانا و 

. وفلٌا لإنجاز ُذا امعمل

      : وكول رسوله امكريم ضلى الله عليَ وسلم" مئن شكرتم ل زيدىكن:" و امتثال  ملوله تعالى

 (يشكر الله من ل يشكر امياس ل )

ىرفع جزيل امشكر و امتيانا، و كذا جميل عرفاهيا ل ساتذتيا الذين أ ناروا دربيا و شرحوا 

 (ضدورنا وعش يا في ظلال فردوسِم المعرفي

لى ال س تاذ  المشرف رل يفوتيا أ ن هتلدم بخامص امشكر و  امتلدي   مع فائق الإحترام اإ

براُيم محمد ا امسعيد"   " تواتي اإ

رشاداتَ امسديدة فِو لم يبخل علييا لإخراج ُذا امبحث في أ بهى  ضورة، كما  على هطائحَ و اإ

أ هَ لم يبخل علييا بامتشجيع و المثابرة و بذل الجِد أ  كثر كي وس تطيع أ ن هلم بجزئيات الموضوع، 

فلد كان بمثابتة الدميل الذي يدميا على امطريق امطحيح نلبحث، فله مٌا كل امشكر و امعرفان 

. متمييين له اميجاح و امتوفيق و امطعود أ رقى درجات امعلم

 :هتلدم بأ سم  عبارات امشكر وامعرفان مكل من ال س تاذين املديرين

 "ػمام حامد امعيد"و" حريز بكار امعرابي"

 متلديمِما يد المساعدة وتلديم امتوجيَ و اميطح والإرشاد

لى كل من ساهم ومو بكلمة  كما هتلدم بامشكر اإلى كل من ساعدنا بوضع بطمات أ نامله، واإ

عداد ُذا امبحث و اإخراجَ على ُذٍ امطورة . طيبة في اإ

 .شكرات و أ بلغ معاني امعرفان و جزاكم الله عيا كريم الجزاءتمكن جميعا هتلدم بأ سم  ال
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 مقدمة
 

I 
 

 ةمقدمـــ  

كما أخذت مكانا كبٌرا من التارٌخ ,  الكثٌر من الحبر"المسلمة الخامسة لإقلٌدس"أسالت نظرٌة التوازي        

إذ أثارت هذه المسالة جدلا كبٌرا لدى الرٌاضٌاتٌٌن الٌونان و غٌرهم حول صحتها , منذ عصور ما قبل التارٌخ

و لهذا , لوجود خطوط تقترب من بعضها البعض دون أن تلتقً كما هو الحال فً القطع الزائد, من عدمه

فظهرت عدة محاولات للبرهان علٌها إما بطرٌقة , قرروا عدم قبولها و الاستغناء عنها أو العمل بها دون برهان

نجد بٌن المحاولات محاولة  بطلٌموس , مباشرة أو باستعمال مبرهنات مكافئة لها مبرهن علٌها

(Ptolémée()85-165م)   وبركلوس(Proclus( )410-485م) . 

إذا أن مشكل الرٌاضٌاتٌٌن هنا ٌعود إلى نفس السبب , نتقل إشكال هذه المسلمة أٌضا إلى البلاد الإسلامٌة       إ

السابق و إلى أسباب أخرى منها إن هذه المسلمة ظهرت لبعضهم غٌر واضحة و ٌجب الاستغناء عنها و 

و منهم من رأى  انه من المستحٌل الأخذ بهذه المسلمة دون البرهان , استبدالها بمسلمة أخرى أوضح منها

كل هذا دفع بالرٌاضٌاتٌٌن فً البلاد الإسلامٌة إلى محاولة إٌجاد برهان لهذه , إذ أن عكسها قد برهن, علٌها

. (م1131-1048)و عمر الخٌام, (م1041-965)المسلمة  نذكر من بٌنهم ابن الهٌثم 

 الغرب البحث عن برهان لهذه المسلمة علماء الرٌاضٌات فًبعد ركود الحضارة الإسلامٌة استأنف        

( Legendre)ولٌجندر  (مSaccheri( )1667-1733)من بٌنهم ساكٌري , ابتداء من القرن السابع عشر

. ت بالفشل و ظلت دون جدوىاءلكن كل  المحاولات ب, (م1752-1833)

و هً التً تستند إلى مصادرات غٌر , اكتشفت فً القرن التاسع عشر هندسات غٌرإقلٌدٌة, جراء ذلك      

 (مLobatcheveski)( )1792-1856و ٌعود فضل اكتشافها إلى كل من لوبتشفسكً , مصادرات إقلٌدس

صاحب الهندسة الناقصٌة و التً سمٌت  (مRiemann()1826-1866)صاحب الهندسة الزائدٌة  و رٌمان 

 . سمٌهماإب

:  ثلاث فصول من خلال مذكرتنا فًتسلٌط الضوء على المراحل التارٌخٌة لنشأة هذه الهندسات      سنقوم ب

. لى المسلمة الخامسة لإقلٌدس تناولنا فٌه الهندسة الإقلٌدٌة و تم التركٌز فٌه ع:الفصل الأول 

.  تطرقنا فٌه إلى محاولات البرهنة على المسلمة الخامسة قدٌما و حدٌثا:الفصل الثاني 

. تعرضنا فٌه إلى هندستً كل من لوبتشفسكً و رٌمان : الفصل الثالث 
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حٌث تضمن كتابه ,  إلى حد الساعة"العناصر"ول قدم إقلٌدس خدمة كبٌرة للإنسانٌة منذ كتابه لكتاب الأص     

.                                                                                    بدٌهٌات ومسلمات صاغ بها أسس علم الهندسة بأسلوب واضح, تعرٌفات

  إقليدس1-1

  حياته1-1-1        

 ".المجد الحسن", والتً تعنً Εὐκλείδης       إقلٌدس هو تعرٌب للفظ الٌونانً 

بالإسكندرٌة من  (م. ق300)هو فٌلسوؾ و من أشهر علماء الرٌاضٌات الذٌن عرفهم التارٌخ ولد حوالً 

, (م. ق283-323)وقد كان مشواره العلمً بالإسكندرٌة أٌام حكم الملك بطلٌموس لاؼوس , أصول ٌونانٌة

حٌث كان أول أستاذ بدرجة بروفٌسور فً علم الرٌاضٌات بمدرسة الإسكندرٌة التً أسسها الملك بطلٌموس 

وقد كان ٌنتمً فكرٌا إلى مدرسة أفلاطون التً كانت تؤمن بمملكة الأفكار وقد كتب كتابه , (م. ق306)سنة

وقد أستخدم هذا الكتاب فً تدرٌس الرٌاضٌات , وفقا لرؤٌة هذه المدرسة (العناصر)الأشهر الأصول 

 . م20م  وبداٌة القرن 19وخصوصا الهندسة منذ بداٌة نشره إلى نهاٌة القرن 

  إسهاماته1-1-2

 كتابا فً شتى 13كما وضع ,        ٌعتبر إقلٌدس مؤسس علم الحساب الهندسً حٌث وسع نظام البدٌهٌات

كما أنشئ بعض المصنفات , مواضٌع الرٌاضٌات وبالأخص فً صفات الأرقام والهندسة المسطحة والمجسمة

 . الهندسة الكروٌة ونظرٌة الأعداد وؼٌرها– القطع المخروطً –كالمنظور : فً حقول عدٌدة 

 : وله العدٌد من المؤلفات نذكر منها

           .  كتاب البصريات.2  . الأخطاء الهندسية.1     
   ال الهندسية لمسطوحجالم. 4         .   القطوع المخروطية. 3
 . ويهتم بالهندسة الكروية اللازمة لمفمك:كتاب الظواهر. 6 .              الموسيقىمبادئ.  5     

 
الذي ٌعتبر الأكثر تأثٌرا فً تارٌخ الرٌاضٌات  (العناصر)       لكن ٌبقى أهم ما أنجز إقلٌدس كتابه الأصول 

 .خصوصا( الهندسة)عموما وفً 
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 [3 ](العناصر) كتاب الأصول1-2

  تعريفه1-2-1

 Στοιχεῖα:العنوان الأصلً بالٌونانٌة

 

 ٌعتبر قاعدة علم قرنا 20حجر الأساس لعلم الهندسة وظلّ لأكثر من (  العناصر) الأصول ٌعدّ كتاب         

العلوم   فًآنذاك قبل المٌلاد وقد جمع فٌه كل معارؾ البشر المتاحة له 300حوالً  إقلٌدس ه  وضع الهندسة,

وضع  .المعارؾ الهندسٌة   كما سد الثؽرات فً العدٌد من تلك, منطقًبأسلوبالرٌاضٌة وشرحها وصاؼها 

ترجمه إسحاق بن حنٌن فً العصر   كبٌرا من التعارٌؾ المتعلقة بالموضوعات الهندسٌة,اعددفٌه إقلٌدس 

  .العبّاسً و اشتؽل علٌه الخوارزمً و بن الهٌثم وؼٌرهم

و الفصل , تشرح الفصول الستة الأولى منها الهندسة المستوٌة,  فصلا13       و ٌنقسم كتاب الأصول إلى 

 ,  و الفصل العاشر عن نظرٌة الأرقام الجذرٌة, السابع إلى التاسع عن نظرٌة الأرقام

 .و الفصول الحادي عشر إلى الثالث عن هندسة الأجسام المصمتة اللافراؼٌة 

و ٌلخص إلى انه لا ٌمكن أن ٌكون ,      و ٌختتم الكتاب بمناقشة خصائص الأجسام متعددة الأسطح الخمسة

و ٌتمٌز كتاب العناصر بشدة الوضوح فً  اختٌار و ترتٌب و شرح , هناك أكثر من خمسة أجسام من هذا النوع

 .   الفرضٌات و النظرٌات مما ٌجعله سهل الفهم و الاستٌعاب من قبل الدارسٌن

   أهميته1-2-2

        ٌعد كتاب الأصول جامعا شاملا لمعظم جوانب الرٌاضٌات خاصة الهندسة حٌث قدم إقلٌدس فٌه أسس 

ولقد أدركت الشعوب أهمٌة , الهندسة فً أسلوب منطقً واضح كما عمل فٌه على علم الجبر ونظرٌة الأرقام

لذلك استخدم هذا الكتاب فً تدرٌس , شرحت وترجمت, هذا الكتاب حتى أصبح من أكثر الكتب التً درست

الرٌاضٌات منذ بداٌة القرن التاسع عشر وبداٌة القرن العشرٌن وهذا لبساطة معلوماته وترتٌب المادة فٌه 

 .والتعبٌر عنها بشكل واضح مفهوم ومنطقً
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  بناء الهندسة في كتاب الأصول1-2-3

      وضع إقلٌدس منهجا محكما فً كتابه ٌعتمد على التعرٌفات البدٌهٌات و المسلمات ثم بناء النظرٌات وفق 

 .ترتٌب منطقً و استدلال رٌاضً

 [4] التعريفات 1-2-3-1

 وهً مجموعة من القضاٌا ٌضعها عالم الهندسة لتوضٌح معانً حدوده وتحدٌد مدلولها 

 :نذكر منها 

 . النقطة شًء له موضع فقط ولٌس له طول ولا عرض ولا عمق .1

 .                                                            الخط طول بدون عرض ولا عمق .2

 .   فرع نهاٌتا خط نقطتان وموضع تقاطع خطٌن نقطة

وموضع تقاطع .نهاٌات سطح خطوط .فرع, السطح أو البسٌط ما كان له طول وعرض بدون عمق .3

 .سطحٌن خط

السطح المستوي هو سطح إذا فرضت فٌه نقطتان فالخط المستقٌم الموصل بٌنهما ٌقع جمٌعه فً ذلك  .4

 .السطح

إذا قام خط مستقٌم على أخر مستقٌم واحدث زاوٌتٌن متساوٌتٌن على جانبٌه فالخط قائم وٌسمى العمود  .5

 .وكل زاوٌة منهما قائمة

 .قطر الدائرة خط مستقٌم مار بمركزها ونهاٌتاه فً محٌطها .6

 . ذو الأربعة الأضلاع شكل أحاط به أربعة خطوط مستقٌمة .7

 .المثلث المتساوي الساقٌن هو ما كان ضلعان من أضلاعه الثلاثة متساوٌٌن .8

 .  المستطٌل هو ما كانت كل زواٌاه قائمة ولكن لٌس كل أضلاعه متساوٌة .9

 .المربع شكل ٌحٌط به أربعة خطوط مستقٌمة متساوٌة وكل زواٌاه قائمة .10

 .المعٌن ما كانت أضلاعه متساوٌة ولٌست فٌه زاوٌة قائمة .11

الخطوط المستقٌمة  المتوازٌة هً الواقعة ف سطح احد مستوي لا تلتقً ولو أخرجت فً جهتٌها إلى  .12

 .مالا نهاٌة

 .الشكل الكثٌر أضلاع ما أحاط به أكثر من أربعة خطوط مستقٌمة .13
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 [4]ت البديهيا  1-2-3-2

 .وهً صادقة بذاتها, وهً أبسظ انقضاٌا و أشدها وضىحاً فً انعقم

 .بعضها البعضالأشٍاء انمساوٌت نشئ واحد حكىن مخساوٌت  .1

  .مخساوٌتانمجمىعاث  مخساوٌت حكىن أشٍاء مخساوٌت إنى أشٍاء أضٍفجإذا  .2

 . مخساوٌتانبقاٌا مخساوٌت حكىن أشٍاء مه مخساوٌت أشٍاءإذا طرحج  .3

 .ةانمجمىعاث غٍر مخساوي حكىن ةغٍر مخساوي أشٍاء مخساوٌت إنى أشٍاء أضٍفجإذا  .4

 .ةغٍر مخساوي انبقاٌا حكىن ةغٍر مخساوي أشٍاء مخساوٌت إنى أشٍاءإذا طرحج  .5

 .الأشٌاء التً هً مضاعف لشًء واحد هً متساوٌة .6

 .الأشٌاء التً تعدل نصف شًء واحد هً متساوٌة .7

 . التً تملا مساحة واحدة هً متساوٌةأي ةالمقادٌر المتطابق .8

  .ء مه انجزعظمانكم أ .9

 .جمٌع الزواٌا القائمة متساوٌة .10

 .إذا تقاطع خطان مستقٌمان  لا ٌكونان موازٌٌن لخط آخر مستقٌم .11

 [3]المسلمات  1-2-3-3

  عهٍها بناء بنًبراحها، ٌسهمّ بها انرٌاضً بدون برهان بشرط أن يواضحت وهً قضاٌا مقخرحت نٍسج        

 . وهً مبدأ أونً فً انعهم، ونكنها نٍسج مبدأ أونً فً انعقم. مخماسك

 .نخرج خطا مستقٌما من كل نقطة إلى نقطة .1

 .نمدد خطا مستقٌما فً سطح مفروض على استقامة إلى حٌث أردنا .2

 .رسم دائرة حول أي مركز و بأي نصف قطر كان .3

 .كل الزوٌا القائمة متساوٌة .4
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 مستقٌمٌن و جعل الزاوٌتٌن الداخلٌتٌن على نفس الجانب اقل من قائمتٌن فانه إذا مإذا قطع مستقً .5

 . امتد لانهائٌا ٌتقابلان على جانب الذي تكون فٌه الزاوٌتٌن اقل من قائمتٌن

 [4] مسلمة التوازي 1-3

, إذا وقع خط مستقٌم على خطٌن مستقٌمٌن وجعل الزاوٌتٌن الداخلٌتن اللتٌن فً جهة واحدة أقل من قائمتٌن"

 "فإن الخطٌن إذا أخرجا بؽٌر نهاٌة ٌلتقٌان فً الجهة التً فٌها الزاوٌتان اللتان أقل من قائمتٌن

  الصيغ المكافئة لمسلمة التوازي 1-3-1

 أثارت هذه المسلمة جدلا 19ومن زمن إقلٌدس إلى القرن ,        تعتبر مسلمة التوازي أساس الهندسة الإقلٌدٌة

كبٌرا لدى الرٌاضٌاتٌٌن وهذا لتمٌزها عن باقً المسلمات الأخرى بالؽموض والتعقٌد مما جعلها صعبة 

 :لذلك عبر عنها بمبرهنات مكافئة لها أكثر بساطة ووضوح ومن بٌن الصٌػ المكافئة نذكر, البرهان

  مسلمة"John Playfair" 

 ." نقطة خارج مستقٌم ما ٌمر مستقٌم وحٌد على الأكثر ٌوازي المستقٌم المذكورأيمن "

 

 

 

 

 

 

 01الشكل 

  من كتاب الأصول27القضية  

 .إذا وقع خط مستقٌم على خطٌن مستقٌمٌن آخرٌن وجعل الزاوٌتٌن المتبادلتٌن متساوٌتٌن فالخطان متوازٌان

 

  02الشكل 
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  من كتاب الأصول28القضية  

     إذا وقع خط مستقٌم على خطٌن مستقٌمٌن واحدث زاوٌة خارجٌة تعدل الداخلة المتقابلة على جانب واحد 

 .منه أو داخلٌتٌن على جانب واحد منه تعدلان معا قائمتٌن فالخطان متوازٌان 

 

 03الشكل 

 

  من كتاب الأصول29القضية  

 الحادثتان متساوٌتان والزاوٌة الخارجٌة تعدل ن      إذا وقع مستقٌم على خطٌن متوازٌٌن فالزاوٌتٌن المتبادلتا

 .الداخلة المتقابلة على جانب واحد تعدلان قائمتٌن 

 

 

 

 04الشكل 
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 من كتاب الأصول 32القضية  

     إذا اخرج ضلع من أضلاع مثلث فالزاوٌة الخارجٌة تعدل الداخلتٌن ؼٌر الجاورتٌن لها والزواٌا الثلاث 

 .الداخلٌة من كل مثلث تعدل قائمتٌن 

 

 05الشكل 

 خلاصة

من أهم المسلمات فً كتاب الأصول لٌس لبساطتها و لا " مسلمة التوازي "     أعتبرت المسلمة الخامسة  

 .و لكن لما أحدثته من نقاشات فً أوساط الرٌاضٌاتٌٌن, لأهمٌتها ولا الصٌػ المكافئة لها



 

 

 

 محاولات برهان المسلمة الخامسة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفصل الثاني
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إذ منذ القدم وهم ٌحاولون البرهان ,        لاقت مسلمة التوازي اهتماما خاصا من طرف شارحً الأصول

 .علٌها

الأولى استعملت وبشكل لا شعوري ,         ٌمكن تقسٌم محاولً البرهان على مسلمة التوازي إلى مجموعتٌن

والثانٌة استبدلتها بمبرهنة , فكانت طرٌقة منطقٌة لكن غٌر مقنعة, ومبرهن علٌها, موضوعة مكافئة لها منطقٌا

 .وبالطبع استخدمت بقٌة مسلمات كتاب الأصول فً كلتا الحالتٌن, أخرى بدت أكثر وضوحا وبساطة

 (بطلٌموس وبركلوس)      وسنستعرض فً ما ٌلً محاولات البرهان على هذه الموضوعة بدءا من القدماء 

 .                                                                                       (ساكٌري و لٌجندر)ثم المستحدثٌن ,(عمر الخٌام وابن الهٌثم)مرورا بالعرب 

  محاولة برهان مسلمة التوازي عند القدماء                                                                                            2-1

  محاولة بطلٌموس 2-1-1

 حٌاته                                                                                     

و ترجح , م  وسمً الحكٌم كلاودٌوس بطلٌموس. ق 83فلك وجغرافٌا إغرٌقً ولد سنة ,      عالم رٌاضٌات

 .م بالإسكندرٌة . ق161بعض المصادر أنه من إغرٌقً مصر ولٌس ٌونانٌا توفً سنة   

وشرحه إبن سٌنا فً كتابٌه   الذي نقله إلى العربٌة إسحاق بن حنٌن "  المجسطى"    أشتهر بطلٌموس بكتابه 

 ".الشفاء" , " تصحٌح المجسطً"

 .      عاو نهجغزافي بطهيًىس 1300ويذكز راسًى خزيطة الأيزيكتيٍ أَهى استُدوا لأعًال عًزها 

                                                      

 ]6[محاولة البرهنة 

حول التقاء المستقٌمات الممتدة انطلاقا من "       قام بركلوس بتقدٌم مبرهنة بطلٌموس التً نقلها لنا من كتابه 

 ".زواٌا أقل من قائمتٌن 

 نص المبرهنة 

أو , أقل, إن المستقٌم الذي ٌقطع متوازٌٌن ٌكون زاوٌتٌن داخلتٌن وفً نفس الجهة مجموعها إما مساوى       "

 ".أكبر من قائمتٌن

 .لقد أكد بطلٌموس على أن القاطع لا ٌشكل زاوٌتٌن داخلٌتٌن وفً نفس الجهة أكبر من القائمتٌن
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 :من أجل مبرهنة على هذه الأخٌرة قام بطلٌموس بأخذ 

(          AB( ,)CD) مستقٌمٌن متوازٌٌن ,(FG) قاطع لهما. 

 

 06الشكل 

 

                                ثم فرض أن 
𝜋

2
 2 CG F+AF G>(      2-1) 

 ومنه                                        
𝜋

2
 2 DG F+BF G<(      2-2) 

             لكن
𝜋

2
 2 DG F+BF G>(      3-2) 

 (.FB (,)GD)لٌسا أقل توازٌا من (AF)و (CG)لأن المستقٌمٌن 

 .قاطعا لهما  (GF)و  (CG( // )AF)لدٌنا حسب الفرض 

                       إذن
𝜋

2
 2 AF G + 

DG F

𝐶
>(     2-4) 

 .قاطع لهما (GF)و  (FB( // )GD)ولدٌنا أٌضا 

  ومنه                                       
𝜋

2
 2 DG F+BF G>(     2-5) 

 ومن هنا نصل إلى تناقض كون 
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 DG F + BF  G 2( π
2

)
∧

DG F + BF G  2( π
2

)  
 (6- 2)   .فً الوقت نفسه   

 وبالطرٌقة نفسها ٌبرهن على أنه لا ٌمكن أن ٌكون مجموع الزاوٌتٌن الداخلتٌن أقل من قائمتٌن 

 . ومنه الزاوٌتان الداخلٌتان مجموعها ٌعادل قائمتٌن

 .دون الاعتماد على المصادرة الخامسة 29إذن برهن  بطلٌموس على المبرهنة 

 .بعد البرهان السابق ٌقوم بطلٌموس ببرهان المصادرة الخامسة

 محاولة البرهان 

لا ٌلتقٌان فً الجهة التً ٌكون فٌها مجموع الزاوٌتٌن الداخلٌتٌن من نفس الجهة  ((CDو  ((AB      نفرض أن 

ومنه , وهما لا ٌلتقٌان حتما فً الجهة التً ٌكون فٌها مجموع الزاوٌتٌن أكبر من قائمتٌن , أقل من قائمتٌن 

AB))  ٌوازيCD)                                                ) 

                  وحسب ما سبق برهانه فإن

AF G + CG F = 2 
π
2
 

∧

AF G + CG F 2  
π
2
 

  وهذا تناقض 

 . ٌلتقٌان ((CDو  ((ABومنه 

 :ٌعلل بطلٌموس سبب إلتقاء الخطوط المستقٌمة فً جهة الزاوٌتٌن اللتٌن مجموعهما أقل من قائمتٌن 

 . ٌفرض أولا أنهما ٌتقاطعان من الجهة الأخرى

  

 

 

 

 

 07الشكل 
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وهذا بحد ذاته لم , إذن إذا إلتقى المستقٌمان من الجهة الأخرى فإنه ٌحدث مثلث مجموع زواٌاه اكبر من قائمتٌن

 ولكنه لاحظ أن, ٌهتم به بطلٌموس

CG F< GF A ⇐  

CG F + AF G < 2 
π
2
 

∧

GF B + AF G = 2 
π
2
 

  

 ( من المقالة الأولى من كتاب الأصول لإقلٌدس 16حسب المبرهنة )وهذا مستحٌل 

 . اللتٌن مجموعهما أقل من قائمتٌن CG F و AF Gفلا بد أن ٌلتقٌا من جهة الزاوٌتٌن , وبما أننا بٌنا أنهما ٌلتقٌان

 :ذكر بركلوس فً معرض إشارته إلً محاولة بطلٌموس أفكارا لرٌاضٌٌن إغرٌق لم ٌعطً أسمائهم 

BA C  مع  قاطع لهما ((AC, مستقٌمٌن ((CDو  ((ABلٌكن  + AC D 2  
π
2
  

 .لا ٌلتقٌان   ((CDو  ((ABاعتقد هؤلاء الإغرٌق أنهم إستطاعوا البرهان ي هذه الحالة على أن 

 محاولة البرهان 

 حٌثCG و AFالأطول ((CDو  ((AB ونأخذ على Eفً  ((ACننصف 
𝐴𝐶

𝐸
 AF=CG=. 

 . (FG) لا ٌتقاطعان فً أي نقطة من نقاط (CG) و (AF) من الواضح أن 

 . و هذا مستحٌل AF+CG=AC المتساوي الساقٌٌن AGC أو فً المثلث AFCلأنه لو حدث ذلك لكان فً المثلث 

 بحٌث GL و FK الأطوال (GD) و (FB) و نأخذ على H نأخذه من جدٌد و ننصفه مثلا فً (FG)لٌكن القاطع - 

 :FK=GL=FH=HG. 

  

  

   

 

 

 08الشكل 



                                                                  يحاونة بزهاٌ يسهًة انتىاسي انفصم انثاَي  

 

 

12 

 . أي لا ٌمكنهما أن ٌتقاطعا (KL) لا ٌلتقٌان على نقاط (GL) و (FK)للسبب ذاته نرى أن 

و   ((ABو بهذا اعتقد القدماء أنهم قد أثبتوا أن , نواصل العمل بحٌث ٌتبٌن أن النقاط لا تلتقً إلً ما لا نهاٌة

CD)) لا ٌلتقٌان أبدا. 

بهذه الإنشاءات  ((CDو  ((AB      لاحظ بركلوس أنه بالفعل لا نحصل على نقاط التقاطع للمستقٌمٌن 

 :و ٌبرر ذلك بالملاحظتٌن التالٌتٌن , ولكن هذا لا ٌؤكد عدم وجود هذه النقطة, المتكررة

( (AGفان المستقٌمٌن , (وهذا ممكن حسب المسلمة الأولى لإقلٌدس  ) G بالنقطة Aعند إٌصال النقطة .1

 .ٌتقاطعان فً جهة الزاوٌتٌن اللتٌن مجموعهما اقل بكثٌر من قائمٌن  ((CDو 

 

  09الشكل 

 لدٌنا                                

AC G + CA G = AC G + CA F
∧

AC G + CA F 2  
π
2
 

 (        2 -8) 

AC Gومنه                                         + CA G 2  
π
2
 (          2 -9) 

لا ٌلتقٌان تجعل المقاطع المتقطعة فً  ((CDو  ((ABالعملٌة التً قام بها القدامى للبرهان على أن   .2

 أو  Aكل مرة فً تناقص و أطوالها تعتبر حدودا لسلسلة متقاربة مجموعها ٌعادل البعد بٌن النقطتٌن 

Cمع نقطة التقاطع . 

ففً ,       ركز بركلوس فً الملاحظة الأولى على تحدٌد مقدار الزاوٌتٌن الداخلٌتٌن الواقعتٌن فً نفس الجهة 

حالة تصغٌر الزاوٌتٌن بشكل غٌر محدود فتوجد تلك الدرجة من التصغٌر بحٌث لا ٌلتقً فٌها المستقٌمان أما فً 

 . درجة أقل فإنهما ٌلتقٌان 
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 [1] محاولة بركلوس 2-1-2

 حٌاته

هو فٌلسوف ورٌاضٌاتً إفلاطونً محدث ولد بالقسطنطٌنٌة ودرس ( م 485-412 )       بركلوس

أصبح رئٌسا . ثم درس فً مدرسة فلطورخس وسورٌانوس, بالإسكندرٌة على ٌدي ألمفٌودورس الشٌخ 

 .لمدرسة الأكادمٌة الأفلاطونٌة فً أثٌنا خلفا لدومٌونوس

 ..وقد ذكر إبن تٌمٌة إن من أشهر أتباع أرسطو من الأولٌن هو بركلوس

إذا امتد مستقٌمان من :"      وضع بركلوس مبرهنة المكافئة للمسلة الخامسة انطلاقا من فكرة أرسطو القائلة 

 ".نقطة فان المسافة بٌنهما تصبح أكبر من أي مقدار نهائً فً حالة امتدادهم اللانهائً 

 نص المبرهنة 

 " .إذا قطع مستقٌم ما أحد المستقٌمٌن المتوازٌٌن فإنه ٌقطع الآخر أٌضا"

 البرهان

  .Fفً  ((AB قاطعا لـ (EG)و لٌكن المستقٌم , مستقٌمان متوازٌان ((CDو  ((ABنفرض أن 

 

 10الشكل 

 .أٌضا  ((CD ٌقطع (EG)نبرهن أن 

 التعلٌل

فالبعد بٌنهما فً نقاط مختلفة ٌكبر وٌكون .  لا نهائٌاF ٌمتدان من النقطة (BF) و (FG)       إن المستقٌمٌن 

معنى . و بالتالً ٌمكن إٌجاد بعد بٌنهما أكبر من البعد الذي بٌن المستقٌمٌن المتوازٌٌن, اكبر من أي مقدار معٌن

 .هذا أنهما ٌقعان بعٌدا عن بعضهما بمسافة أكبر من المسافة التً هً بٌن المتوازٌٌن
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 . أٌضا(CD) ٌقطع (FG)إذن 

 .بعد أن برهن بروكلوس على مبرهنته المكافئة للمسلمة الخامسة قام ببرهان المسلمة الخامسة 

 محاولة البرهان 

BE Fبحٌث  ((CDو  ((AB ٌقطع المستقٌمٌن (EG)ٌفرض أن المستقٌم  + DF E 2  
π
2
 عندئذ ٌؤكد بروكلوس ان  

AB))  وCD)) و برهانه على ذلك هو كالآتً ,  التً مجموعها اقل من قائمتٌناٌلتقٌان فً جهة الزاوي: 

DF E بما أن  + BE F 2  
π
2
 : فإننا  

 : وٌشكل معه زاوٌة تحقق ما ٌلً E فً (AB) بحٌث ٌقطع (KH)نرسم المستقٌم 

 HE B +  DF E + BE F = 2  
π
2
DF E  متممة للزاوٌة HE Bأي أن الزاوٌة )   + BE F ) 

 

 

  11الشكل 

 (CD) و (KH) ٌقطع (EF)عندئذ

DF E ومنه لدٌنا                               + BE F = 2  
π
2
     (   2 -10) 

  .(KH) ٌقطع (AB)لكن ,  متوازٌان(CD) و (HK)إذن المستقٌمان 

 . أٌضا(CD) ٌقطع (AB)ومنه من خلال البرهان السابق الذي أجري على المبرهنة السابقة ٌكون لدٌنا 

 .ٌتقاطعان من جهة الزاوٌتٌن اللتٌن مجموعها اقل من قائمتٌن  ((CDو  ((ABإذن 
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لكن فً حالة خاصة وهً حالة ,        وبهذا قد تم البرهان على المسلمة الخامسة لإقلٌدس حسب بركلوس

 .القاطع عمودي على أحد المستقٌمٌن 

 (المسلمٌن) محاولة برهان مسلمة التوازي عند العرب 2-2

  محاولة عمر الخٌام2-2-1

 حٌاته

كان ٌشغل فً ,  (م-1131 1048)      هو أبو الفتاح عمر بن إبراهٌم الخٌام  عالم وفٌلسوف وشاعر مسلم 

 فً هولقد كانت إبداعات, وقد كان شدٌد التنقل لطلب العلم منذ نعومة أظفاره, صفره مع والده ٌصنع وبٌع الخٌام 

وهو أول من إخترع طرٌقة حساب المثلثات والمعادلات الجبرٌة من الدرجة الثالثة , الفلك والفقه والأدب

 .بواسطة قطع المخروط والرباعٌات المشهورة لكنه ركز على دراسة هندسة إقلٌدس

 [1]محاولة البرهنة

رسالة :"من خلال رسالته ,         تظهر محاولات عمر الخٌام فً البرهان على المصادرة الخامسة لإقلٌدس 

 .حٌث ٌركز فٌها على ضرورة البرهان على هذه المصادرة ". فً شرح ما أشكل من مصادرات إقلٌدس

و اقترح أن تكون واردة فً الكتاب الأول من الأصول ,  مبرهنات قام بإثباتها8       وضع الخٌام فً الرسالة 

لكن قبل ذلك لا بد من ذكر التعارٌف , سنوردها مرتبة كما أرادها الخٌام,  من نفس الكتاب28بعد المبرهنة 

 .وهذا عند عمر الخٌام , تقارب مستقٌمٌن, البعد بٌن مستقٌمٌن: التالٌة 

 ".بحٌث تكون الزاوٌتان الداخلٌتان متساوٌتٌن , البعد بٌن كل خطٌن هو الخط الواصل بٌنهما"

 مثال ذلك

AB))  وCD)) مستقٌمان ,E من AB).) 

CF Eبحٌث  ((CD من Fنعٌن  = AE F. 

 (.(CDو  ((AB بعد بٌن EFإن 

EG Hبحٌث  ((CD من Hنعٌن  .((AB من Gلٌكن  = CH G. 

 ((CDو  ((AB بعد كذلك بٌن GHإن 
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 . C و Aمن جهة ( التقارب )إلً التضاٌق  ((CDو  ((AB فان HG>EFإذا كان 

 .  D و Bمن جهة ( التقارب )إلً التضاٌق  ((CDو  ((AB فان HG<EFإذا كان 

 

 12الشكل 

  مبرهنات عمر الخٌام2-2-1-3

 المبرهنة الأولى 

(AB)مستقٌم مفروض  ,(AC) و (BD) عمودان على(AB) بحٌث AC=BD. 

  ( من الكتاب الأول للأصول27المبرهنة :حسب إقلٌدس ) (AC) //(BD) إن 

 D و Cنصل بٌن 

 .AC D = BD Cإن  

 

 

 

 13الشكل 
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 المبرهنة الثانٌة 

=EA بحٌث (AB) من E نعٌن ABCDنعٌد الشكل 
1

2
AB 

 ⊥ (EG)  (AB) ث بحً(EG)نعٌن

  (EG) ⊥ (CD) و CD=2GDان 

 

 14الشكل 

 المبرهنة الثالثة 

فهً مكافئة فً جوهرها للمسلمة , و الأولى لإبن الهٌثم, تنطبق صٌاغتها مع المبرهنتٌن الرابعة لإبن قرة

 .الخامسة 

  ABCDنعٌد شكل 

BD C ) ∧إن  =
π

2
 ) ( ( AC D =

π

2
 

 المبرهنة الرابعة

 ABCDا رباعً قائم الزاوي.  

 (AB=CD) ∧ (AD=BC)ان 

 المبرهنة الخامسة 

(AB) ,(CD)مستقٌمان متحاذٌان  
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  .(CD) هو عمود على (AB)كل عمود على 

 المبرهنة السادسة 

 ,فهما متحاذٌٌن,  متوازٌٌن(CD), (AB)إذا كان 

 المبرهنة السابعة 

(CD)//  (AB)  ,(PN)  قاطع لـ (AB)و  (CD) ًف L و Mعلى الترتٌب . 

  NL D = AM L  إن

 

 15الشكل 

 المبرهنة الثامنة وهً المسلمة الخامسة لإقلٌدس

(EG) نخرج منه , مستقٌم (AE) و(CG) بحٌث AE G+CG E<
π

2
  = )مع  

π

2
 CG E )  

 . التقٌاC و  A إذا اخرجا فً جهة (CG),(AE)إن  

 محاولة البرهان 

 .على الترتٌبD  و  B إلً النقطتٌنGو  Eمن جهة (CG)   و (AE)نمدد 

 EG D= HE G   بحٌث HE Gو منه نعٌن , AE G<EG D لدٌنا 
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 .(حسب إقلٌدس ) (HT)   //(CD)إذن   

 .A  فً جهة (CD)  ٌقطع (AE)إذن , (HT)  قاطع لـ (AE)لٌكن 

   محاولة إبن الهٌثم2-2-2

  حٌاته

عالم موسوعً مسلم  قدم إسهامات ,  ولد بالبصرة)م1040 - 965(      أبو علً الحسن  بن الحسن بن الهٌثم 

 .الفٌزٌاء و علم الفلك, البصرٌات, كبٌرة فً مختلف المجالات كالرٌاضٌات

شرح أصول " , " كتاب المناظر"من أبرزها ,  كتاب200حٌث انه كتب  أكثر من ,     له العدٌد  من المؤلفات

 "إقلٌدس

 [2]محاولة البرهنة 

حل "و "  شرح مصادرات إقلٌدس فً الأصول: "      تطرق ابن الهٌثم لمشكلة الخطوط المتوازٌة فً كتابٌه 

 ".شكوك كتاب إقلٌدس فً الأصول وشرح معانٌه

 الكتاب الأول

مفادها أن الخطوط المتوازٌة , مبنٌة على منطلقات علم الحركة ,       وضع ابن الهٌثم طرٌقة لرسم المتوازٌات

وهذا مكافئ للمسلمة الخامسة التً ٌعتبرها مبرهنة لابد من , لٌست إلا خطوطا ٌكون البعد بٌنهما متساوٌا دائما

أي )ولذلك ٌضع المقدمة التالٌة والتً تنطبق صٌاغتها مع صٌاغة المبرهنة الرابعة لابن القرة , البرهان علٌها

 .(إثبات وجود مستطٌل

(AB)نخرج من ,  مستقٌمA مستقٌما (AC) , ومنB مستقٌما (BD) . حٌثDB A = CA B = 
π

2
 

 (BD )⊥( CD) حٌث D ب Cنصل 

 

 

 16                     الشكل 
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 لدٌنا 

 AB = CD 

  كل عمود ٌخرج من(AC)  على(BD)  فهو مساوي فً طوله لطول(AB.) 

   إنDC A = 
π

2
 

 ثم ٌبرهن ابن الهٌثم على المسلمة الخامسة

(ABC( ,)EDG) مستقٌمان ,(BD)  قاطع لهما بحٌث 
π

2
 2 < BD G + CB D 

 . التقٌاC و  Gإذا أخرجا إلى غٌر نهاٌة فً جهة  (EG)و  (AC) إن 

 محاولة البرهان

 بما أن  
π

2
 2 < BD G + CB D  

CB D  فان  <  
π

2
  ∨  BD G <  

π

2
  

CB Dلنأخذ مثلا   <  
π

2
 

∨إذن   BD G <  
π

2
   ∨  BD G >  

π

2
   BD G =  

π

2
  

= BD Gالحالة الأولى   
π

2
 

= DB Kبحٌث  (BK) المستقٌم B نخرج من -  
π

2
 

 

 

 

 17                                                                         الشكل 

 

 :نحصل على أربع حالات , (CH)ولٌكن  (BD) عمودا على Cنخرج من - 
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  وقوع العمود بٌنB و D 

  وقوعه علىD 

  وقوعه من جهة D 

  وقوعه من جهة B 

 B وقوعه من جهة - 1

= CH B  نجد BCH       لا ٌمكن ذلك فً المثلث   
π

2
  ∧    CB H >

π

2
 .وهذا مستحٌل,  

 Dوقوعه على - 2

 القائمة وهذا لأن المستقٌم الخارج BD Gلأنه فً حالة العكس نجد زاوٌة قائمة أصغر من :      لا ٌمكن ذلك 

فتكون زاوٌتان , (DG)على C  إذا لم تكن نقطة Dعند نقطة  (DG) ٌقطع المستقٌم D إلى نقطة C من نقطة 

 .وهذا مستحٌل, قائمتان غٌر متساوٌتٌن 

 Dوقوعه من جهة - 3

 .عمود ٌقع داخل المثلث  (DG)و , ϵ D( BH):  لدٌنا BCH     فً المثلث القائم الزاوٌة 

  .Cأو أنه ٌمر بالرأس ,  (CH)أو  (BC)ٌقطع  (DG)إذن 

لأنه فً حالة العكس نحصل على مثلث ذو زاوٌتٌن  (CH) ولا ٌقطع الضلع Cلا ٌمر بالرأس  (DG)      إن 

 .( من الكتاب الأول للأصول30 و 29انظر المبرهنتٌن ). قائمتٌن وهذا مستحٌل 

 

  19                                       الشكل 18                            الشكل 

 (.BC)ٌقطع  (DG)إذن 
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 D وBوقوع العمود بٌن - 4

 .CT = CH و CN = CB حٌث Tإلى نقطة   (CH)ونمدد , Nإلى  (BC)نمدد 

 (متقابلتٌن بالرأس) = NC T   BC Hلدٌنا 

 . متقاٌسانBCH و NCTإذن المثلثان 

 CH B    CT N = و NT = BHومنه  

 =لكن  
π

2
 CH B , إذن CT N =  

π

2
   

 (TK)ولٌكن ,  (BK) عمودا على Tنخرج من - 

 

 20الشكل 

 

 و  TK = HBإذن حسب المقدمة السابقة فان 
π

2
 =  KT H 

  = CT Nلكن 
π

2
  . 

 .مستقٌم (KTN)ومنه 

  KN = 2HBومنه  ,  TN = HBلدٌنا 

 .N و K تقع بٌن Sحٌث , Sفً نقطة ولتكن  (KN)فانه ٌقطع , (DG)ومددنا , < BD  KNإذا كان

 ( BN)ٌقطع  (DG)إذن 
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من جهة  (KN)ونمدد , BN = NMبحٌث , M إلى نقطة N  من جهة (BN) فاننا نمدد > BD  KNأما إذا كان 

N إلى نقطة P , بحٌثPN = KN 

 . متقاٌسانPNM و KNBإذن المثلثان . (متقابلتٌن بالرأس) KN B PN M =  لدٌنا 

MP N  ∧( MP = KB)ومنه  = NK B =  
π

2
  ∧( PN = KN) 

 PK = 4BH إذن KN = 2HBلكن 

 (MF)ولٌكن  , (BK) عمودا على M نخرج من النقطة 

 

 21الشكل 

 

  MF = 4BH ومنه MF = PKإذن 

بحٌث نحصل على خطٌن مساوٌٌن لهما فنحصل بذلك على مثلث مقاٌس  , Mمن جهة  (MF)و  (BM)نمدد - 

  .BMFللمثلث 

وبتكرار العملٌة نحصل , BHفٌكون العمود مساوٌا ثمانٌة أضعاف , (BF)نرسم من رأس المثلث عمودا على - 

وكل واحد منها , BHكل واحد منها أضعاف  , (BK)على المستقٌم  (BM)على أعمدة خارجة من المستقٌم 

 .ضعف لما قبله

فان الأصغر إذا ضوعف أضعافا لا نهاٌة فانه ستنتهً الأضعاف إلى , كل خطٌن مختلفٌن"لدٌنا حسب إقلٌدس 

 ".مقدار أعظم من المقدار الأعظم

 (.BK)والواقع على ,  (BM)الخارج من نقطة من المستقٌم  (MF)لنأخذ العمود المستقٌم 
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< PK ومنه MF = PKلدٌنا  PD   

 KS = BDبحٌث  (KP) نقطة على Sنعٌن 

 .ولا ٌمكن أن ٌحدث غٌر ذلك , Sفً النقطة  (KP)إذا مدد على استقامة فانه ٌقطع  (DG)إن 

 التعلٌل 

 (.KP)ٌختلف عن  (KY)فان  (DG)على  (KY) إذا أخرجنا عمودا 

  Yϵ( , DY )Yϵ( KP)فان , لأنه إذا حدث العكس

 Y ( KP )∩ (DY)  =ومنه

 (DY) ∩( KP )≠ ∅إذن 

 (حسب الفرض) (DY) ∩( KP) ∅= لكن 

 (KY )∩( KP )≠ ∅و  (KY )≠( KP)وإن 

 ϵ K( KP) و ϵ K( KY)لأن 

 BK P ≠ BK Yإذن 

لكن 
π

2
  = BK Y و 

π

2
  = BK P (حسب المقدمة) وهذا تناقض. 

  .Sوهو لا ٌلقاه إلا فً النقطة , (DY)عمودا على  (KP)نستنتج من ذلك انه لا ٌوجد غٌر 

 .O لتكن Sفً نقطة غٌر  (KP)ٌلقى  (DY)لنفرض أن 

  :Oنمٌز وضعٌتٌن للنقطة 

O -1 تقع بٌن K و S 

O -2  تقع خارج S 

 

 S خارج O: الوضعٌة الأولى 
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   < KS KOمعناه أن  

   < BD KO ومنه  BD  KS =لكن

 BD  KO = (وحسب المقدمة)إذن 

   وهذا مستحٌل < BD KOلكن 

 S(                 1)فً نقطة  (KS)لا ٌلقى  (DG)إذن 

  > KS KOأي أن  S و K بٌن O: الوضعٌة الثانٌة 

 > BD KO ومنه BD  KS =لكن 

  وهذا تناقض BD  KO =إذن حسب المقدمة 

 S(        2)  وKفً نقطة بٌن  (KS)لا ٌلقى  (DG)إذن 

 Sفً  (KP)ٌلقى  (DG)نجد أن  (2)و  (1)من 

   < KS KPلان  , P و K تقع بٌن Sإن النقطة 

 : وهً Sومنه نمٌز ثلاث حالات لوضعٌة  

 S .1 هً النقطة N  معناه أن= BD  KN 

 .Nقد التقٌا فً  (DG)و (BC) ومنه ϵ N( BC)لكن , Nقد انتهى إلى  (DG)إذن 

S .2  بٌن Kو  N 

 > KN BDوٌكون ذلك إذا كان 

  ϵ S( KN) حٌث Sقد انتهى إلى  (DS)لدٌنا 

  D و Sفً نقطة بٌن  (KN)قبل أن ٌقطع  (BN)ٌقطع  (DS)ومنه 

 (BC)ٌقطع  (DG)إذن 

S .3 تقع بٌن Nو P 
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π

2
  = KS G  (حسب المقدمة) 

 (.MP)ٌقطع  (DS)معناه أن 

 .NMP فانه ٌقع داخل المثلث Sإذا مدد من جهة  (DS)إن 

 .وهاتان الأخٌرتان غٌر ممكنتٌن, Mأو ٌقطع , (NP)أو , (NM)و إذا حدث ذلك فانه ٌقطع احد ضلعٌه 

 . Xفً النقطة  (NM)ٌقطع  (DS)إذن 

 (BC)ٌقطع  (DG)أي أن 

 نتٌجة

إذا كان 
π

2
  < CB D و 

π

2
  = BD G 

 . التقٌاG و Cإذا أخرجا من جهة ,  (AC)و (EG)فان 

 حادة و BD G: الحالة الثانٌة 
π

2
  < CB D 

 

 22الشكل 

 .Gإن هذا العمود ٌقع فً جهة  

  Eلنفرض انه ٌقع فً جهة 

نحصل على مثلث به زاوٌتان 
π

2
  > BD E و 

π

2
  = BE Dوهذا مستحٌل . 
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 .DB Cوبالتالً فهو ٌقطع الزاوٌة , G ومنه العمود لا ٌقع إلا فً جهة 

, وما هذه إلا الحالة الأولى, زاوٌة قائمة  (DG)وٌشكل مع , زاوٌة حادة (BC)إذن فالعمود ٌشكل مع المستقٌم 

 (.DG)و  (AC)فبنفس الطرٌقة ٌتم البرهان على تلاقً 

الحالة الثالثة  
π

2
  > BD G و CB Dحادة  

 

  23الشكل  

  . Sإلى نصفٌن عند النقطة  (BD)نقسم - 

 (.EDG) عمودا على Sنعٌن من - 

ذلك لتحصلنا على مثلث به زاوٌتان مجموعهما اكبر من قائمتٌن   لأنه لو حدث Gإن هذا العمود لا ٌقع فً جهة 

 .و هذا مستحٌل

 .هذا العمود (SP)ولٌكن ,  (ED)ومنه العمود ٌقع على الخط 

+ BD G لدٌنا  PD B = 2  
π

2
   ∧  DB C + BD G < 2  

π

2
   

   DB C > PD Bومنه  

 .Mإلى النقطة  (DN) ونمدد SB C = SD N بحٌث  SD Nنعٌن الزاوٌة 
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+ DP Nلدٌنا  PN D < 2  
π

2
  (PNDلانهما من المثلث  )   

و
π

2
  =  DP N  ومنه 

π

2
   PN D < 

 (التقابل بالرأس) PN D = SN Mولدٌنا 

ومنه  
π

2
  SN M <   

 (23أنظر الشكل  )(NM) عمودا على Sنعٌن من 

 لأن  Mانه ٌقع فً جهة 
π

2
  SN M < و 

π

2
   SN D >                                     

 (SL)ولٌكن  (AC) عمودا على Sونعٌن من , هذا العمود (SM)لنعتبر 

  إن  
π

2
 =  = SM D  SL B و = SD N  SB L وSB = SD 

 . متقاٌسانSMD وSPLومنه المثلثان 

 .مستقٌم  (MSL)أي أن , MS D  BS L =ومنه  

 MS Dٌقطع  (SNP)إن 

 .وترا لها (LP) وLS Pزاوٌة هً  (SL)ٌشكل مع  (SNP)ومنه 

 = SP Dلدٌنا  
π

2
 ومنه   

π

2
  < LP D    

 = SL Cو 
π

2
 ومنه   

π

2
  < CL P 

  لان  G فهو ٌقع فً جهة  (PG) عمودا على Lنعٌن من 
π

2
  < LP D 

 .زاوٌة قائمة (PG)وقد ٌشكل مع , زاوٌة حادة (LC)فهو ٌشكل مع , CL Pإن هذا العمود ٌقطع الزاوٌة  

فإذا كانت 
π

2
  > BD G ,  فانه بإمكاننا إٌجاد مستقٌم ٌقطع(BC) و(DG) , بحٌث ٌشكل مع(BC) زاوٌة حادة ,

 .وبالتالً ٌعود البرهان إلى مثل ما تقدم, زاوٌة قائمة  (DG)ومع 

 نتٌجة ذلك 
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و , زاوٌة قائمة  (DG)ومع , زاوٌة حادة  (BC)فانه ٌوجد مستقٌم ٌشكل مع ,  (BD)      مهما كان المستقٌم 

إذا اخرجا فً  (EDG)و  (ABC)بإٌجاد هذا الخط المحقق لهذه الصفات ٌتبٌن بالبرهان الذي تقدم أن المستقٌمٌن 

 . إلتقٌا  G وCجهة 

معتمدا على مقدمة مضمونها مكافئ ,       بهذه الطرٌقة فإن إبن الهٌثم قد برهن على المسلمة الخامسة لإقلٌدس

إن : "وهو ٌشٌر إلى أنه إعتمادا على البرهان فإن المصادرة الخامسة تكافئ القول , للمسلمة الخامسة بحد ذاتها

أي من نقطة لا ٌمكن تمرٌر خطٌن مختلفٌن "  الخطٌن المستقٌمٌن المتقاطعٌن لٌسا موازٌٌن لخط واحد

 .وأن هذا القول هو أكثر وضوحا و أكثر تقبلا من المصادرة الخامسة . وموازٌٌن لخط واحد

 (المحدثٌن) محاولة برهنة موضوعة التوازي عند الأوروبٌٌن 2-3

  محاولة ساكٌري 2-3-1

 حٌاته

ٌعرف بعمله , فٌلسوف و رٌاضً اٌطالً,  كاهن ٌسوعً(م1733 - 1667)      جٌوفانً جٌرلامو ساكٌري 

 ".التحرٌر من كل الأخطاء الإقلٌدٌة"قبل وقت قصٌر من وفاته, 1733الأخٌر الذي نشره عام 

      كانت الكثٌر من أفكار التً طرحها ساكٌري سبقه إلٌها العالم عمر الخٌام  فً القرن الحادي عشر فً كتابه 

و هً حقٌقٌة تجاهلتها معظم المصادر الغربٌة حتى " رسالة فً شرح  ما أشكل من مصادرات كتاب إقلٌدس"

من غٌر المعروف ما إذا كان ساكٌري قد واصل ترجمة هذا العمل أو وضعت أفكاره بشكل , وقت قرٌب

 .    مستقل

 [5]محاولة البرهنة 

من غٌر الممكن )      حاول ساكٌري تبٌٌن أنه من خلال الافتراض أن مسلمة التوازي  لإقلٌدس خاطئة 

حٌث انه , فارضا انه من خلال أي نقطة خارج مستقٌم لا ٌوجد مستقٌم ٌوازي المستقٌم المذكور, (البرهان علٌها

القائمة على . الأمر الذي ٌتطلب الخطوط المستقٌمة اللامتناهٌة الطول, كان ٌتعارض مع المسلمة الثانٌة لإقلٌدس

 .اعتمد فً برهانه للرباعٌات, برهن نقٌضها لكنه لم ٌحصل على تناقض منطقً, أن هناك أكثر من موازي

 .ٌسمى الرباعً العمودي, الرباعً ذو الجانبٌن العمودٌٌن على الجانب الثالث

   ABٌسمى القاعدة و CDٌسمى القمة  .ADو BCًالزاوٌتٌن .  ٌسمٌان ساقً الرباعBC D و CD A زاوٌتا 

 (.26الشكل ). القمة
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 26الشكل 

 

 .الساق الطوٌل عكس الزاوٌة الكبٌرة,  فً الرباعً ثنائً العمودٌن :1نظرٌة 

 < BCفان , C𝐷 A > B𝐶 Dإذا كانت . هذه مستقلة عن المسلمة الخامسة وتعتمد فقط على فكرة الزاوٌة الكبرى

AD.  

 .الرباعً ٌسمى برباعً ساكٌري, إذا تساوى ساقً الرباعً ثنائً العمودٌن

لا نستخدم المسلمة الخامسة أو أٌا من , هنا أٌضا). زواٌا القمة بالنسبة لرباعً ساكٌري متساوٌة : 2نظرٌة 

 (27الشكل ), (.مكافئاتها

 

 

 27الشكل 

 

 البرهان

  .CAB و DABلٌكن المثلثٌن 

C𝐵 A = D𝐴 B = °90 , BC = AD , AB (مشترك). 

 .CA = DB ⟸ متطابقٌن CBA و DABالمثلثٌن , (SAS)من خلال مسلمة 

 

 .BCD و ACDلٌكن المثلثٌن 
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BC = AD, BD = AC .CD (مشترك). 

 . متطابقانBCD وACDالمثلثٌن , (SSS)من خلال مسلمة 

⟸ : A𝐷 C = B𝐶 D ,زاوٌتً القمة متساوٌتٌن, أي. 

 .OA = OB و OC = OD: اذا , A𝐶 D = B𝐷 C: أٌضا 

هذه النتٌجة أٌضا ما إذا , نصل خط مستقٌم بمنتصفً القمة والقاعدة, تتطلب مزٌد من الدراسة, نظرٌة أخرى

 .كانت مستقلة عن المسلمة الخامسة أو لا

 (28الشكل ).القطعة المستقٌمة الموصولة بمنتصفً القمة والقاعدة عمودٌة علٌهما: 3نظرٌة 

 

 

 

 28الشكل 

 

 .ON ,OMنصل , CD منتصف N و AB منتصف M :البرهان

 .(مشترك) ON و CN = DNأٌضا , OC = ODمن خلال النظرٌة السابقة  

 . متطابقانODN و OCNالمثلثٌن , (SSS)من خلال مسلمة 

⟸ :CN O = DN O = °90 , أي أنON  عمودي على CD. 

 . متطابقانOBM و OAMالمثلثٌن , بالمثل

⟸ :OM B = OM A = °90 , أي أنOM  عمودي على AB. 

 .CO N = DO N ,DO A = CO B ,AO M = BO Mبالإضافة إلى  

 + DO A + AO M DO N =  BO M  CO B +  CO N +  = 18°0: إذن 

⟸ MONخط مستقٌم  ,MN عمودي على كل من AB و CD. 

 : احتمالات للمساواة 3هناك , وهذا ما ٌثبت أن زواٌا القمة بالنسبة لرباعً ساكٌري متساوٌة
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 .كلاهما زاوٌتٌن قائمتٌن - 1

 .كلاهما زاوٌتٌن منفرجتٌن- 2

 .كلاهما زاوٌتٌن حادتٌن- 3

   BC موازي ل AB, الزواٌا متكاملة , من المسلمة الخامسة لإقلٌدس نستنتج مباشرة : 1الاحتمال 

 .نفترض أن زاوٌتً القمة متساوٌتٌن ومنفرجتٌن :2الاحتمال 

C𝐷 A⟸ = B𝐶 Dومنفرجتٌن . 

M , N ًمنتصف  AB  و CDًإذا المستقٌم ,  على التوالMN عمودي على كل من AB و CD ( ًانظر الرباع

CNMB.) 

CN M = NM B = °90 ,  إذاCNMB حٌث أن زاوٌتً القمة  ,  رباعً عمودي الأطرافBC N ( زاوٌة

 .(زاوٌة قائمة) MB C > (منفرجة

MB ⟸ < CN إضافة إلى أن , 1 من خلال النظرٌةM ,N  ًمنتصف AB و CDًنستنتج ,  على التوال :AB 

< CD. 

 :لٌة وهذا ٌعطً النظرٌة التا

 .قمة رباعً ساكٌري اقل من القاعدة : 4نظرٌة 

   : 2وبالتالً نستنتج عكس الاحتمال, نفرض أن زاوٌتً القمة متساوتٌن وحادتٌن : 3الاحتمال 

 .قمة رباعً ساكٌري أطول من القاعدة : *4نظرٌة 

  محاولة لٌجندر 2-3-2

 حٌاته

ألف كتاب , ولد فً تولوز بفرنسا عالم رٌاضٌات فرنسً, (م1833- 1752)        لٌجندر أدرٌان ماري 

و , كذلك ساعد لٌجندر فً وضع النظام المتري, الذي اثر على تدرٌس علم الهندسة (م1794)عناصر الهندسة 

 . و جداول النسب المثلثٌة, الدوال الناقصة, عمل على نظرٌة الأعداد
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   [5] البرهنةمحاولة

حٌث أن نتائجه قد ,          لم ٌقدم لٌجندر إسهامات جدٌدة فً محاولته للبرهان على المسلمة الخامسة لإقلٌدس

لكن الأسلوب السهل , حصلت سابقا  من طرف من سبقوه لأن محاولته كانت مبنٌة على محاولة ساكٌري

 .والبسٌط فً البراهٌن التً قدمها جلب له إهتمام كبٌر والعدٌد من المؤٌدٌن لمحاولته

, مساوي ل:      إختار لٌجندر الزواٌا الثلاث للمثلث واقترح ثلاث فرضٌات لمجموع زواٌا مثلث أٌا كان وهً

مخمننا وفارضا الخط , املا فً قبول رفض الاثنتٌن الأخٌرتٌن تلقائٌا , واصغر من زاوٌتٌن قائمتٌن, اكبر من

 :حٌث كان ٌقبل حذف الهندسة القائمة على الفرضٌة الثانٌة من خلال إثبات النظرٌة التالٌة, الصحٌح اللامتناهً

 "مجموع زواٌا المثلث لٌست اكبر من زاوٌتٌن قائمتٌن"

 لٌست أكبر من الزاوٌتٌن C𝐴 Bوالزاوٌة  (ε+ °018)تساوي  (الشكل ) ABCبالتالً مجموع زواٌا المثلث 

 .الباقٌتٌن

 

 29الشكل 

 

ومنه , CEنرسم , AD مساوي ل DE بحٌث أن E إلى ADثم نمد  , BCمتنصف  D   بالنقطة Aنصل النقطة 

 .متطابقانCED وBDA المثلثٌن 

حٌث المجموع ٌساوي     , ABC مساوي لمجموع زواٌا المثلث AECنستنتج ببساطة أن مجموع زواٌا المثلث 

(ε+ °018)  , وأن إحدى الزاوٌتٌنC𝐴 E أو  C𝐸 A مساوٌة أو اقل من نصف الزاوٌة C𝐴 B. 

و إحدى  (ε+ °018) زواٌاه مجموع ثالث مثلث على نحصل 𝐴𝐸𝐶 للمثلث المد عملٌة نفس تطبٌق خلال من

 C𝐴 Bزواٌاه مساوٌة أو اقل من 
1

4
المثلث المتحصل علٌه مجموع زواٌاه ٌساوي   ,  مرةnعند تكرار العملٌة  .

(ε+ °018)  وإحدى زواٌاه مساوٌة أو اقل منC𝐴 B 2𝑛  
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>: أي , C𝐴 Bٌمكن ان ٌكون اكبر من الزاوٌة ,  صغٌرε    على الرغم من ان  𝒦𝜀 C𝐴 B , إذا اخترناn  

𝒦, كبٌر < 2𝑛 

>: إذن ε C𝐴 B 2𝑛 , لكن هذا , و منه مجموع زواٌا المثلث الاخٌر المتحصل علٌه اكبر من زاوٌتٌن قائمتٌن

 .مستحٌل

نعلم جٌدا أن , لكن على الرغم من أن لٌجندر قام بالعدٌد من المحاولات لم ٌكن باستطاعته إثبات الفرضٌة الثالثة

هذه الجهود لا ٌمكن الاعتماد علٌها لأنها عدٌمة الجدوى لكن ٌمكن الاستفادة من محاولة البرهان على أن 

 .مجموع زواٌا المثلث لا ٌمكن أن ٌكون أقل من زاوٌتٌن قائمتٌن

 لٌست اكبر من B𝐴 Cوالزاوٌة , ε+ °018 ٌساوي (انشكم ) ABC    نفرض أن مجموع زواٌا المثلث 

[. 6°0 قٌاس هذه الزاوٌة اقل منإذن]الزاوٌتٌن الباقٌتٌن 

 

 30الشكل 

نرمز ,  متساوٌتٌن تبادلٌا D𝐶 B و A𝐵 Cوالزاوٌتٌن  , ABC مطابق ل BCD المثلث ننشئ BCمن 

𝛽)ب ∧ 𝛾)  للزاوٌتٌنB𝐶 Aو  C𝐵 A ًنمد ,  على التوالAB نحو  E و AC إلى F ,  ثم نرسم الخط الذي

  .D فً EF وٌقطع  Bٌمر ب

أن مجموع زواٌا المثلث لا ٌمكن أن ٌكون كما برهن سابقا  , (ε- °018) ٌساوي BCDمجموع زواٌا المثلث 

, 018° لا ٌمكن أن تكون اكبر من CDF وكذلك المثلث BDEمجموع زواٌا المثلث . اكبر من زاوٌتٌن قائمتٌن

ٌنتج ان مجموع الثلاث الزواٌا , 2𝜀 -0°72إذن مجموع زواٌا المثلثات الأربعة لا ٌمكن أن ٌكون أكبر من 

 .ε2- °018 لا ٌمكن أن ٌكون اكبر من AEFبالنسبة للمثلث 

 آخر مثلث سٌكون مجموع زواٌاه لا ٌتعدى ,  مثلث بنفس الطرٌقةn   لو نعٌد إنشاء 
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 2nε-°018 . لكن أضعاف𝜀, إذا اخترنا ,  ٌمكن أن ٌكون اكبر من زاوٌتٌن قائمتٌنnفالبتالً المثلث ,  كبٌر

 .وهذا غٌر ممكن لان مجموع زواٌا المثلث موجب دوما, المحصل علٌه مجموع زواٌاه سٌكون سالبا

 :خلاصة 

عمل القدامى والمحدثون على محاولة البرهنة على المسلمة الخامسة لإقلٌدس إلا أن كل محاولاتهم باءت 

 .رغم الطرق العدٌدة والمختلفة وكذلك الصٌغ المكافئة لها, بالفشل



 
 

 

 

 الهندسات الغير إقليدية

 

 الفصل الثالث
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 ظهور الهندسات الغيرإقليدية 

مما ,        ظلت الجهود ومحاولات البرهان على المسلمة الخامسة دون جدوى لفترة تزٌد عن عشرٌن قرنا 

وبقٌت نظرٌة المتوازٌات , جعل العدٌد من الرٌاضٌاتٌٌن ٌقتنعون بأنه لا ٌمكن البرهان على هذه المصادرة

 و بالضبط   فً عامً  18ومع مطلع القرن . تطبق على نفس الحال الذي كانت تطبق علٌه زمن إقلٌدس

طرٌقة للبرهان هً  (Lambert)ولامبٌر (Saccheri)كل من ساكٌري على التوالً  قدم  1733  , 1770

لكن هذا لم ,  كانا ٌعتقدان بأن نفً المصادرة سٌسمح لهما بالحصول على نتابج متناقضة و, بالخلفلالإستدلا

 .ٌحصل مما عزز الإعتقاد بأن نظرٌات إقلٌدس  مستقلة عن هذه المصادرة 

و لوبتشفسكً  (مRiemann( )1826-1866) م ظهرت محاولات رٌمان 19       فً بداٌة القرن 

(Lobatchevski)( 1793-1856م )  لبناء هندسات جدٌدة مغاٌرة للهندسة الإقلٌدٌة سمٌت بالهندسات الغٌر

 .إقلٌدٌة

 [7] هندسة لوبتشفسكي3-1

  حياته3-1-1

رٌاضٌاتً روسً درس فً جامعة قازان وأصبح أستاذا فً , ( م1856-1792)       نٌكولاي لوبتشفسكً 

 سنة ومن أهم أعماله إكتشاف الهندسة 19 م أصبح لوبتشفسكً ربٌس الجامعة لمدة 1826وفً عام .  م1822

 " .الهندسة الزابدٌة"الغٌر إقلٌدٌة 

م لمعهد الفٌزٌاء الرٌاضٌة بجامعة قازان 1826فٌفري 11      تظهر محاولاته فً المقالة التً قدمها ٌوم 

(Kazan)  والتً أظهرت وبٌنت أن المسلمة ,م 1829بالإضافة إلى المذكرات التً نشرها إبتداء من سنة

 .الخامسة لإقلٌدس مستقلة عن المسلمات الأربع الأخرى وأنه بالإمكان بناء هندسة جدٌدة لا تستند إلٌها

ولوبتشفسكً هندسة سمٌت  (Bolyai)م وبشكل مستقل وضع كل من بولاي 1934,م1931      وفً سنتً 

 .بالهندسة الزابدٌة أو الهذولولٌة

  تعريف التوازي عند لوبتشفسكي3-1-2

bi����i����نهاٌة لحزمة من المستقٌمات  (b)إذا وفقط إذا كان  (a)أنه مواز للمستقٌم  ((b      نقول عن مستقٌم  �•�L 

bi����i��سقف لحزمة المستقٌمات     (a)أي أن .)(a) المستقٌم عولا تقط (b)تمر من نقطة على  �•�L تمر من نقطة 

 ((.a)ولا تقطع المستقٌم  (b)على 


