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Introduction générale

Dans la plupart des systémes de la mécanique des milieux continus, ils existent des situations
dans lesquelles un corps déformable entre en contact avec d’autre corps ou bien avec une fonda-
tion rigide ou déformable. La problématique du contact est essentiellement de savoir comment
les forces sont appliquées sur une structure et comment réagissent ces structures lorsqu’elles su-
bissent ces forces. Les problémes de contact mécanique se rencontrent principalement dans des
domaines aussi variés que ’aéronautique, la mécanique automobile, le génie civil, les sciences
du bois, la médecine, la production de I’énergie (assemblage des structures, fissuration dans les
joints soudés) et les systémes de transmissions. Prenant en compte les comportements divers des
milieux continus, elle englobe I'hydrodynamique, la dynamique des gaz, I'¢lasticité, la plasticité
et d’autres types de comportements. Vu 'importance du phénoméne, des éfforts considérables
ont été consacrés a la modélisation, I'analyse ainsi que ’approximation numérique des proces-
sus physiques provenant des contacts entre des corps déformables ou entre un corps et une
base rigide, déformable ou lubrifiée. Par conséquent, une Théorie Mathématique générale de la
Mécanique du contact(MTCM) est actuellement émergée. Elle est concernée par les structures
mathématiques qui sont a la base des problémes de contact avec des lois constitutives différentes,
c’est a dire, différents matériaux, diverses géométries et des conditions de contact différentes;
voir par exemple [58, 69].

La modélisation des problémes de contact d'un corps déformable avec une base dépent essen-

tiellement de propriétés mécaniques du matériau considéré, ainsi que des conditions aux limites
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Introduction générale

de contact.

Le sujet de 'endommagement est extrémement important dans les conceptions en ingénierie
puisqu’il influence directement sur la vie usuelle de la structure ou la composante congue. Il
existe une littérature trés riche sur ce sujet. Les modéles prenant en considération I'influence de
I’endommagement interne du matériau sur le processus de contact ont été étudiés mathémati-
quement. L’analyse mathématique de problémes unidimentionnels peut étre trouvée dans [35].
Les premiers modéles de ’endommagement mécanique provenant des considérations thermody-
namiques sont apparus dans [28]. De modéles généraux récents dans [33, 34, 36, 53, 62| sont
issus du principe de la puissance virtuelle. Dans tous ces travaux, I’endomagemment du maté-
riau est décrit par une fonction o ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque a = 1, il n’ya pas
d’endomagemment dans le matériau, lorsque o = 0, le matériau est complétement endommagé
et lorsque 0 < a < 0, il a un d’endomagemment partiel et le systéeme a une capacité réduite.
Certains problémes en thermo-mécanique de contact avec endomagemment ont été étudiés dans

8, 15, 17, 52, 54, 57, 71].

Les matériaux piézoélectriques sont extrémement utilisés comme interrupteurs et actuateurs
dans beaucoups de systémes d’ingénierie, en radioélectronique, I’électroacoustique et la mesure
des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques et électriques.
Ce couplage conduit a ’apparition d’un potentiel électrique suite & une déformation mécanique
et, inversement, une déformation mécanique est générée lorsqu’un potentiel électrique est appli-
qué. Les matériaux piézoélectiques, pour lesquelles les propriétés mécaniques sont viscoélastiques
sont appelés "les matériaux électro-viscoélastiques" et ceux pour lesquelles les propriétés méca-
niques sont élasto-viscoplastiques sont appelés "les matériaux électro-élasto-viscoplastiques". De
modeéles généraux pour des matériaux électro-élastiques ayant un effet piézoélectiques peuvent
étre trouves dans [13, 57, 84, 49|. Un probléme de contact avec "slip-dependent" pour les maté-
riaux électro-élastiques a été étudié dans [74], et pour les matériaux électro-élasto-viscoplastiques

a été étudié dans [41]. Des problémes de contact sans frotement pour des matériaux électro-
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Introduction générale

viscoélastiques ont été étudiés dans [80, 7, 12, 67, 75| sous I’hypothése que la fondation est

isolante.

Actuellement, un intérrét considérable est porté aux problémes de contact avec frottement
impliquant les matériaux piézoélectriques voir par exemple [49]. Cependant, il n’existe virtuelle-
ment pas de résultats mathématiques a propos des problémes de contact pour de tels matériaux
et on a besoin de développer la Théorie Mathématique du Contact Mécanique (MTCM) pour

inclure le couolpage entre les propriétés mécaniques et électriques.

Les processus d’adhésion sont importants en industrie lorsque des parties, souvent non mé-
taliques, sont collées ensemble. Pour cette raison, le contact adhésif entre les corps, lorsqu’une
colle est ajoutée pour empécher les surfaces d’'un mouvement relatif, a récement regu, de plus en
plus, une grande attention dans la littérature. Des modéles généraux avec adhésion peuvent étre
trouvés dans [31, 32, 60, 66|. Des résultats sur 'analyse mathématique de plusieurs problémes de
contact avec adhésion ; citons par exemple [80, 67, 69, 76]. Récement, les matériaux composites
ont atteint le sommet, puisqu’ils sont trés solides et trés légers, et par conséquent une impor-
tance considérable en aviation et en industrie automobile. Cependant, les matériaux composites
peuvent subir, sous des contraintes, une délimitation dans laquelle des plusieurs couches se dé-
collent et se déplacent relativement les unes par rapport aux autres. Pour modéliser le processus
lorsque le collage n’est pas permanent et un décollage peut avoir lieu, nous avons besoin de décrir
I’adhésion et le contact ensemble. Un nombre de publications récentes traite des tels modéles,
voir par exemple [22, 80, 31, 30, 60, 65] et les références comprises. L’idée est d’introduire une
variable de surface interne, le champ d’adhesion § € [0, 1] qui décrit la densité fractionnelle des
adhésifs actifs sur la surface de contact. En un point de la surface de contact adhésif, lorsque
£ = 1, 'adhésion est compléte et tous les adhésifs sont actifs; lorsque g = 0, tous les adhésifs
sont inactifs, sévéres et il n’y a pas d’adhésion. Lorsque 0 < 8 < 1, 'adhésion est partielle et

seulement une fraction S des adhésifs est active.

La thermodynamique a pour objet principal, I’étude des phénomeénes mécaniques (travail,
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Introduction générale

pression,...) couplés aux phénomeénes thermiques (chaleur, température,...), tous deux considérés
du point de vue macroscopique. Elle est née au XIXéme siécle de la nécessité de comprendre
le fonctionnement des machines thermiques produites au début de I’ére industrielle. En raison
du caractere universel des principes produits par la thermodynamique, celle-ci a dépassé par la
suite le cadre strict de I’étude des machines, pour toucher tous les domaines de la physique dans
lesquels la chaleur joue un réle (électromagnétisme, optique,..), ainsi que d’autres disciplines
scientifiques (chimie, biologie,...).

L’objectif de cette these est de proposer une certaine contribution a 1’étude de quelques
problémes aux limites en mécanique de contact quasistatique. Nous considérons ici une loi non
linéaire pour des matériaux élasto-viscoplastiques prenant en considération I'influence de 1’en-
dommagement interne du matériau et un effet thermique. On décrit I’évolution de I'endommage-
ment par une inclusion différentielle du type parabolique comme dans [62, 76]. Nous considérons
également une loi de comportement pour des matériaux dites électro-viscoélastiques , ayant des
propriétés mécaniques ainsi que des propriétés électriques (matériaux piézoélectriques). L’adhé-
sion entre les surfaces de contact, lorsqu’une colle ajoutée pour éviter aux surfaces un mouvement
relatif, est prise en considération dans ce travail.

Cette thése est composée de quatre chapitres que nous décrivons briévement.

Dans le premiér chapitre et deuxiéme chapitre, le but est d’introduire les outils nécessaires
pour une bonne compréhension de la suite des problémes traités. Nous commencons par présenter
les divers modéles mécaniques de contact étudiés, puis, nous indiquons les espaces fonctionnels
et les principales notations utilisées tout au long de la thése. Enfin, nous rappelons quelques
résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle concernant les opérateurs fortement monotones
et de Lipschitz, les équations et les inéquations variationnelles d’évolution paraboliques et les
lemmes de Gronwall.

Dans le troisiéme chapitre, on s’interesse a I’etude d’un probléme d’évolution quasistatique

modélisant le contact avec frottement d’un corps thermo-viscoélastique-viscoplastique avec une

1X



Introduction générale

fondation en mouvement. L’effet d’endommagement est pris en considération dans la loi constitu-
tive. Le contact est modélisé par une condition de compliance normale avec une loi de frottement
sec associée et usure décrit par la loi d’Archard. Nous présentons une formulation variationnelle
du probléme pour lequel nous démontrons qu’il existe une solution faible unique en utilisant
des arguments d’inéquation variationnelle d’évolution, d’inéquation variationnelle parabolique,
d’équation différentielle ordinaires du premier ordre et de point fixe de Banach.

Tandis que dans le quatriéme chapitre, nous étudions un probléme de contact sans frotte-
ment pour des matériaux électro-viscoélastiques avec adhésion. Nous obtenons une formulation
variationnelle au probléme mécanique puis présentons un résultat d’existence et d’unicité de la
solution pour le modéle électro-mécanique. Les démontrations s’inspirent de celles utilisées dans

le travail qui a fait I'objet du premier chapitre.



Notations

Soit 2 est un domaine de R¢(d = 2,3) on note par

Oy, O

I’adhésion de 2,

la frontiére de 2 supposée réguliére,

la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de Ty,

une partie mesurable de I’

la normale unitaire sortante a I,

les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel v,
les composantes normales et tangentielles du champ tensoriel o,
'espace des fonctions réelles continuement différentiables sur €,
'espace L?(0Q)?,

I'espace L%(Q)%*4,

l'espace H* ()4,

I'espace {o € Q, Divo = (0;;;) € H},

1

5 sur I

I’espace de sobolev d’ordre
Pespace dual de Hz (),
I’application trace pour les fonctions vectorielles,
l'espace {¢ € H'(Q) | ¢ =0sur [',},

lespace {D = (D;) | D; € L*), D;; € L*}.

x1



Notations

Si X est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

(., )x le produit scalaire sur X,

(.,-)xrxx leproduit de dualité entre Xet X',

|-l x la norme sur X,

x, — x  la convergence forte de la suite (z,,) vers I'élementz dans X,

x, —x la convergence faible de la suite(z,) vers I’élement x dans X.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par

C(0,T;H) I'espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,

CY0,T;H)  Despace des fonctions continiment dérévables sur [0, 7] dans H,
LP(0,T; H) I'espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,

|1l e (0,720 la norme de LP(0,T; H),

WHP(0,T; H) Despace de Sobolev de paramétres k et p,

|- lwwr.r;m) 1a norme de Wk»(0,T; H).

Pour une fonction f, on note par :

f , f les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps ,
dom f le domaine de f,

suppf le support de f,

O;f, fi la dérivée partielle de f par rapport a I'iéme composante z;,
Vf le gradient de f,

e(f) la partie symétrique du gradient de f,

Divf  la divergence de f,

af le sous différentiel de f,

div f la divergence de f.

X1l



Notations

Autre notations :

lim inf la limite inférieure,

lim sup la limite supérieure,

S4 'espace des tenseurs d’ordre deux symétriques sur R?,
7N

le produit scalaire sur R? et S¢,

?|I]7 la norme euclidienne sur R? et S¢,

C une constante générique strictement positive,
A" puissance n de 'operateur A,

pP-p- presque partout,

XK fonction indicatrice de K,

5.c.1 semi-continue inférieurement .

xlil
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Chapitre 1

Modélisation

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus ou nous allons
introduire les cadres physiques utilisés dans cette thése; il est déstiné a rappeler les modéles
mathématiques des problémes intervenant dans cette thése, puis on y introduit un bref rappel sur
les phénomeénes mécaniques et thermiques. Ensuite nous considérons les lois de comportement des
différents matériaux tels que la loi thermo- viscoélastique-viscoplastique avec endommagement
et la loi électro-viscoélastiques avec variable interne d’état . En citant ensuite les différents types

de conditions aux limites el les lois de contact avec ou sans frottement.

1.1 Cadres physiques - Modéles mathématiques

Dans cette section nous allons introduire les deux cadres physiques et leurs modeéles mathé-
matiques des problémes mécaniques intervenant dans cette thése.
Cadre physique n°l. Soit un corps thermo-viscoélastique-viscoplastique qui occupe un do-
maine borné Q C R? (d = 2,3) avec une surface frontiére réguliére I, partitionnée en trois
parties mesurables I';, 'y et I's , tel que mesl’y > 0 . Nous notons par v la normale unitaire
sortante a I'. Le corps est encastré sur I'y dans une structure fixe. Sur I'ys agissent des tractions

surfaciques de densité f, et dans () agissent des forces volumiques de densité f, et d'une source



Chapitre 1 Modélisation

de chaleur externe donnée par la fonction g, (voir figure 1.1). On suppose que f> et fy varient
trés lentement par rapport au temps. Soient 7' > 0 et [0, 7] 'intervalle de temps en question. Sur
la partie I's, le corps est en contact frottant avec un obstacle en mouvement, s’appelle fondation
constituée d’un corps rigide ouvert d’une couche molle. Le frottement implique 1'usure de la
fondation que nous modélisons avec une surface variable. Nous supposons que le matétiau peut
étre endommagé durant le contact. Nous prenons en considération les propriétés mécaniques du
corps. Notre objectif sera d’étudier 1’évolution de ces propriétés dans le temps, sous I’hypothése
des petites transformations.

Nous utiliserons ce cadre physique dans le chapitre 3 de la thése. Cadre physique n°2. Soit un

Contact thermique

F1GURE 1.1 — Cadre physique n°1l

corps électro-viscodlastique qui occupe un domaine borné Q C R? (d = 2, 3) avec une surface
frontiére réguliére I', partitionnée en trois parties mesurables I'y, I'; et I's, telles que mesI'; > 0.
On note par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps est encastré sur I'; dans une structure

fixe. Sur I'y agissent des tractions surfaciques de densité fo et dans 2 agissent des forces volu-
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miques de densité fy (voir figure 1.2). Nous supposons que fo et fy varient trés lentement par
rapport au temps. Soit 7' > 0 et soit [0, 7] 'intervalle de temps en question.

En plus de l'action des forces et des tractions, le corps est soumis a l'action des charges élec-
triques de densité volumique ¢qg et des charges électriques de surface. Pour les décrire, nous
considérons une deuxiéme partition de la frontiére I' en trois parties mesurables I'y, I'y et I's
telles que mesl', > 0. Nous supposons que le corps est en contact frottant avec adhésion avec
une fondation conductive sur I's, le potentiel électrique s’annule sur I', et une charge électrique
superficielle de densité ¢y est préscrite sur I'y. La différence par rapport au cadre physique pré-
cédent résulte du fait que maintenant nous prenons en considération les propriétés mécaniques
et aussi les propriétés électriques du corps matériel. Nous étudions 1’évolution de ces propriétés
dans l'intervalle de temps [0, T'] en admettant que le processus est quasistatique, dans I’hypothése
des petites transformations.

Nous utiliserons ce cadre physique dans le chapitre 4 de cette thése. Avant d’obtenir les mo-

L
4¢
Q 14@*

4

[a
Iy

B
-; .
—— e

FIGURE 1.2 — Cadre physique n°2

déles mathématiques qui correspondent au cadre physique presenté, voici quelques notations et

3



Chapitre 1 Modélisation

conventions que nous utiliserons tout au long de cette these.
Nous désignons par S? (d = 2, 3) I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R; (, ) et
||| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S¢. Ainsi,

nous avons

u- v =, o]l = (v-v)2, Yu,veR%

oT= oy, I7l = (r-7)z, Vores

avec la convention de I'indice muet. Pour un vecteur v, nous utilisons la notation v pour désigner
la trace yv de v sur I'. Nous notons par v, et v, les composantes normale et tangentielle de v
sur la frontiére données par

Uy =0V, Up =0 — U, (1.1.1)

Nous désignons par o = o(x,t) le champ des contraintes, par u = u(z,t) le champ des déplace-
ments et par (u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les notations, nous
n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport & z € Q et t € [0, 7).

Pour un champ des contraintes o nous dénotons par o, et o, les composantes normale et tan-

gentielle & la frontiére donnés par
O, =0V-V, O,=0V—0,"V. (1.1.2)
En utilisant (1.1.1) et (1.1.2), nous obtenons la relation
(ov)-v=0,v,+0, v, (1.1.3)

qui va intervenir tout au long de cette these, dans I’établissement des formulations variationnelles
des problémes mécaniques de contact.
En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport au temps,

par exemple

. du . d*u

U= — = —
dt dt?
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ou u désigne le champ des vitesses et # désigne le champ des accélérations. Pour le champ des
vitesses 4 les notations wu, et i, représentent respectivement les vitesses normale et tangentielle

a la frontiére, c’est-a-dire

U, =0V U, Vp =0V — 0, V.

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans I’hypothése des petites trans-

formations

1
g = (6@'), €ij = 5(8]161 + @uj) dans 2 x (O,T) (114)

Notons qu’ici et tout au long de la thése, un indice qui suit une virgule indique une dérivation
partielle par rapport a la composante correspondante & la variable spatiale.

Passons maintenant a la description des modéles mathématiques associées aux cadres physiques
ci-dessus.

Modéle mathématique n°1. Le premier modéle mathématique étudié dans cette thése, décrit
I'évolution du corps dans le cadre physique °1 (page 1). Les fonctions inconnues du probléme sont
le champ des déplacements w : 2 x [0,7] — R?, le champ des contraintes o :  x [0,T] — S%
le champ de température 6 : Q2 x [0, 7] — R, le champ d’endommagement ¢ : 2 x [0,7] — R et
une fonction d'usure w : I's x [0, 7] — R.

On sait qu’en général, I’évolution d’un corps matériel est décrite par I’équation de mouvement

de Cauchy.

Dive + fy = pii dans Q x (0,7, (1.1.5)

ou p : ) — R, désigne la densité de masse; ici "Div" représente l'opérateur divergence pour
les tenseurs, Dive = (o0y5,;). Le processus d’évolution défini par (1.1.5) s’appelle processus dyna-
mique. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier. Par exemple, dans le
cas ol le champ des vitesses @ varie trés lentement par rapport au temps, le terme pii peut étre

négligé. Dans ce cas, le processus s’appelle quasistatique et I’équation (1.1.5) s’appelle I’équation
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d’équilibre et devient

Dive + fy =0 dans  x (0,7,

Modéle mathématique n°2. Ce modéle mathématique décrit ’évolution du corps dans le
cadre physique n°2 (page 2). C’est un modéle électro-mécanique. Les inconnues mécaniques du
probléme sont le champ des déplacements u, le champ des contraintes o. A celles-ci se rajoutent les
inconnues électriques du probléme, & savoir le champ de déplacements électriques D : Qx[0,T] —
R? et le potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — R et le champ d’adhésion 3 : I's x [0,T] — [0, 1]
et un champ de variable interne d’état k :  x [0; 7] — R<. L’évolution du corps piézoélectrique

est décrite par I’équation d’équilibre pour le champ de déplacements électriques.
divD = ¢y dans 2 x (0,7), (1.1.6)

ou "div" est 'opérateur de divergence pour les vecteurs, divD = (D, ;), et gy représente la densité
des charges électriques volumiques.

Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire le mouvement du corps
matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui méme, c’est

I’objet des lois de comportement que nous décrirons dans le deuxiéme paragraphe de ce chapitre.

1.2 Lois de comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour
établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimension-
nels constituent le point de départ dans I’établissement des lois de comportement. Voici quatre
exemples classiques d’essais sur les solides : essais de chargement monotone, essais de charge-
décharge, essais de fluage et essais de relaxation.

Dans la description des phénomeénes purement mécanique, par loi de comportement (ou loi consti-
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tutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes o, le tenseur

des déformations infinitésimales ¢ et leurs dérivées temporelles & et €.

1.2.1 Loi de comportement viscoélastique-viscoplastique

Pour une phénoméne mécanique, une loi de comportement de matériau viscoélastique-viscoplastique

peut étre écrite sous la forme :

o(t) = As(u(t)) + Be(u(t)) +/0 G(o(s),e(u(s)))ds, (1.2.1)

ou les opérateurs A et B sont des tenseur d’ordre quatre et non linéaires; leurs composantes
aijr €t bij s’appellent coefficients de viscosité et élasticité respectivement et G représente une

fonction constitutive non linéaire qui décrit le comportement viscoplastique du matériau.

1.2.2 Loi de comportement thermo-viscoélastique-viscoplastique avec

endommagement

Si nous prenons en considération 'effet thermique et 'endommagement du matériau durant
le contact, nous arrivons a une généralisation de la loi (1.2.1), qui est une loi de comportement

thermo-viscoélastique-viscoplastique avec endommagement ayant la forme

o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) — M(0(t)) +/O G(o(s),e(u(s)),((s))ds. (1.2.2)

ol, ici et ci-dessous o désigne le tenseur des contraintes, u représente le champ de déplacement.
u est la vitesse, e(u) est le tenseur de déformation linéarisé, 6 est le champ de température et
( est une variable interne décrivant '’endommagement du matériau causé par les déformations
viscoplastiques.

La température 6 est définie par une équation parabolique, qui représente la conservation de
I’énergie comme suit

0(t) — div(KVO(t)) = —M.Vu(t) + qun(t). (1.2.3)

7
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L’évolution du champ de température 6 est gouvernée par une équation de la chaleur, obtenue
a partir de la conservation de I’énergie, et définie par (1.2.3), ot K = (k;;) représente le tenseur
de conductivité thermique, div(XV0) = (k;;0;) et g, représente la densité de sources de chaleur
volumiques.

L’inclusion utilisée pour 1’évolution du champ d’endommagement est

é - AC + 8§0K(<) > 19(0’5(“): 97 <)7

ou K désigne '’ensemble des fonctions d’endommagements admissibles défini par
K={9€ H(Q):0<9¥<1 ae. inQ},

Opk désigne le sous-différentiel de la fonction indicatrice px et 1 est une fonction constitutive
donnée qui décrit les sources d’endommagements dans le systéme.
Lorsque G = 0, et pour 'endommagement ( affecte la partie de ’élasticité, on peut définir une

loi de comportement thermo-viscoélastique avec mémoire courte et endommagement comme suit

o = As(i) + B(C,e(w)) — M6, (1.2.4)

1.2.3 Loi de comportement électro-viscoélastique avec variable interne
d’état

Les matériaux piézoélectrique sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques

et électriques. Ce couplage conduit a ’apparition d’un potentiel électrique lors de ’application

des contraintes mécaniques, et inversemment, des contraintes mécaniques sont générées lorsqu’un

potentiel électrique est appliqué. Un matériau piézoélectrique dont les propriétés mécaniques sont

viscoélastique est appelé matériau électro-viscoélastique. Nous obtenons une loi de comportement

8
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électro-viscoélastique avec variable interne d’état comme suit

o =Be(u)) + [) F(t — s,e(u(s)), k(s))ds — E*E(yp),
D = E&e(u) + CE(p), (1.2.5)
i{: = ¢(€<u)7 k)’

dans laquelleF est le tenseur de relaxation et dépendant de la variable interne d’état k. ¢ est
une fonction constitutive non linéaire qui dépend de k. Il existe une variété de choix pour les
variables internes d’état, pour référence dans le domaine voir [27], £ = (e;j;) est I'opérateur
piézoélectrique reflétant la proportionnalité entre la charge électrique et la déformation & champ
constant ou nul, £* = (ej;; ) est son transposée, E(p) = —V est le champ électrique et C = (Cy;)
désigne le tenseur de permittivité électrique & déformation nulle.

Nous utiliserons la loi de comportement (1.2.5) dans le chapitre 4 de cette thése.

Finalement, afin de compléter le modéle mathématique qui décrit 1’évolution du corps, il faut
préciser les conditions aux limites sur I's et les conditions de contact avec ou sans frottement

que nous décrirons dans les deux sections suivantes.

1.3 Conditions aux limites

Définitions maintenant, les conditions aux limites sur les parties I'y, I'y, I'y et T',.

1.3.1 Condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'y, le champ des déplacements u

est par conséquent nul

u=20 sur I'; x (0,7). (1.3.1)
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1.3.2 Condition aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité f, agit sur I'y et par conséquent le vecteur des contraintes

de Cauchy ov satisfait :

ov =f sur 'y x (0,7). (1.3.2)

1.3.3 Conditions aux limites électriques.
Ces conditions sont déterminées & partir des deux équations

=0 sur 'y x (0,7), (1.3.3)

D-v=g¢g sur I', x (0, 7). (1.3.4)

1.4 Lois de contact

1.4.1 Contact sans frottement

Dans un contact parfait, ot sans frottement, ’action mécanique transmissible par obstacle
entre deux solides ne peut étre en tout point que normale au contact (perpendiculaire au plan

tangent commun du contact). Ceci se traduit par la relation
o,=0 surI'y x (0,7),

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que le mouvement
tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige & introduire une lois de frottement qui

prend en considération la composante tangentielle avec les autres variables du systéme.

1.4.2 Contact bilatéral
On note u, le déplacement normal et w, le déplacement tangent

10
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Le contact se fait d’une facon bilatérale, c’est a dire le contact est maintenu pendant le
mouvement et il n’y a pas de séparation entre les deux corps.

La composante normale du champ des déplacements s’annule sur la surface de contact et
donc

u, =0 sur 'y x (0,7).

1.4.3 Contact unilatéral

Nous considérons ici le contact entre un corps déformable et une fondation qui est considérée
comme étant rigide. De ce fait. quelques soient les forces appliquées, la fondation ne subira pas
de déformations, et le corps ne pourra donc pas y pénétrer. Cette loi de contact a été proposé

par Antonio Signori [70] en 1933. Elle est caractérisée par les 3 conditions suivantes :

(1) Condition de non pénétration wu, <0,
(2) Condition de compression o, <0, (14.1)
(3) Condition de complémentarité o,u, = 0.

La condition de complémentarité se traduit de la maniére suivante :

» Siwu, =0, le corps est en contact et la force normale est orienté vers le corps o, <0 ,

» Siu, <0, le corps quitte la base rigide et dans ce cas la réaction normale est nulle o, =0 .

Cette loi de contact peut étre représentée sous la forme du graphe 1.3

D’autre part, si nous supposons qu’il y existe un interstice g entre la fondation et le corps,

les conditions de Signorini s’écrivent de la maniére suivante :

(1) Condition de non pénétration wu, < g,
(2) Condition de compression o, <0, (1.4.2)

(3) Condition de complémentarité o, (u, — g) =
Elle est également représentée dans la Figure 1.4.
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-G
{contact)
(non contact) u,
FIGURE 1.3 — Contact unilatéral
i
-q
T :_'_

u,

FIGURE 1.4 — Contact unilatéral avec interstice g

1.4.4 Contact avec compliance normale

Dans ce cas, les corps est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue a priori.

La contrainte normale o, satisfait la condition dite de compliance normale
-0, = pu(u, — g) (1.4.3)

ou u, est le déplacement normal, g représente l'interstice entre les corps et p, est une fonction

positive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette condition indique que la fonda-
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tion exerce une action sur le corps en fonction de sa pénétration u, — g. . Comme exemple de la

fonction p, nous pouvons considérer

pu(r) = s, (1.4.4)

ol ¢, est une constante positive et 7, = max{0,7}. Un deuxiéme exemple est donné par

cyry sl r<a,
pu(r) = (1.4.5)
c,a sl >,

ol « est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition de

contact (1.4.3) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle dépasse «, la

fondation se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.

1.4.5 Contact avec compliance normale, contrainte unilatérale et adhé-
sion

On va décrire la condition de contact avec compliance normale, contrainte unilatérale et
adhésion sur I'; x (0,7"), on introduit une variable interne d’état 5 définie sur I's, qui représente
I'intensité d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < f < 1. Quand § = 1 a un point
x € I'3, 'adhésion est compléte et tous les liens sont actifs, quand 5 = 0 tous les liens sont
désactivés et il n’ya pas d’adhésion ; et quand 0 < 3 < 1 c’est le cas d’'une adhésion partielle et
mesure la fraction des liens. Pour plus détails sur ce paragraphe, on renvoit par exemple [12]. On
suppose que la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue a priori.
La contrainte normale o, satisfait la condition de compliance normale et contrainte unilatérale

et adhésion, c’est-a-dire
—0, = pu(w) — WB R, (uw,) sur T3 x (0,7), (1.4.6)

ol o, est le déplacement normal, v, est un coefficient positif, p, : ['s x R — R est une fonction

donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction R, : R — R, est 'opérateur de
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troncature donné par
L si s< —L,
R,(s)=4q —s si —L<s<0, (1.4.7)
0 si 0<s.

Ici L > 0 est longeur caractéristique des liens (voir figure 1.5). Cette condition de contact peut

ER,,_(s)

; s

FIGURE 1.5 — Représentation graphique de 'opérateur de troncation R,

étre formulée comme suit :

u, <g, o,+p(uw)—cBRu,) <0,

(1.4.8)
(u, — g)(o, + p(u,) — ¢, f?R(u,)) = 0.

Dans (1.4.8) g est une constante strictement positive, donnée, et p est une fonction satisfait
la condition (1.4.5). La condition (1.4.8) a été introduite dans [46] dans 1’étude d’un probléme
dynamique pour des matériaux viscoplastiques. Elle montre que lorsqu’il ya séparation entre
le corps et 'obstacle, alors la réaction de la fondation est nulle : en outre, la pénétration est
limitée (puisque u, < g ). Lorsque 0 < u,, < g. alors. la réaction de la fondation est déterminée
uniquement par le déplacement normal (puisque —o, = p(u,) — ¢, 82R(u,) ) et lorsque u, = g.
la contrainte normale n’est pas uniquement déterminée mais est soumise a la restriction

—o, > p(u,) — ¢, f?R(u,) . Notons aussi que, dans le cas ¢ = 0 la condition (1.4.8) devient la
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condition de contact unilatéral (1.4.1).

Interprétation. La condition de contact (1.4.8) peut étre interprétée physiquement de la fagon
suivante : la fondation est supposée étre composée d’'un matériau rigide recouvert d’une mince
couche de matériau souple avec une épaisseur g. Le matériau souple est déformable et permet
la pénétration, qui est modélisée avec compliane normale : le matériau dur est rigide et, par
conséquent, il ne permet pas la pénétration. Il résulte de ce qui précéde que la fondation a un
comportement élastique-rigide : le comportement élastique est donné par la couche du matériau
souple, et le comportement rigide est donné par le matériau rigide

Cette condition de contact (1.4.8) peut etre représentée sous la forme du graphe 1.6

plg) T,

,."

FIGURE 1.6 — Contact avec compliance normale et contrainte unilatérale et adhésion

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des composites comme
étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures différentes. Pour modéliser les
phénoménes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a la description du
contact.

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme

B=—[B(1Ry(u)? — €]y sur Tsx(0,T), (1.4.9)

B0) =Py sur Iy, (1.4.10)
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ou 7, et g, sont coefficients d’adhésion positifs, et Sy I’adhésion initiale, tel que

0<By<1, ppaxécls, (1.4.11)

Remarque 1.4.1 Nous remarquons que le champ d’adhésion vérifie la restriction 0 < g < 1.
En effet, puisque 3 < 0 donc 8 < By < 1. En outre, si B =0 quand t = to, donc 8 =0 pour tout
t > tg, et d'ou B =0 pour tout t > to, p.p. x € I's. Alors, nous concluons que 0 < < 1 pour

tout t € [0, T] p.p. x € T's.

1.4.6 Condition de contact avec compliance normale, frottement et

usure

Nous supposons que l'usure de la surface de contact se produit en raison du glissement relatif
entre la surface et la fondation et que les forces de frottement modifient les aspérités de la surface
en enlevant de petites quantités de matiére et en réarrangeant éventuellement les ondulations
restantes. Nous introduisons une fonction d’usure w : I's X [0, 7] — R qui mesurera 'usure de la
surface de contact I's. L’usure est identifiée comme la profondeur normale du matériau perdu.

Nous utilisons la version modifiée de la loi d’Archard :
W(t) = —kyl|v*]|o,(t). (1.4.12)

ou k,, > 0 est un coeflicient d’usure et v* est la vitesse tangentielle de la fondation. Le matériau
souple est thermo-viscoélastique-viscoplastique et pourrait s’user. Par conséquent, nous suppo-

sons que o,(t) satisfait une condition de contact de conformité normale a I'usure, c’est-a-dire

—0,(t) = pu(u,(t) —w(t)) on I's. (1.4.13)

ou p, représente la fonction de compliance normale, cette condition montre qu’a chaque instant

t, la réaction de la couche molle dépend de la valeur courante de la pénétration, représentée par
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u,(t) — w(t). En effet, nous supposons qu'un processus d’usure de la fondation a lieu et que les
débris sont immédiatement retirés du systéme. Ainsi, la pénétration devient w, (t) —w(t), au lieu
de u,(t) comme dans le cas sans usure.

La généralisation correspondante de la loi de Coulomb du frottement sec peut étre énoncée

comme

oo (O < pr (s (t) — w(t)) on T, (1.4.14)
lo-ON < pr(un(t) — w(t)) = @-(t) = v7, (1.4.15)
lo- ()| = pr(u,(t) —w(t)) = u.(t) = v* —ao,(t), a > 0. (1.4.16)

Ici, p, représente la fonction de compliance tangentielle (appelée borne de friction) et ., est la
vitesse tangentielle du corps. Les équations (1.4.15) et (1.4.16) peuvent étre interprétées physi-
quement de la maniére suivante. On peut dire que I’équation de condition (1.4.15) caractérise
le comportement du corps dans la zone dite du baton. Cela implique que lorsque la contrainte
tangentielle est insuffisante, la frontiére colle a la fondation et se déplace a la méme vitesse que
la fondation. I’équation de condition (1.4.16) décrit la zone dite de glissement, c’est-a-dire que
lorsque la contrainte tangentielle atteint sa plus grande valeur, la frontiére ne se déplace pas en
tandem avec la fondation. Le scalaire o > 0 est un multiplicateur indiquant la direction relative

du glissement entre le corps et la fondation.

1.4.7 Condition thermique a la surface de contact

La condition aux limites de température associée sur I's est décrite

06

95"

—k — ko(0 — 0) — ko (||it, — v*[|) on Ty x (0,7), (1.4.17)

ol Ar est la température de la fondation, k. est le coefficient d’échange thermique entre le corps

et I'obstacle, et k, : I's x R, — R, est une fonction tangentielle donnée.
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Pour simplifier la notation, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des différentes

fonctions sur les variables x € QUT et ¢ € [0,T].

1.4.8 Condition électrique a la surface de contact

Dans cette section nous allons énoncer la condition de contact électrique, associée au pro-
bléme électro-mécanique, sur la partie I's de la surface. Nous supposons que la fondation est
électriquement conductive et son potentiel est maintenu a ¢y. La condition électrique sur I's est

donnée par

D-v=1(u,—g)P(p — o) sur I's x (0, 7). (1.4.18)

ou Y et ® sont des fonctions données qui seront décrites ultérieurement. Cette condition repré-
sente une condition régularisée qui peut étre obtenue a partir des considérations suivantes.

Lorsqu’il n’y a pas de contact en un point sur la surface (i.e. u, < g), l'interstice entre le corps
et la base est supposé étre isolant (disons qu'’il est rempli d’air) et la composante normale du
champ de déplacement électrique s’annule pour qu’il n’y ait aucune charge électrique libre sur

la surface. Ainsi,

u, <g=D- -v=0. (1.4.19)

Durant le processus de contact, (i.e. quand u, > ¢) la composante normale du champ de dépla-
cement électrique ou la charge électrique libre est supposé étre proportionnelle a la différence de
potentiel entre la surface du corps et la fondation, avec une constante positive k, comme facteur

de proportionnalité. Ainsi,

u,>g = D-v==Fk,(¢— o). (1.4.20)

Combinons (1.4.19), (1.4.20) pour obtenir

D v = kp X[0,00) (U — g) (¢ — ¢0), (1.4.21)
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ol X[o,00) €st la fonction caractéristique de I'intervalle [0, 00), qui est donnée par

0 ifr <0,
X[0,00) (r) =
1 ifr>0.
La condition (1.4.21) décrit le contact électrique parfait. Pour la rendre plus réaliste, nous la

régularisons par la condition (1.4.18) dans laquelle ® est une fonction de troncation,

p
—Le sis< —ch,

P(s)=9 s  si —Le<s< L, (1.4.22)

\ Lg sis > Lq>,
ou L4 est une constante positive trés grande. De cette facon, la différence ¢ —¢q est remplacée par

{O(s)

v

FIGURE 1.7 — Représentation graphique de la fonction ®

®(p — o). Notons que cette troncation ne pose aucune limitation pratique sur 'applicabilité du
modele puisque Lg peut étre arbitrairement grand (voir figure 1.7) et donc dans les applications
O(p — o) = @ — po. Les raisons de la régularisation (1.4.18) de (1.4.21) sont mathématiques.
Premiérement, nous avons besoin d’éviter les discontinuités dans les charges électriques lorsque
le contact est établi et donc nous régularisons la fonction kxjo ) dans (1.4.21) par une fonction

Lipschitzienne ). Un choix possible est I’exemple suivant :
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0 sir <0,
()= Qkar si0<r<?i (1.4.23)
kk sir > %,
ol A > 0 est un parameétre assez grand.
T w()

—_

1/4

FIGURE 1.8 — Représentation graphique de la fonction v

Ce choix veut dire que durant le processus du contact, la conductivité électrique augmente avec
le contact & travers les aspérités de la surface, et se stabilise quand la pénétration u, — g atteint
la valeur % Deuxiémement, nous avons besoin du terme ®(¢ — ) pour rendre le terme ¢ — ¢q

borné (voir figure 1.8). Notons que lorsque ¢ = 0 dans (1.4.18), nous obtenons
D-v=0, surl'yx(0,7), (1.4.24)

ce qui découple les problémes électriques et mécaniques sur la surface de contact. La condition
(1.4.24) modélise le cas ou l'obstacle est un isolant parfait et a été utilisée dans [74, 75, 49].
La condition (1.4.18) a la place de (1.4.24), introduit un couplage fort entre les conditions aux

limites mécaniques et électriques et méne vers un nouveau modeéle mathématique, non standard.
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Chapitre 2

Outils Mathématiques

Dans ce chapitre, nous présentons quelques préliminaires de ’analyse fonctionnelle qui seront
utilisés partout dans cette thése. Il nous est paru utile de donner quelques rappels sur les espaces
fonctionnels et & valeurs vectorielles, les espaces fonctionnels pour la méanique, les équations et
les inéquations variationnelles et quasi-variationnelles, les lemmes de Gronwall, le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, et le théoréme de point fixe. Partout dans ce chapitre {2 est un domaine borné
et Lipschitzien de R%(d = 2,3), de frontiére I' représentable localement comme le graphe dune
fonction Lipschitzienne sur un ouvert Q de R?~! étant situé localement d’un seul coté de I'. Par
ailleurs, nous considérons deux décompositions de I', ' =T Ul Ul'set I' =T, UT', UT'3 avec

I;NT; =0,4#j telle que T'y, Ty, T's, Ty, Ty sont mesurables et mesI'y > 0, mesI', > 0.

2.1 Espaces fonctionnels

2.1.1 Espaces de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur 'espace de Sobolev H'(€2) défini
par

HYQ) = {u e LXQ) | due LXQ), i=1,..d}.
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D’abord, on note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L*(Q)? pour tout u € H(Q).

On sait que H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u, V) () = (u,v) 120y + (O3, Oiv) 120,
et la norme associée
Jallimsiay = (s )y ot on ecrit ullf g = [ulZag + [Vuliage  (2:1.1)

On a les résultats suivants :

C' () est dense dans H*(Q2)

Théoréme 2.1.1 . ( Rellich )
HY(Q) C L*(Q) avec injection compacte

Théoréme 2.1.2 . (trace de Sobolev) Il existe une application linéaire et continue y : H'(Q) —

L%(T) telle que yu = u|r pour u € C*(Q).

Remarque 2.1.1 . ['espace L*(T') ci-dessus represénte l’espace des fonctions réelles sur T qui
sont L? pour la mesure superficielle dU'. L’application v s’appelle application de trace; elle est
définie comme le pronlongement par densité de lapplication u — ulr définie pour u € C*(Q).

On note que 'application de trace v : H*(Q)) — L*(T) est un opérateur compact.

Remarque 2.1.2 On note que Uapplication de trace § : H'(Q) — L2(T') est un opérateur com-

pacte.

Définition 2.1.1 Pour tout k € N et pour tout p € [1,+00], nous définissons l’espace de Sobolev
WHEP(Q) par

WEP(Q) = {u € LP(Q) Ya, |af < k; v, € LP(Q), tel quev, = Do‘u}.

Remarque 2.1.3 Nous ferons trés souvent l’abus d’écriture qui consiste a identifier D*u et v,.
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La norme sur I'espace W*?(€)) est donnée par

1
P
( Z | D*u ||rr @) ) si 1 <p<oo,

| w [l @)= <k

max || D%u ||, (o) si p=oc.
|la|<k

Pour p = 2, on note par H*(Q) I'espace W*?2(2) et la norme précédente provient d’un produit

scalaire.

Théoréme 2.1.3 Les espaces de Sobolev WEP(Q), pour k € N et p € [1,+00], munis de la
norme || - ||, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces H*(Q), pour tout k entier, sont

des espaces de Hilbert.

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev nous renvoyons a [18].

2.1.2 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Soit 0 < T' < oo et soit (X, || - ||x) un espace de Banach réel. Nous notons par C.(0,7; X)

I’ensemble des fonctions continues & support compact dans (0,7") a valeurs dans X.

Définition 2.1.2 . Une fonction f : [0,7] — X est dite mesurable s’il existe un sous ensemble
E C [0,T] de mesure nulle et une suite (f,,)en. de fonctions appartenant a C.(0,7"; X) telle que

| fu(t) — f(t)|]|x — 0 quand n — oo, pour tout ¢t € [0,T]/E.

Définition 2.1.3 . Une fonction f : [0,7] — X est dite fortement dérivable dans t, € (0,7") s'il

existe un élément 4 (ty) € X appelé la dérivée forte de f dans tg, tel que
dt

Liml| (F(to+h) — (1)) ~ D(to)]lx = 0. (212
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Définition 2.1.4 . Une fonction f : [0,7] — X est dite intégrable s’il existe une suite (f,)nen

de fonctions appartenant & C.(0,7T; X) telle que

Lim / 1(fult) = £t = 0. (2.1.3)

n—-+o0o

Théoréme 2.1.4 (Bochner) Une fonction f :[0,T] — X est dite mesurable et intégrable si et

seulement si x — || f(z)|lx : [0,T] — Ry est intégrable. Dans ce cas,

T T
l / fillx < / 1/ Lt (2.1.4)

Soit 1 < p < oo lespace de Lebesgue LP(0,T; X) est ’ensemble des classes de fonctions f :
(0,7) — X mesurables telles que I'application ¢t — || f(¢)||x appartient a LP(0,7") On sait que

LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme
1 .
1f om0 = (Jo IF@I%dt)?, sil<p< oo, (2.1.5)
1fllzerx) =nf{C >0 : ||f(t)|x <C, ppte(0,T)}, sip=oc. (2.1.6)
par ailleurs, on a les résultats suivants.

Proposition 2.1.1 (1) LP(0,T;X) (1 <p < o0) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-,-)x alors L*(0,T; X) est aussi un

espace de Hilbert avec le produit scalaire

(4, ) 2(0,7:) :/o (u(t),v(t))xdt.

(3) L™(0,T; X) C L90,T; X) avec injection continue 1 < g < r < oo.

(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

LP(0,T;X) C LY0,T; X) sil<p,q< oo,

D=

LY0,T; X) c L™(0,T; X),
ou L*(0,T; X)) represente le dual de l'espace LP(0,T;X) , 1 <p < 0.
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Définition 2.1.5 . Soit u,v € L'(0,T; X). La fonction v s’appelle la dérivée généralisée d’ordre
n de u sur (0,7) si

/T o™ (Byult)dt = (—1)" /Tgo(t)v(t)dt, Vo € C2(0,T). (2.1.7)

C(0,T) étant l'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, a support compact dans

(0, T). Nous écrivons v = @ pour n = 1 et v = u™ pour n > 2.

Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev W1P(0,T; X) est I'espace des fonctions u : [0,T] — X
telles que u € LP(0,T; X) et w € LP(0,T; X) et WP(0,T; X) est un espace de Banach muni de

la norme

ullwrieorx) = llulleorx) + l|ullzeo,rx)-

Définition 2.1.6 Une fonction f : [0,7] — X est dite absolument continue si quelque soit

e > 0, il existe § = () > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a;,b;) disjoints, inclus dans

0,77, tels que > (bj —a;) <donad | f(bj)— flaj)]x <e
J J

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les fonctions de

I'espace W12(0,T; X).

Théoréme 2.1.5 . Soit 1 < p < oo un espace de banach reflexif et soit w € LP(0,T;X). Les
propri€tés suivantes sont equivalentes :

(1) w e WHr(0,T; X).

(2) u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable ayant la dérivée forte
dans LP(0,T; X).

(3) Il existe ug € X et g € LP(0,T; X) telles que u(t) = ug + fg g(s)ds ¥Vt e[0,T].

Il découle de la démonstration du Théoréeme 2.1.5 que, si X est un espace réflexif, alors toute

fonction u € WP(0,T; X) est fortement dérivable p.p sur (0,T) et © = Z—? p.p sur (0,7) par
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ailleurs WH1(0, T; X) coincide avec I'ensemble des fonctions lipschitziennes u : [0, 7] — X.

Etant donné un entier k > 2 et un réel 1 < p < 0o on définit par récurrence ’espace
WE?(0,T; X) = {u € WEEP(0,T; X); 0 € WE2(0,T; X))}

on vérifie aisément que u € WHP(0,T; X) si et seulement s’il existe k fonctions gy, ...gr €

L>(0,T; X) telles que

[ u(t)eW (t)dt = (—1)7 [ g;(0p(t)dt Yo € C2(1),Y] = 1,2, ...k

ott o) désigne la dérivée d’ordre j de ¢. On peut donc considérer les dérivée successives @ = g,

u® =gy, ..., u® = g,. L’espase W*P(0,T; X) est un espase de banach munidela norme
a=k

||u||Wk7P(O,T;X) = ||U||LP(0,T;X) + Z||U(a)||Lp(0,T;X)'

a=1

Nous dénotons aussi par C([0,7T]; X) et C1([0,T]; X) les espaces des fonctions continues et

contintiment différentiables sur [0, 7] & valeurs dans X, respectivement, avec les normes

zlleqorix) = Maz|lz(t)]|x,
telo.1] (2.1.8)
xy =M t M C(t
2]l o1 (0,73, te[%llm( )Ix "’te[&?]”x( )lx

Pour plus de détails sur les résultats résumés dans ce paragraphe nous renvoyons le lecteur par

exemple a [18].

2.1.3 Espaces fonctionnels pour la méanique
Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u et o :
H ={u= (u) | u; € L*(Q)},
Hy ={u=(u;) € H|u € H(Q)},
Q ={o = (o) | 0i = 0js € L*(V)},

Q1 ={o € Q| Dive = (ay;) € L*(2)*}.
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Les espaces H, Hi, Q) et ()1 sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires donnés

par
(u,v)g = / u;v;dr, Yu,v € H,
Q
(u,v) g, = (u,v)g + (e(u),e(v))g, VYu,v e Hy,
(0,7)q :/UijTijdxa Vo, € Q,
Q
(,7)g, = (0,7)g+ (Dive,Divr)y, Vo,7€Q,
respectivement, ot € : H; — Q) et Div : (Q; — H sont respectivement les opérateurs de déforma-
tion et de divergence, définis par
1 .
e(u) = (eyj(w), ei(u) = 5(uiyj +uje), Dive = (07).

Soit X un espace de Banach, nous désignons par || - ||x la norme associée, en particulier les
normes associées aux espaces H, Hy, Q et ().

Puisque la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiére est définie
p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour désigner la trace yv
de v sur I'. Rappelons que ’application de trace v : H; — Hr est linéaire et continue, mais n’est
pas surjective. L’image de H; par cette application est notée par Hr, ce sous-espace s’injecte
continiment dans L?(T")?. Désignons par Hj le dual de Hr, et (-,-) le produit de dualité entre

H{ et Hr Pour tout o € @y, il existe un élément ov € HJ. tel que
(ov,yv) = (0,2(v))g + (Dive,v)g Vv € H;. (2.1.9)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule
(ov,yv) = /O’V ~vda, Vv e H;. (2.1.10)
r
Donc, pour o assez régulier nous avons la formule suivante (Formule de Green) :

(o,e(v))g + Dive,v)g = /0'1/ -vda, Vv € Hj. (2.1.11)
r
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Nous définissons I’espace des déplacements admissibles V' défini par
V={ve H( Q)| v=0surI}. (2.1.12)
et soit le sous-ensemble convexe des déplacements admissibles donné par
U={veV]v <gsurIs}. (2.1.13)

Puisque mesI'; > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V', alors, il existe une constante Cx > 0

dépendant uniquement de Q et I'y telle que
le()lle = Crllvlla,, (2.1.14)

Nous considérons sur l'espace V', le produit scalaire donné par

(u,v)y = (e(u),e(v))g Yu,v e V. (2.1.15)

et soit || - ||y la norme associée, i.e.
[ollv = lle@)llg, veV (2.1.16)
Par I'inégalité de Korn, il vient que || - ||, et || - [[v sont des normes équivalentes sur V' et ainsi
(V|| - [[v) est un espace de Hilbert. En outre, par le Théoréme de trace de Sobolev il existe une

constante Cy dépendant uniquement de €2, I'y et I'3 telle que
[0l 2ry)e < Collollv, Yo eV. (2.1.17)

De plus, on note par V' le duale de V. Nous utilisons la notation (.,.)yyy pour représenter la
dualité entre V' et V.
Pour une fonction scalaire 3, qui représente le champ d’adhésion sur I's la surface du contact,

nous définissons 'ensemble

Z={B:Ty3x[0,T] >R|0<B(t)<1 sur s} (2.1.18)
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Pour le champ de températeure, nous définissons 'ensemble E de H'()) par
E={we H(Q) w=0 sur I;UT,}, (2.1.19)
et on considére le produit scalaire et la norme correspondante donnés par :

0,me = (VO,V0)2ye, |Inlle = n.npEV0,neE (2.1.20)

D’apres le théoréme de la trace de Sobolev, il existe une constante C; > 0 qui ne dépend que d’
Q) et de I telle que
1nllz2rs) < Chllnlle Vi€ E (2.1.21)

Puisque mes(I';) > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,

I 70 lz20)e=> Cr |Inlle Vn € E (2.1.22)

L?(2) s’identifie & son dual et & un sous-espace du dual E’ of F c’est-a-dire., E C L?(Q2) C E',
et on dit que les inclusions ci-dessus définissent un triplet de Gelfand.

Nous utilisons la notation (.,.) g g pour la dualité entre E' et E. On a
(0. me.s= (00120 V9n€EE (2.1.23)

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev associés aux inconnues électriques
(champ du déplacement électrique D et le potentiel électrique ¢ ) de probléme électro-mécaniques
qui vont étre introduit dans la chapitre 4 de la thése.

Soient les espaces
W={D=(Dy)| D; € L*(),divD € L*(Q)}, (2.1.24)
W={CeH'(Q)|(=0surI,}, (2.1.25)

ou divD = (D,;). Ces espaces W et W sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires donnés par
(D, E)W = (D, E)LQ(Q)d + (le D, div E)LQ(Q), (2126)

(0, O)w = (V, Vo) 2 (qa, (2.1.27)
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et leurs normes associées || - ||w et || - |[w , respectivement.
IDIy = [IDIIZ20ye + divDl 72y - llellw = IVl 2. (2.1.28)
Puisque mes(I',) > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,
V¢l = Cr ICllar@)y, VCEW, (2.1.29)

ou Cp > 0 est une constante qui dépend uniquement de © et I', et V&€ = (€ ;).
Il s’ensuit de (2.1.29) que |||/, @) et ||-[[w sont des normes équivalentes sur W et donc (W, || - |lw)
est un espace réel de Hilbert . De plus, par le théoréme de trace de Sobolev, il existe une constante

Cy dépendant uniquement de Q, T', et T's telle que

1<l z2s) < CollCllw, V¢ eW. (2.1.30)

Aussi, rappelons que lorsque D € L%(Q)? est une fonction réguliére, la formule de Green (2.1.11)

est satisfaite :

(D, V) + (divD, )y = /D ‘wCda, V¢ e HY(Q), (2.1.31)
r
Enfin, nous definissons les formules de green suivants :
00
(A9,£)L2(Q) —+ (VH . Vf)p(g) = / % (5dI, Yo e L2<Q). f - Hl(Q), (2.1.32)
r
0
(A(,f)Lz(Q) + (V¢ Vf)Lz(Q) = a—i Edx, V(€ LQ(Q),f € Hl(Q). (2.1.33)
r

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur par exemple

a[1, 18, 28].

2.2 Eléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

Dans cette section nous allons rappeler quelques notions d’analyse non linéaire qui seront
d’une grande utilité pour la réalisation de ce travail. En particulier des résultats sur les opéra-

teurs monotones, et quelques résultats concernant les inéquations quasi-variationnelles elliptiques
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et d’évolution, et les équations et les inéquations variationnelles d’évolution paraboliques du pre-

miére ordre qui interviennent dans 1’étude des problémes mécaniques.

2.2.1 Opérateurs non linéaires

Nous commongons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones
et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert V' muni du produit scalaire (.,.)y
et la norme associée ||.||y et V' 'espase dual de V' en notant par (.,.)y/«y pour le produit de

dualité entre V et V.

Définition 2.2.1 . L’opérateur A : V — V' est dite :

(a) monotome si

(Au— Av,v — w)yxyr >0 Yu,v € V3

(b) fortement monotone s'il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u — v)yxyr > mlu —v||} Yu,veV;
(c) de Lipschitz §'il existe L > 0
|Au — Avl|y < Llju —v|ly Yu,veV.

(d) est dite hemicontinu si pour toute suite numérique (A,) C R telle que A\, — X lorsque

n — +00 on a
(A(u + Apv), w)yricy = (A(u+ Av), w)yry quand n — +00.
En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant :

Proposition 2.2.1 . Tout opérateur de Lipschitz est hemcontinu.
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2.2.2 Inéquations variationnelles paraboliques

Théoréme 2.2.1 . Soit V. C H C V' est un triple de Gelfand, K est un sous-ensemble fermé
non vide et convexe de V, et soit A : V. — V' est un opérateur linéaire, symétrique et continu

qui satisfait
il existe Cy € R et O3 > 0 tel que (Av,v)yiy + Col|v||F > Cs||v|}, Vv € V. (2.2.1)

Alors, pour tout ug € K et f € L*(0,T;V"), il existe une unique fonction u qui satisfaite

u€ L20,T;V))NnC(,T; H) N W20, T; V") (2.2.2)

u(t) € K, Vtelo,T], (2.2.3)
(a(t),v = u())vixv + (Au(t), v —u(t)) vy (2.2.4)

> <f(t),U — u(t))V/Xv, Yv € K, p.p.t € (O,T),

u(0) = ug. (2.2.5)

Siug € K et f € L*0,T; H), alors il existe une unique fonction u qui satisfaite (2.2.3)-(2.2.5)
et vérifie
w € W20, T; H) N L*(0,T;V) (2.2.6)

Ce théoréme sera utilisé au chapitre 3 dans I’étude du probléme de contact avec endommagement.

2.2.3 Equations différentielles ordinaires dans des espaces abstraits
Le résultat abstrait suivant sera utilisé dans chapitre 3 pour prouver l'existance et 1'unicité
de la solution du probléme intermédiaire impliquant le champ de temperature.

Théoréme 2.2.2 . Soit V. C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : V. — V' un opérateur

hemicontinu et monotone qui satisfait.

(Av, v)yrev > w|v[|} + A, Yo €V, (2.2.7)

[Av]lv: < Ci([Jolly +1), YoeV (2.2.8)
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Pour des constantes w > 0, C; > 0, et A € R. Etant donnée ug € H et f € L*(0,T; V"), alors il

existe une fonction unique u satisfait

we L0.T: V)N C(0,T]; H), @e L20.T;V"),
u(t) + Au(t) = f(t) p.p.t € (0,T),

u(0) = uo.

Les démonstrations de deux théorémes précédentes peuvent étre trouvées par exemple dans

[10, 11].

2.2.4 Inéquations quasi-variationnelles elliptiques et d’évolution

On considére un espace de Hilbert X muni du produit scalaire (.,.)x et de la norme associée
| . ||x , et K est un sous-ensemble convexe non vide de X, et soit A : K — X un opérateur non
linéaire, J : K x K — R et f € X. Compte tenu de ces données, nous considérons I'inéquation

quasi-variable suivante
ve K, (Au,v—u)x + J(u,v) — J(u,u) > (f,v — u) Yo € K. (2.2.9)

Pour résoudre cette inéquation, on suppose que A est fortement monotone et de Lipschitz, c’est-
a-dire

((a) 11 existe my > 0 tel que

(Au— Av,u —v)x > mp|lu—ol5% Yu,ve X.

S (2.2.10)
(b) Il existe M, > 0 tel que

|Au — Av||x < My ||lu—v||x Yu, v e X.
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et la fonctionnelle J : K x K — R satisfait

/

(a)Pour tout n € K,J(n,-): K - R
est convexe et semi-continu inférieur sur K

(b) 1l existe v > 0 tel que (2.2.11)
J(u1,v9) — J(ug,v1) + J(uz,v1) — J(ug, ve)

\ < alluy — us||x|lvr — val|lx Vui,ug,v1,v0 € K

L’existence et 1'unicité d’une solution au probléme (2.2.9) est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 2.2.3 Supposons que les hypotheéses (2.2.10) et (2.2.11) soient satisfaites. Alors, si

a < my, pour tout f € X, il existe une solution unique uw € X au probléme (2.2.9).

Une preuve du théoréme peut étre trouvée par exemple dans ([77],p.83).
Dans le troisieme chapitre du mémoire, nous utiliserons un résultat abstrait sur les inéquations
quasi-variationnelles d’évolution. Ce résultat concerne les problémes du type suivant

Trouver u : [0,7] — X tel que

(Aa(t),v —a(t))x + (Bu(t),v —a(t))x +j(u(t),v) = jul(t), ()

> (f(t),v—u(t)x VvelX, tel0,T],

(2.2.12)

u(0) = uo. (2.2.13)

La différence entre le probléme (2.2.9) et le probléme (3.3.1)—(2.2.13) consiste dans le fait que
le dernier probléme est évolutif. En effet, f et u dépendent maintenant du temps, la dérivée u
apparait dans la formulation du probléme et par conséquent, une condition initiale, (2.2.13), est
rajoutée.

Pour étudier le probléme (3.3.1)—(2.2.13), en plus des hypothéses (2.2.10) et (2.2.11), nous
avons besoin des hypothéses suivantes.

L’opérateur non linéaire B : X — Xest de Lipschitz, c’est-a-dire, Il existe Lg > 0 tel que
dLg > Otelque ||Bu; — Bus||x < Lp||ur —uz|lx Vui,us € X. (2.2.14)
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Aussi, nous supposons que

fec(o,1); X), (2.2.15)

uy € X. (2.2.16)

Dans ’étude du probléme (3.3.1)—(2.2.13), nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.2.4 Soient (2.2.10), (2.2.11) et (4.3.3)-(3.3.5) satisfaites. Alors :
(1) Il existe une unique solution v € C*([0,T]; X) au probleme (3.3.1) and (2.2.13).
(2) Siuy etuy sont deux solutions du probléme (3.3.1) and (2.2.13) correspondant aux données

f1, f2€ C([0,T]; X), alors il existe ¢ > 0 tel que
[61() — ()| x < (|l f1(t) = fo®)|lx + Jur(t) — us(t)||x) Vte[0,T].  (2.2.17)

Ce résultat d’existence, d’unicité et de régularité a été prouvé dans [43| et peut étre aussi trouvé

dans [44, p. 230-234].

2.2.5 Théoréme de point fixe de Banach

Le théoréme de point fixe de Banach va étre utilisé plus tard dans cette thése pour démontrer
'existence et l'unicité. Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.||x, K C X une partie
de X et soit A : K — X un opérateur défini sur K. On s’intéresse a I'exitence d’une solution de
I’équation

Au)=u, ue K (2.2.18)
Une telle solution de (2.2.18) s’appelle un point fixe de A dans K.

Théoréme 2.2.5 . (de point fize de Banach) Soit K une partie non vide et fermé de [’espace

de Banach X et soit A : K — K une contractante, i.e, Ik €]0, 1] tel que

|A(uw) — A()||x < kllu —v]x, u,ve K.
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Alors il ezists un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, A posséde un point fixe unique

dans K

Nous allons ainsi utiliser une version du théoréme de point fixe de Banach que nous présentons
ci-dessus.

Pour cela, nous rappelons que les puissances de 'opérateur A sont définies récursivement par

A" = A(A™™1) pour n > 2.

Théoréme 2.2.6 . Sous les mémes conditions du Théoreme 2.2.5, on suppose que A" est une

contractante pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fixe unique dans K.

2.3 Compléments divers

Dans cette section, nous allons rappeler une version du théoréme de Cauchy- Lipschitz (voir

par exemple [83] ,p.48).

Théoréme 2.3.1 Soit (X, || - ||x) est un espace de Banach réel et soit F(t,-) : X — X un

opérateur défini p.p. sur (0,T) qui satisfait les propriétés suivantes :
il existe Lp > 0 tel que |[F(t,x) — F(t,y)||x < Lp|lx —y||x, Vz,y € X, p.p.t € (0,T),
il existe 1 < p < oo tel que F(-,x) € LP(0,T;X), Vze X.

Alors, pour tout xq € X, il existe une fonction unique, x € WHP(0,T; X) tel que

(t) = F(t,z(t)) p.p.-te(0,7T),
z(0) = xo.

Le Théoreme 2.3.1 sera utilisé pour prouver la solvabilité unique du probléme intermédiaire im-

pliquant le champ d’adhésion ou le champ d’usure.
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Nous rappelons encore les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-
breux problémes de majoration et d’estimation d’erreur, en particulier pour établir 'unicite de la
solution. Pour avoir plus de détails sur les rappels figurant dans cette section, on pourra consulter

par exemple [45]. Preuve. pour une démonstration, voir (|18, page 81-82).

2.3.1 Lemmes de type Gronwall

Lemme 2.3.1 . Soient m,n € C([0,T] : R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0,T]
et soit a > 0 une constante, et ¢ € C([0,T];R). est une fonction telle que
(1) Si
¢ ¢
o(t) <a —i—/ m(s)ds —i—/ n(s)p(s)ds, Vt e [0,T],
0 0

alors
o(t) < (a+/0 m(s)ds) exp(/o n(s)ds), Vte|[0,T].
(2) Si
o(t) <m(t)+a -/0 o(s)ds vVt e [0,T],
alors

t t
/ P(s)ds < T / m(s)ds Vt e [0,T],
0 0
pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient

Corollaire 2.3.1 . Soit n € C([0,7] : R) telle que n(t) > 0 pour tout ¢ € [0, 7] et soit a > 0.une

constante, et ¢ € C'([0,7] : R) est une fonction telle que

o(t) <a+ /Otn(sgb(s)ds, vt € [0,T],

alors

ot) <a- exp(/otn(s)ds), vt € (0,77,

37



Chapitre 2 Outils Mathématiques

Le corollaire 2.3.1 est souvent utilisé pour montrer 'unicité de la solution, de la fagon suivante.
On suppose deux solutions, en notant par ¢ la norme de la différence entre ces solutions, on

essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

o(t) < /Otn(s)qb(s)ds, vt € (0,7,

avec une certaine fonction n > 0. En appliquant corollaire 2.3.1 donne immédiatement la nullité

de ¢.

2.3.2 Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet

Théoréme 2.3.2 Soit H un espace de Hilbert et soit H son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H'

il existe f € H unique tel que

<¢>U>H'><H:(fav)H Yv € H.

De plus
o lla=If -

2.3.3 Sous différentiabilité

Nous considérons partout dans ce paragraphe que X est un espace normé, X’ I'espace dual

de X et K un sous-ensemble de ’espace X.

Définition 2.3.1 . On appelle fonction indicatrice de K |, la fonction yg définie par

0 si ue K,
XK = (2.3.1)
+oo si u¢ K

Il est important d’introduire des notions telles que la sous-différentiabilité et le sous-gradiant
d’une fonction. La notion de sous-différentiabilité intervient fréquement en mécanique et notam-

ment dans la mécanique du contact.
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Définition 2.3.2 . Soit une fonction j : X — R et u un élément de X tel que j(u) # oo.

Le sous-différentiel de j en u, noté dj(u) est 'ensemble de X’ défini par
Jju) ={u" € X": j(v) > jlu)+ (W, v —u)xxx, YveEX} (2.3.2)

Tout élément u' de 'ensemble 9j(u) est appelé sous-gradient de j en u. La fonction j est dite
sous-différentiable en u si dj(u) # 0, et on dit sous-différentiable si elle I’est en tout point u de

I’'espace X.

Dans le cas d’un espace de Hilbert X, le sous-différentiel de j en u peut aussi étre écrit comme
dj(u) ={v' € X : j(v) >j(u)+ (,v—u)x, YveX}.

Maintenant nous supposons que K est un convexe non vide. Nous considérons la fonction in-
dicatrice yx de l’ensemble K. Nous avons de suite que si u ¢ K alors dxx(u) = 0. Supposons
alors que u € K. Il vient que si v’ € dxk(u) alors (v, v —u)xvx <0, Vv € K.

Nous pouvons ainsi caractériser le sous-différentiel dxx d’une fonction indicatrice xx dun en-

semble convexe non vide

Oxg(u)={u e X' : (W, v—u)xxx <0, Yo e K} (2.3.3)
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Probléme de contact quasistatique
thermo-viscoélastique-viscoplastique avec

endommagement et usure

Dans ce chapitre, nous allons traiter un probléme de contact quasistatique entre un corps
thermo-viscoélastique-viscoplastique et une fondation en mouvement. Le contact est modélisé par
une condition de compliance normale avec une loi de frottement sec associée et usure decrit par la
loi d’Archard. L’effet d’endommagement est pris en considération dans la loi constitutive thermo-
viscoélastique. Ensuite, nous décrivons une formulation variationnelle. Enfin, dans la troisiéme
section, nous énongons Théoréme 3.3.1 et nous fournissons ’existence et 'unicité d’une solution
faible du probléme, et nous le prouvons. Les résultats présentés dans ce chapitre font 'objet d’un

article [26].
3.1 Probléme thermo-mécanique et hypothéses

Nous plagons dans le cadre physique (n°1 (page 1)). Nous considérons que le corps est thermo-
viscoélastique-viscoplastique qui peut subir une usure sur la surface en contact avec une fondation

en mouvement, plus exactement on utlise une loi de comportement de la forme (1.2.2). En ce qui
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concerne le contact, nous le modelisons par une condition de compliance normale, frottement et
usure. Avec ces considerations, le modéle mathématique (n°1 (page 6)) nous conduit au probléme
thermo-mécanique suivant

Probléme P. Trouver un champ des déplacements u : %[0, 7] — R% un champ des contraintes
o : Q) x[0,T] — S% un champ de température 6 : Q x [0, 7] — R, un champ d’endommagement

¢:Qx[0,T] = R et une fonction d’usure w : I's X [0, 7] — R telles que

o = Ae(u) + Be(u) — M0 + /Ot G(o(s),e(u(s)),((s))ds, dans Qx (0,7), (3.1.1)

0 — div(KV0) = —M.Viu+ gy dans Q x (0,7), (3.1.2)
(= AL+ 09k (C) 3 Y(o,e(u),0,¢) dans Q x (0,T), (3.1.3)
Dive +f, =0 dans Q x (0,7), (3.1.4)
u=0 surly x(0,7), (3.1.5)
ov="_f surlyx(0,T), (3.1.6)
=0 sur 'y UT, x (0,7), (3.1.7)

— oy =py(uy —w), o < p-(uy, —w),
HO'TH < pT(uV — w) = u‘r = ’U*, sur Fg X (O,T), (318)

ol = pr(uy —w) = U, = v" —ao,, a>0,

— kijgyj = k:e(Q — QF) — kZT(H’U,T — 'U*H> sur F3 X (O,T), (319)
v

W = ky||v*||py(u, —w) sur I's x (0,7), (3.1.10)
a¢

— = 3.1.11
7 0 surI'x (0,7, ( )
w(0) =0 sur I3, (3.1.12)
u(0) =ug , 6(0) =6y, C(0)=¢, dans . (3.1.13)

Ici, les équations (3.1.1) et (3.1.2) représentent la loi de comportement thermo viscoélastique-

viscoplastique avec endommagement introduite dans la premiére section, 1’évolution de 1’en-
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dommagement est gouvernée par l'inclusion de type parabolique donnée par la relation (3.1.3).
L’équation (3.1.4) représente I’ équation d’équilibre pour les contraintes. Les égalités (3.1.5)
et (3.1.6) sont respectivement les conditions aux limites déplacement-traction. (3.1.8) décrit le
contact de frottement avec compliance normale et usure sur la surface de contact potentielle
I'3. L’équation (3.1.10) représente ’équation différentielle ordinaire qui décrit ’évolution de la
fonction d’usure. L’égalité (3.1.11) décrit une condition aux limites de Neumann homogéne, oil
% est la dérivée normale de (. Dans I’équation (3.1.12),w(0) = 0 signifie qu’au moment initial
le corps n’est soumis & aucune usure préalable. Ensuite, les fonctions wug, 6y et (p dans (3.1.13)
sont les données initiales.

Pour I’étude du probléme thermo-mécanique P, nous considérons les hypothéses suivantes.

L’opérateur de viscosité A : Q x S¢ — S satisfait

(

(a) Il existe L >0 tel que ||A(x,e1) — A(x,€2)|| < Laller — &2

pour tous €1,€, € S%, a.e.x € Q.

(b) Il existe m4 > 0 tel que

(Alx,e1) = Alx.2)) - (61— €2) = males — el (3.1.14)
pour tous €1,€2 € S%, a.e. x € Q.

(¢) L’application x — A(x, €) est Lebesgue mesurable sur  pour toute e € S7.

\ (d) L’application x — A(x,0) appartient & Q.

L’opérateur d’élasticité B : Q x S¢ — S satisfait

)
(a) Il existe une constante Lz > 0 telle que

1B(x,€1) = B(x, &2)|| < Lller — &2
q pour tous €1,€; € S% a.ex € Q. (3.1.15)

(b) L’application x — B(x, €) est Lebesgue mesurable sur  pour toute e € S7.

(¢) L’application x — B(x,0) appartient a .
(
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L’opérateur viscoplastique G : Q x S? x S x R — S? satisfait

)
(a) Il existe une constante Lg > 0 telle que

1G(x,01,€1,¢1) = G(x, 02,82, G|

< Lg(llor — oafl + [ler — eaf[ + |G — Gf)
pour tous o, 09,€1,€2 € S%, (1,6 €R, ae x € Q. (3.1.16)
(b) L’application x — G(x,0,€,() est Lebesgue mesurable sur €,

pour tous o, € S? et ¢ € R.

(c) L’application x — G(x,0,0,0) appartient & Q.
\

La fonction source d’endommagement 9 :  x S x R x R — R satisfait

p

(a) Il existe une constante L, > 0 telle que
[U(x,01,€1,01,G1) — V(X, 09, €2, 02, ()|
< Ly(lloy — oaf + [ler — € + 161 — O2] 4 [ — G)
pour tous €1,€5 € S%,01,05,(1,( €R, ae. x € Q. (3.1.17)
(b) L’application x — 9(x,0,€,60,() est Lebesgue mesurable sur €,

pour tous o, € S? et 0, € R.

\ (¢) L’application x + 1(x, 0,0,0,0) appartient a L*(12).

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R, satisfait

(

(a) Il existe L, > 0 tel que |p,(x,u1) — pu(x,u2)| < Ly |ug — ug

pour tous uqy, us € R, a.e. x € I's.
(3.1.18)

(b) L’application x — p,(x,u) est mesurable sur I'; pour tous u € R.

\ (c) L’application x ~ p,(x,0) appartient a L*(T3).
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La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R, satisfait

(

(a) Il existe L, > 0 tel que |p;(x,u1) — pr(x,u2)| < Ly |ug — ugy

pour tout wuy, us € R, a.e. x €l

(b) L’application x +— p,(x,u) est mesurable sur I's pour tout u € R. G119
\ (c) L’application x ~ p,(x,0) appartient & L*(T3).
La fonction tangentielle k, : I'3 x R, — R, satisfait
(a) 1l existe M, > 0 tel que |k-(x,71) — k- (x,72)| < M, |r1 — 79
pour tout 71, 72 € Ry, a.e. x € I's. (3.1.20)

(b) L’application x + k,(x,0) € L*(I's) est mesurable sur I's. ¥V r € R,
Un exemple concret de fonction tangentielle k, est donné par
kT(X, T) = p(X)?”, x €I,

ou p € L>®(I'3, R, ) représente un coefficient de vitesse pour le gradient de température.
Le tenseur de dilatation thermique M = (m;;) : @ x R? — R, la densité des sources de chaleur

qun et le tenseur de conductivité thermique K : Q x R — R? satisfont

M = (my;), my; =my; € L=(Q), g, € C(0,T; L*(12)), (3.1.21)
E|Ck > 0 such that kzjgzgj > ck&fj, V§ € Rd. (3123)

Nous supposons aussi que les forces volumiques et les tractions surfaciques aient la régularité
fy € C([0,T]; L2(Q)%Y), £, € C([0,T]; L*(T2)%). (3.1.24)

On suppose que les conditions initiales et aux limites sont satisfaites

’U;QEV, eer, C()EK,
(3.1.25)

k. € L°(Q,R,), 0 L*0,T;L*(T3)).
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Enfin, nous définissons les applications a : H'(Q) x HY(Q) - R, P:V xV x L*(T3) — R,

f:VxV >R, S5:[0,T] = R et les fonctions Z : E — E' et R : V — E’, respectivement, par

a(C, ) :/vg-vg dz, (3.1.26)
Q
P(w,u,v) = / (U, — w)v,da + / pr(u, —w)||v, — v*||da, (3.1.27)
F3 FS
f(u,v) = /fo -vdx +/ f; - vda, (3.1.28)
Q Ty
(S, 1) o = / qon(B)pdz + / kO (t) (3.1.29)
Q I's
or ou
z IXE = AT A e ; 1.
(ZT, 1) prxE /glkjaxjaa:idx+/1~3k7“da (3.1.30)
(Ro, ) pr«p = —/(/\/l . Vv)ud:x+/ kr([o; —v*||)p da. (3.1.31)
Q I3

3.2 Formulation variationnelle

Supposons que le probléme (3.1.1)-(3.1.13) admet une solution réguliére (u,o,6,(, w) et
solent v € V et t € [0,7] donnés. Premiérement, en utilisant la formule de Green (2.1.11), il
vient que

[ o) (e(w) - iy as = |

Q

fo(t) - (v —u(t))de + / o(t)v-(v—1u(t))da.

r
En utilisant les égalités v — u(t) = 0 sur I'y, o(t)rv = fo(t) sur I'y et définition (3.1.28) pour en
déduire que
(o(t),e(v) —e(u(t)))q - /F o)y - (v —u(t))da = (£(t), v —u(t))v. (3.2.1)
3

En utilisant (1.1.3), on obtient

_ /1"3 ot)v - (v—u(t))da= /1“3 —o,(v, — u,) da +/ -0, (v, —u,)da,

I's

- o~ i) dat / (o) dat / e it —v))do
(3.2.2)
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En revanche, les conditions aux limites (3.1.8) donnent

/ _O-I/(/UI/ - ul/) da = / pu(uu - ’U))UV - / py(uzl - w>ul/ da7 (323)

I's I's I's

/ o, - (it —v*) da = / o | it — v da = —/ pr (1t — w) ity — v*|| dag3.2.4)
I's I's I's

/—GT~(UT—U*)da < / \o‘T|||’vT—'v*Hda§/pT(uy—w)H'vT—v*Hda. (3.2.5)
I's I's s

L’igalité (3.2.4) et I'inéglité (3.2.5), donnent

/ -0, (v, —u,)da < / pr(uy, —w)||v, —v*| da +/ pr(u, —w)||e, —v*|| da. (3.2.6)
I I's I's

Nous combinons maintenant, (3.2.3) et (3.2.6) avec (3.2.2), nous obtenons

—/ ov-(v—1)da S(/ pu(u, —w)v, da —I—/ pr(u, —w)||v, —v7|| da)
F3 1—‘3 F3

(3.2.7)
- (/r py(u, — w)i, da +/F pr(u, — w)||i, — v*|| da).
En utilisant (3.2.7) et (3.2.1) et la notations (3.1.27) pour déduire que
(0(t),e(v) —e(a(t))q + Plw(t), u(t), v)—P(w(t), u(t), u(t))
(3.2.8)

> (f(t),v—u(t)y YvelV.

Maintenant, pour tout ¢ € [0,77] et de (3.1.2), on obtient

(0(t) — qn(t), ) 120) — (div(KVO(?)), E)r2g) = (—M - Vu(t), &) 2y, VEEE.  (3.29)

En utilisant la formule de Green (2.1.32) et la définition (2.1.19) de ’ensemble E, pour obtenir

90(t) 0 a0
—(div(KVO(1)), &) 2 = /Q kij a;f) a_:f- dx — /F kij af)ngda, V¢ € E, (3.2.10)
J J 3

Nous utilisons (3.2.10), (3.2.9) et (3.1.9), on trouve

: a0 0 . . *
(Q(t),f)Lz(Q) +/ k’ij— —5 dx +/ keé(t) 5 da = (—M.Vu,f)Lz(Q) +/ kTH’U;T —v H 6 da
Q 833'] a%] T's Ts

+ (@n(t), )2 + | kebp(t) £ da, V€€ E.

I's
(3.2.11)
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En utilisant les notations (3.1.29), (3.1.30) et (2.1.23), (3.1.31), I’équation (3.2.11) devient

O(), &) 20 + (T, ) prur = (R, E) prxi + (S(t), ) pxp, VEEE. (3.2.12)

Enfin, soit {(t) € K et pour tout t € [0,7]. De la définition (2.3.3) de dpk(B) et de (3.1.3), on

obtient

(¥, e(w). 6,0 = CW) + AC. 9 —¢(1) | <0, WEK,

12(9)
donc
(W(o,e(u),0,0),0 — C(t)r2) < (C(8),0 — C(1)12() — (AC(E), 0 — C(t))r2), VY € K.

Nous utilisons la formule de Green (2.1.33) et le condition (3.1.11) afin d’obtenir

(AC(E), 9 — C() oy = — / V() -V - (1)) dr, V9 € K.

En suite

(C(1), 0 = <(1)) 2@y + /Q VE(t) - V(0 = (1) de > (P(o,e(u),0,0), 9 = (1)) 2@, VI € K.

En utilisant la notation (3.1.26), on trouve

(E(8), 9 = 1)1y + alC(t) - 9 = C(1) > (o, e(w),0,0), 0 — (1)o@, Vi € K. (3.2.13)

Alors, la formulation variationnelle du probléme thermo-mécanique (3.1.1)-(3.1.13) est la sui-
vante.

Probléme PV,

Trouver un champ des déplacements w : [0; 7] — V, un champ des contraintes o : [0; 7] — Q1,

un champ de température 6 : [0; 7] — E, un champ d’endommagement ¢ : [0;T] — H(Q) et
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une usure fonction w : [0; 7] — L*(T'3) telle que pour tout ¢ € [0;77] ,

o (t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) — MO(t) + [y G(o(s),e(u(s)),((s))ds, (3.2.14)
(o(t),e(v) —e(u(t))q + Plw(t), u(t),v)— Pw(t), u(t), u(t)) (3:2.15)
> (f(t),v —a(t))y YveV,
(C(1), 0 =<C(t) ez +all(t),d —((1)) (3:2.16)
> (W(a(t),e(u(t)),0(t),C(1), 0 — ()2 ¢(t) € K, VI € K,
0(t) +20(t) = Ru(t) + S(t) in E, (3.2.17)
W(t) = ku|lv* ()| (us (t) — w(t)), (3.2.18)
u(0) =wuo, 6(0) =60, ((0)="C, w(0)=wp. (3.2.19)

On remarque que le probléme variationnel PV est formulé en termes de champ des déplacements,
de champ des contraintes, de champ de température, de champ d’endommagement et d’une

fonction d'usure. Les fonctions u, o, 0, ¢ et w qui satisfont (3.2.14)-(3.2.19) sont appelées solution
faible du probléme de contact P. L’existence de I'unique solution du probléme PV est énoncée

et démontrée dans la section suivante.

3.3 Existence et unicité de la solution
Dans cette section, nous obtenons un résultat d’existence et d’unicité de la solution (u, o, 8, {, w)

du probléme PV.
Théoréme 3.3.1 Supposons que (3.1.14)-(3.1.25) sont vérifiés. Alors il existe une solution

unique (w,o,0,¢,w) au probleme PV. De plus, la solution satisfait

u € CY0,T;V), (3.3.1)

o cC0,T;Q), (3.3.2)

6 cC,T; L*(Q)NL*0,T; E) nWY(0,T; E'), (3.3.3)
¢ € WhH(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H(Q)), (3.3.4)

w e CH0,T; L*(T3)). (3.3.5)
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La preuve du Théoréme 3.3.1 s’effectue en plusieurs étapes que nous démontrons dans ce qui suit.
Partout dans cette section, nous supposons que les hypothéses du Théoréme 3.3.1 sont vérifiées.
Ci-dessous, C' désigne une constante positive générique qui peut dépendre de €2, 1’1, 5, '3, A,
B, M,p,,p- et T mais ne dépend pas de t ni du reste des données d’entrée, et dont la valeur
peut changer d’un endroit a 'autre.

Premiére étape, soit (A, 1,€&) € C(0,T; L*(T'3) x Q x Q) étre donnée et considérons le probléme
variationnel suivant.

Probléme 73/‘\/,75 : Trouver un champ des déplacements wuyye : [0,7] — V et un champ des

contraintes o \ye[0; 7] — Q1 tel que pour tout t € [0,7] .

e (t) = Ae(Tne(t)) + Be(unne(t)) +n(t) + &(1), (3.3.6)
(T ane(t),€(v) — (e (t)))q + P(A(E), wume(t), v) (33.7)
—P(A(t), urne(t), Wane(t)) = (£(1), v — tape(t))y Yo €V,

e (0) = up. (3.3.8)

Pour I'é¢tude du probléme 77}\/77& nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.3.1 [l existe une solution unique (Wine, Orne) au probléme 73/‘\/77£ et sa régularité est

exprimée en (3.3.1)-(3.3.2).

Démonstration. On utilise le théoréme de représentation de Riesz, pour définir les opérateurs

A:V -V, B:V =V etlafonction F : [0,7] — V par

(Au,v)y = (Ae(u),e(v))g, (3.3.9)
(Bu,v)y = (Be(u),e(v))g, (3.3.10)
(F@),v)v = (£(t), v)v — (n(t) +£(t),e(v))o, (3.3.11)

pour tout uw,v € V et t € [0,7]. Les hypotheses (3.1.14)(b), (3.1.14)(c) et (3.1.14) impliquent

que 'opérateur A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz sur V' et que B est un
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opérateur de Lipschitz sur V. Pour w € V et A € L?(T'3), la fonctionnelle P(\,u,.) est convexe

et s.c.i sur V. Nous utilisons (2.1.17), (3.1.18) et (3.1.19) pour trouver

P()\,ul,vg) — P()\,ul,vl) + P()\,UQ,’Ul) — p()\,’LLQ,’UQ)
(3.3.12)

< (L, + Ly)||uy — wsl|v||vr — valv,

pour tout wy, us,v1,vs € V. De plus, en utilisant (3.1.24), il est facile de voir que la fonction f
définie par (3.1.28) vérifie f € C'(0,T; V) et, en gardant a 'esprit que (n,€) € C(0,7;Q X Q), on
déduit de (3.3.11) que F € C(0,T;V), en appliquant le résultat d’existence et d’unicité pour les
inéquations quasi-variationnelles (Théoréme 2.2.4), on démontre qu’il existe une fonction unique
Uxpe € C(0,T5V).

On utilise la relation (3.3.6), les hypothéses (3.1.14), (3.1.15) et la régularité des fonctions 1 et
€ avec les propriétés du tenseur de déformation € pour obtenir que oy, € C(0,7;Q).

On choisit une fonction v = vype(t) £ 2 in (3.3.7), ot 2 € D(N)? est arbitraire, en utilisant les

définitions (3.1.27) et (3.1.28) pour obtenir
Divoyne(t) + fo(t) = 0. (3.3.13)

pour tout ¢ € [0,7]. La régularité des fonctions f, la relation (3.3.13) et puisque orpe €
C(0,T; Q) montre que o ,e € C(0,7;Q1).

Dans la deuxiéme étape, nous donnons u € C(0, T; L*(€2)) et considérons le probléme variationnel
suivant pour le champ d’endommagement.

Probléme P)’. Trouver un champ d’endommagement ¢, : [0,7] — H'(Q) tel que
C(t) €EK (Cu(t)v v — Cu(t))LQ(Q) + a(c,u(t)a (U gu(t))
> (u(t), ¥ — Cu(t))Lz(Q) Vi e K, ae. t e [O,T],

Gu(0) = Co. (3.3.15)

(3.3.14)
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Lemme 3.3.2 Le probleme PX a une solution unique C,, qui satisfait la régularité exprimée dans
(3.3.4) De plus, si (; est la solution du probleme PX; correspondant a p; € C(0,T; L2(R)),i = 1,2

alors, il existe C' > 0, tel que

I6() = GO < € [ hr(s) = a(o)sands Ve € 0.7). (3:3.16)

Pour résoudre PV, on utilise un résultat classique d’existence et d’'unicité sur les inéquations
variationnelles paraboliques (Théoréme 2.2.1, voir par exemple [11, p. 124]).

De (3.3.14) on déduit que

(G =G, G = )iz + (G — Gy G — o) < (i — poy i — p2) 12y VE € (0,7,

En intégrant I'inéquation précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

(1(0) = (2(0) = (p et 'inégalité a(¢y — (2, ¢ — (o) > 0, on trouve
160 = GOy < [ nls) = ma(s).G(6) = Galsmands Ve € 0,7
ce qui implique que

160 = GOl < [ (o) = o) + [ 1606) = Glo) s

Cette inégalité combinée avec I'inégalité de Gronwall conduit & (3.3.16) qui conclut la preuve.

Dans la troisiéme étape, on définit Uopérateur £ : C(0,7;Q) — C(0,T; Q) par
LG = G(0 e, €(Urne), Cu) ot &(t) / G(s)ds, VG € C([0,T); Q), (3.3.17)
et o ype est le champ de contraintes

Oxne = Ae(Unne) + Be(urne) +m +&. (3.3.18)

Notons que puisque (n,&) € C(0,7;Q x @), il est simple que o ,e € C(0,T;Q). Nous obtenons

les résultats suivants.
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Lemme 3.3.3 L’opérateur L a un unique point fize G* € C(0,T; Q).

Démonstration. La continuité de £ est une conséquence directe de la continuité de o e,
Uxpe €t (, et (3.1.16) . De plus, soit £;,&, € C(0,T;Q) et G1,G3 € C(0,T; Q) leurs intégrales
correspondantes en temps et soit p, s € C(0,T; L*(2)). Par souci de simplicité, nous utilisons
la notation uxpe; = Wi, Urpg;, = Ui, Orgg, = 0 et (,, = ¢ pour i = 1,2. Soit t € 0,77, de

(3.1.16), on trouve que

I£G1(t) — LG:(t)llo

(3.3.19)
< C(lloi(t) = oa(t)llq + [lua (t) —ua(B)llv + [1G(E) = G(B)l]z2@)-
De (3.3.17) et (3.3.18), il s’ensuit que
lors(t) — o2 (1)l
t (3.3.20)
< C(int) = Ol + o)) = wat)lf + [ 1G1(s) = Galo)ls).
De plus, a partir de (3.3.6) et (3.3.7), on obtient
(Ae(uy (1)) — Ae(ua(t)), e((t)) — e(2)(t))q
+ (Be(uq(t) — Be(ua(t)), (i (1)) — e(us(t)))q
< P\ uq(t),@a(t)) — PN, u(t), wi(t)) (3.3.21)
+ P(A ua(t), wi(t) — PN, ua(t), wa(t))
— (£1(t) — &5(1), (e(in (1)) — e(ua2(t))) -
Aussi de (3.1.14)(b), (3.1.15)(a) et (3.3.12), il s’ensuit que
[a1(8) = @z (t)]lv < C(lur(t) — wa(@)[lv + [[€:(2) = &2(D)])- (3.3.22)
En utilisant ce résultat, l'inégalité 2ab < a* + b? et (3.3.17), on obtient
Jin(t) w0} < Clluslt) ~ )l + [ 161 - Galo)ls) (33.23)
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Puisque u;(0) = uy(0) = ug, nous avons
t
ler () — w2 (B)If5 < C/ 1 (s) — ta(s) [V ds (3.3.24)
0
Il découle de (3.3.23), (3.3.24) et (3.3.16) on en déduit que

e () — w2 (D)5 + 16(E) = C(O)lI720) < C(/O i1 (s) — s (s) [} ds

(3.3.25)
[ ) = s s + [ 16s(5) — Gatollys )
En utilisant le lemme de Gronwall, on trouve que
t
[91(t) — ()5 + |G () — G(B)|[72) < C/ IG1(s) — Ga(s)[[5ds. (3.3.26)
0

Cette derniére inéquation combinée avec (3.3.20), (3.3.24), et (3.3.26) nous permet d’avoir, a

partir de (3.3.19) 'estimation suivante :
t
1261 (1) ~ LGl < € [ 1Ga(s) — Gals) . (3.3.27)
0

Réitérons l'inégalité (3.3.27) n fois conduit a

C’"T”

I£"G1 — L"GallEor.g) < IG1 = GallE 070 (3.3.28)

Donc, pour n assez grand, L" est un opérateur un opérateur contractant dans ’espace de Banach

C(0,T; Q) et on conclut qu’il existe un unique G* € C(0,T;Q) tel que LG* = G".

Dans la quatriéme étape, on donne (\,17) € C(0,T; L*(T'3) x Q) et on considére le probléme
auxiliaire suivant.

Probléme 73/\77 Trouver un champ des déplacements wy, : [0,7] — V, un champ des contraintes
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Oy [0,T] = @ et un champ de température 6, : [0,7] — E tel que
Oan(t) = Ae(itrg (1) + Be(ung(t)) +1(t)
t (3.3.29)
+ [ G(@an(s).tusm(5). G, (3))s.

(20 (1), €(v) = €(irg (1))@ + PA(), urg (1), v)

(3.3.30)
— P(A(t), unn(t), Wan () = (£(t),v — Wy (t))vy Vo €V,
O (1) + Ty () = Ritry (t) + S(t) dans ', (3.3.31)
’U,)\n(O) = Uy, 9)\,,,(0) = 90. (3332)

Lemme 3.3.4 [l existe une solution unique (Uxy, Ory, Ory) au probléme auziliaire 77,‘\/77 satis-
faisant la régularité (3.3.1)-(3.3.3). De plus, si (w;,0;,0;) et (; représentent les solutions des
Problemes Py, et PY, respectivement, pour (n;, ;) € C(0,T;Q x L*(Q)),7 = 1,2 alors il existe
C > 0 tel que

lo(t) = o2t < O ([l (t) — a7 + /Hul s) = ta(s)[[ s

(3.3.33)

() — O + / 1G(5) — o) 22 ).
() — asa(®)] < C(Ima() — (DI} + / 16(5) = G()Bayds),  (3:3.34)
16:(t) — Bo(8) 221 < C / lr(s) — ma(s)IlBds. (3.3.35)

Démonstration. Soit G* € C(0,T; Q) le point fixe de 'opérateur £ défini par (3.3.17) et notons
Upry = Uppe*, Oy = O rpe+ soit la solution du probléme 73;/ né obtenu dans le Lemme 3.3.1, pour
E=¢" = fo G”*(s)ds. L’équation LG™ = G* combinée avec (3.3.17) montre que uy,, 0 ), satisfait
(3.3.29) et (3.3.30). Suivant (3.3.32), les régularités (3.3.1) et (3.3.2) découlent du Lemme 3.3.1.
En utilisant maintenant le champ des déplacements wy,, obtenu dans le Lemme 3.3.4, on obtient

(3.3.31) et on sait que 'application d’inclusion de (£, || - ||g) dans (L*(2), || - |r2(«)) est continue
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et dense, on peut écrire le triplet d’évolution de Gelfand
ECL*(Q)CFE.
L’opérateur ¥ est linéaire et coercitif. En utilisant I'inégalité de Friedrichs-Poincaré , on a
(TT, T pxp > C||7]%- (3.3.36)

Par (3.1.23) et (3.1.30) pour tout 7,w € E, on a
d
(T7, 0 e < Y kisllzea Imill L2l 2)-

3,7=1

En utilisant le théoréme de la trace de Sobolev, nous trouvons
(T, wypwe < O] el|w| . (3.3.37)
D’autre part, des définitions de R, S et de la régularité de ,,, on déduit que
¢ = Ring + S € L*(0,T; E'). (3.3.38)

Puisque 6y € E, des inéquations (3.3.36), (3.3.37) et de la régularité (3.3.38), il résulte que
I'opérateur T est hémicontinu et monotone, alors en utilisant la théorie des équations d’évolution
classiques du premier ordre donnée dans Théoréme (2.2.2)(voir par exemple [76], p 48) on peut

facilement prouver l'existence et 1'unicité de 0y, satisfaisant

Oy € C(0,T; L*(Q2)) N L*(0,T; E) U W0, T; E),
Orn(t) 4+ TOrn(t) = pan(t) dans E, (3.3.39)
0n(0) = 6p.

Considérons maintenant (1, 1), (M4, p12) € C(0,T5Q x L*(Q)) et pour i = 1;2, dénote uy,, =
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Wi, O\ eta; = O, 0; = Oym, €t (,, = G. En utilisant (3.3.29) et (3.1.16), nous avons
lo1(t) — a2(t) |y <C(lia(t) — ()T + lua(t) — wa(t)]3

= lm () =mOl+ [ lloa(s) = aalo)liyds

+/Hm@—w@%%

/HQ ()220 s).

En utilisant l'inégalité de Gronwall et (3.3.24) pour I'inéquation précédente on en déduit (3.3.33).

(3.3.40)

Nous utilisons (3.3.29), (3.3.30), (3.3.33) et des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve

de (3.3.23) pour obtenir

ity — s} < C (|l (t) — w2 ()3 + / 1 (s) — ua(s) [V ds

[ i) = a6+ [ ) = s + [ 16 6) = o))

Cette derniére inégalité combinée avec (3.3.24), (3.3.16) et I'inégalité de Gronwall nous permet
d’obtenir (3.3.34).

Maintenant pour n,,n, € C([0,T]; V), nous avons pour ¢ € [0,T] :
(01(1) = 62(1), 01.(1) = Oo(6)) e + (TO1(1) — TOa (1), 61(1) — 02(1))

= (Rin (t) — Ria(t), 01(t) — 02(t)) prxce-
Ensuite, en intégrant sur (0,), (3.3.35) suit en utilisant (3.1.31), (3.1.21), (3.1.22) et (3.1.23).

(3.3.41)

Enfin, en utilisant les propriétés de l'opérateur M, et de la fonction ¢, pour t € [0,7T], on

considére I'élément

(0, p)(t) = (I () (1), Ii(n, p)(1)) € Q x L*(), (3.3.42)

défini par les égalités
I (n)(t) = =M (0 (1)), (3.3.43)
I (0, 1)(1) = V(@ an(t), wrn (1), Orn(t), Cult)). (3.3.44)
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Nous avons le résultat suivant
Lemme 3.3.5 Pour (n,u) € C(0,T;Q x L*(Q)), la fonction I\(n,u) : [0,T] — Q x L*(Q)
est continue, et il existe un unique élément (n*,u*) € C(0,T;Q x L*(Q)) tel que Ix(n*, u*) =
(", 1)
Démonstration. Soit (1, 1) € C(0,T;Q x L*(Q)), et t1,ty € [0,T]. En utilisant (3.3.43) et
(3.1.21), on a

X (1) (t1) — IR (M) (B2)ll@ < M (Oay(t1)) — M(Oan(t2)) ]l

< L[Oxn(t1) — Oxg(t2) || 202y,

(3.3.45)

ott Ly = sup ||m; || 12()- Ensuite, en raison de la régularité de 6, exprimée dans le lemme 3.3.3,
12
on déduit de (3.3.45) que I13(n) € C(0,T; Q). Par des arguments similaires, de (3.3.44), (2.1.16)

et (3.1.17) il s’ensuit que
T3 (m, 1) (1) — T (0, 1) (t2) [ 22(0) < C (luan(t1) — wan(t2) v

+ (103 (t1) = Oxn(t2) v + 11Gu(t1) = Cult2)l220))

Par conséquent, 1T} (n, 1) € C(0,T; L*(Q)) et Tx(n, 1) € C(0,T;Q x L*(Q)).

(3.3.46)

Soit maintenant (1, y1), (M, p12) € C(0,T;Q x L*(2)). Nous utilisons la notation w,,, =
Wi, Ury, = U, Ohy, = 0; et (,, = ¢ pour 7+ = 1,2. On utilise des arguments similaires a ceux
utilisés dans la preuve des relations (3.3.45) et (3.3.46) pour trouver que pour tout ¢t € [0, 7]
(1, 1) (8) = T (35 12) ) Gy 20y < Cllluaa () — wa ()]
+[101() = B2 (0)][72(0) + 161 (1) — 2(B) 1220y

on utilise (3.3.24), (3.3.16), (3.3.34) et (3.3.35) pour obtenir

(3.3.47)

ITEA (1, 12) (8) = TIn (2, 12) (D) |Gy 20 < C/O 1m0, 10)(5) = (112, 12) (5) [ 2 ) s Yt € [0, T

Réitérons cette inégalité m fois conduit a

cmrm

11 (71, 1) — HT("?zyM2)||2C(0,T;QxL2(Q)) < TH("?MM) — (n, M2)||2C(0,T;QxL2(Q))~
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Ainsi, pour m suffisamment grand, II{* est une contraction sur I'espace de Banach C(0,T; Q), et

donc II, a un point fixe unique.

Soit A € C(0,T;L?(T'3)). Dans la cinquiéme étape, nous considérons le probléme variationnel
suivant.

Probléme P) Trouver un champ des déplacements uy : Q x [0,7] — RY un champ des
contraintes o : Q x [0,7] — S un champ de température 6 : Q x [0,T] — R, et un champ

d’endommagements () : 2 x [0,7] — R tel que

= Ae(un(t)) + Ble(ua(t))) — MOx(1)

(3.3.48)
/ G((5), €(ur(5), a(5))ds

(A1), e(v —x(1)))g + P(A(R), ur(t), v) = P(A(), ux(t), ©a(1))

(3.3.49)
> (£(1),v — ax(t))y Yo €V,
(1), 9 = () 2y + alC(), 0 = (1)

(3.3.50)
> W(UA, €(U)\(t)>, QA(t)7 Cw(t))a U — Cx(t»L?(Q) C/\(t) € K7 Vi € K7
0x(t) + TOA(t) = Rin(t) + S(t) dans E’, (3.3.51)
’U,A(O) = Uy, 0)\(0) = 90, C)\(O) = C(). (3352)

Lemme 3.3.6 Le probléme Py a une solution unique (uy, oy, 0y, (y\) satisfaisant (3.3.1)-(3.3.5).

Démonstration. Soit (n,,u,) € C(0,T;Q x L*()) le point fixe de II, défini par (3.3.42)-
(3.3.44) et on dénote uy = Upy,, Or = Oy, , (1 = (,, solutions des problémes 73;/,,7 et PX obtenus

dans les lemmes 3.3.4 et 3.3.2 pour (n, 1) = (1, 1) €t on a

U)\(t) = .A&'(U,)\(t)) + 8(8( ( ) M@)\ / Q 0')\ (8)),()\)(18

58



Chapitre 3 Probléme de contact avec endommagement et usure

Relations 119(n,) = n,, et TI5(n,,#\) = pa combinées avec (3.3.43) et (3.3.44), montre que
(un, 0y, 0y, () satisfait (3.3.48)-(3.3.51).Ensuite, (3.3.52) et les régularités (3.3.1)-(3.3.4) dé-
coulent des lemmes 3.3.2 et 3.3.4, et des hypothéses sur A, B, G et M ce qui conclut la partie
existence du lemme 3.3.6.

La partie unicité du Lemme 3.3.6 est une conséquence de I'unicité du point fixe de 'opérateur

IT) défini par (3.3.42)-(3.3.44) et de la résolution unique des problemes Py, et P .

Considérons maintenant 'opérateur ® : C'(0,T; L*(T'3)) — C(0,T; L*(T'3)) défini par

t
O\ = —kw||v*||/ pu(u, — N)ds vt €[0,T]. (3.3.53)
0

Lemme 3.3.7 L’opérateur ® a un unique point fize \* € C(0,T; L*(T3)).

Démonstration. Soit A, Ay € C(0,7; L*(T'3)) et notons u;,7 = 1,2, solution de (3.3.49) pour
A = )\, soient u; = u,, et w; = w,,. De plus, on note dans la suite par C' diverses constantes
positives qui peuvent dépendre de k,, et v*. En prenant en compte (3.3.53), (2.1.17) et (3.1.18)

on en déduit que

12X (t) = @A ()22, < C(/ 1 (s) — ua(s) [V ds

/ () = AalS) 2oy 5).

(3.3.54)

On utilise des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve de la relation (3.3.23) pour

trouver que

| tnte) = (e s < o / Jus(s) ~ us(s)[} ds

/ IX05) = Aa(s) ey ds).

(3.3.55)
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Puisque u;(0) = uy(0) = ug et en utilisant (3.3.55) on obtient
t
Jus(6) = wale)f < € [ Jin(s) — dta(s) s
0
t
< c/ ln(s) — wa(s)|2.ds (3.3.56)
+0 [ InG6) = Ml .
En appliquant I'inégalité de Gronwall, on en déduit que
t
lua(t) = u2(t)]3 < C/O A1 () = Aa(s) 12y ds. (3.3.57)

Il résulte de I'inéquation précédente que

/ lwi(s) — ua(s)|)3ds < C/ / | A1(7) )HL2(F3 drds
Puisque s <t

[ [ 100 = 2at0) eteds < [ [ 10001 = a0 s
t
= [ ) = el [ s

/ H’U,l —UQ HVd8<O/ H)\l )”L2(F3)ds (3358)

En combinant maintenant (3.3.54) avec (3.3.58), on obtient

Alors

t
[PAL(1) — PA(1) |72 (py) < C/O IA1(s) = Aa(8) 172 (py ds- (3.3.59)

Reéitérons cette inéquation n fois conduit a

CTZT?’E

”(I)n)‘l (I)n)‘2HCOTL2(F3)) ||>‘1 >‘2H%J(O,T,L2(F3))'

Ainsi, pour n suffisamment grand, ®" est une contraction de C'(0,7; L*(T'3)), et donc ® a un

unique point fixe \* dans cet espace de Banach.
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Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires pour fournir la preuve du Théoréme 3.3.1.

Démonstration. Soit A* le point fixe de I'opérateur £ donné par (3.3.53). Avec (3.3.48)-(3.3.53)
il est facile de vérifier que (uy-, oy« O+, (1=, A*) est I'unique solution du probléme PV satisfaisant

les régularités (3.3.1)- (3.3.5).
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Chapitre 4

Probléme de contact quasistatique
électro-viscoélastique avec frottement et

adhésion

Ce chapitre aborde une analyse variationnelle d'un probléme quasi-statique décrivant le
contact entre un corps électro-viscoélastique avec une foundation conductrice. Le contact est
unitérale avec adhesion et contrainte unilatérale. Cette classe de problémes traduisant un phé-
nomeéne non linéaire de mécanique de contact, ils sont formulés a 1’aide d’inéquations quasi
variationnelles d’évolution en terme de déplacement et de potentiel électrique. Nous écrivons le
probléme et précisons les hypothéses adéquates sur les données. Ensuite, nous établissons une
formulation variationnelle et un résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible pour ce

probléme.

4.1 Probléme électro-mécanique et hypothéses
Nous nous plagons dans le cadre physique n°2 (page 2) que nous avons présenté dans Chapitre

1 de cette these avec une base conductrice. Le contact est modélisé par une condition unilatéral
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avec frottement, adhésion et contrainte unilatérale prescrite dans (1.4.8). Avec ces considerations,

le modéle mathématique n°2 (page 6) nous conduit au probléme électro-mécanique suivant.

Probléme P

Trouver un champ des déplacements u : Q x [0; 7] — R? un champ des contraintes o :

Q% [0; 7] — S¢, un champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — R; un champ des déplacement

électriques D : Q x [0,T] — R? un champ d’adhésion 8 : I's x [0,7] — [0,1] et un champ de

variable interne d’état k : Q x [0; 7] — R? telles que
o =B(e(u)) + /Ot]:(t —s,e(u(s)),k(s))ds — E'E(p) dans Qx (0,7T),
D =E&e(u) +CE(p) dans Q2 x (0,7),
k= ¢(e(u), k) dans Q x (0,7T),
Diveo(t) + fo(t) =0 dans Q x (0,7,
divD —go =0 dans Q x (0,7),
u=0 surl'y x(0,7),
ov=Ff, surlyx(0,7),
w, < g, 0, +p(w,) —c,B2°R(w,) <0,
(0 +p(w,) = .2 R(u,))(w, —g) =0, o, =0
B =—(c,B(R(uy))* =€)y sur Ty x (0,7),

e(t)=0 surT', x (0,7,

sur '3 x (0,7).

D-v=¢g surl}x(0,7),
D-v= ¢(UV - g)q)(gp - (;00) sur FS X (OaT)a

U(O) = Uy, 5(0) = ﬁo, k(O) = ko sur Fg.

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.8)

(4.1.9)
(4.1.10)
(4.1.11)
(4.1.12)

(4.1.13)

Nous décrivons maintenant le probléme (4.1.1)—(4.1.13) et expliquons les équations et les condi-

tions aux limites. Premiérement, les équations (4.1.1)-(4.1.3) représentent la loi de compor-

tement électro-viscoélastique avec variable interne d’état introduite dans la premiére section.
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Les équations (4.1.4)—(4.1.5) représentent respectivement les équation d’équilibre pour le champ
des contraintes et le champ de déplacements électriques. Les équations (4.1.6)-(4.1.7) sont les
conditions de déplacement-traction. Les conditions (4.1.8) représentent le contact unilatéral avec
adhésion dans lequel ¢, est un coefficient d’adhésion donné. L’équation (4.1.9) représente I’équa-
tion différentielle ordinaire qui décrit I’évolution du champ d’adhésion et elle a déja été utilisée
dans|22| , voir aussi [76] pour plus de détails. Ici, en plus de ¢,, de nouveaux coefficients d’adhésion
sont impliqués, €,. Notons que dans ce modéle, une fois que le décollement se produit, I’adhésion
ne peut pas étre rétablie car, comme il ressort de (4.1.9), 8 < 0. Les équations (4.1.10) et (4.1.11)
représentent les conditions aux limites électriques. Ensuite, (4.1.12) est la condition de contact
électrique sur I's que nous avons défini dans (1.4.18) et qui décrit I’échange du potentiel entre le
corps piézoélectrique et la fondation. (4.1.13), ug est le déplacement initial, 5y désigne le champ
d’adhésion initial et kg est la variable interne d’état initiale.

Pour I’étude du probléme (4.1.1)—(4.1.13) on suppose que 'opérateur d’élasticité B : QxS% — S4

satisfait

(
(a) 11 existe une constante Mg > 0 tel que

1B (z,e1) — B(x,e9)|| < Mpg|ler — &
Ver,e0 €SY, ppx € Q.

b) 1l existe une constante mg > 0 tel que Be-e > mglle||?

g ° b sl (4.1.14)
Vee St pp.xe.

(c)L’application © — B (x,¢) est Lebesgue mesurable

sur ), pour tout € € S

(d) L’application x — B(x,0) appartient a Q.
\

64



Chapitre 4 Probléme électro-viscoélastique avec frottement et adhésion

L’opérateur de relaxation F satisfait

(

(a) F:Qx][0,T] xS%x R — R4
(b) F(z,te,k) = (fim(z,t)enk;)
Ve €S? Vtel0,T], VkeR? pp.axeq.
\ (€)  fiji = fju = frig € C([0,T); L2(Q)) 1<4,j,k,1<d.

(4.1.15)

I1 découle des hypothéses (4.1.15) que M est un tenseur symétrique du quatriéme ordre, pour
presque tout z € 2 et tout ¢t € [0,7] .

Soit Q. I'espace des champs tensoriels du quatriéeme ordre donné par
Qoo ={ & = (Eijut) = Eijrr = Ejirt = Epij € L7(), 1<, 5,k,1<d }.

L’espace Q4 est un espace réel de Banach de norme

I€llan = _max_ [1€ulz=o
et de plus,
1€7]lq < dl[€llaulITlle VE € Qe T € Q. (4.1.16)

De plus, on remarque que la condition (4.1.15) est équivalente & la condition
FelC(0,7T]; Quo)- (4.1.17)

La fonction ¢ : Q x §% x R? — R? satisfait

)
(a) 11 existe une constante Ly > 0 tel que

[P (z,e1,k1) — P (2,22, k2) || < Lo ([[e1 — 2| + [[k1 — k2))
Ve, e9 € S4 Vi, ks € RY, pp.x €
1,€2 1, 2 b-p (4.1.18)
(b)L’application & — ® (z,¢, k) est Lebesgue mesurable

sur 2, pour tout ¢ € S? et k € R

\ (c) L’application x +— ®(x,0,0) appartient & H.
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L’opérateur de permittivité électrique C = (¢;;) : Q x RY — R satisfait

(

(a) C(QL’, E) = (CW(SL’)EJ) VE = (Ez) S ]Rd, p.p.x € §2.

b) ¢;;i =c;; € L*(Q2), 1 <4,5 <d.

( ) J j ( ) J (4.1.19)
(c) 1l existe une constante me > 0 telle que

CE-E >m¢|E|*> VE = (E;) € R¢ p.p.x € Q.

L’opérateur piézoélectrique £ : Q x S — R? satisfait

(a) &€= (eijr), eyr € L2(Q), 1 <i,j, k< d.
(b) E(x)o-T=0-E7 , VoS¢ VreRL

(4.1.20)

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R satisfait

(
(a) Il existe une constante L, > 0 tel que

p(@,71) = pol@,12)| < Lylri = 1| Vri,my €R, popa €Ty, (4.1.21)

(b) pu(.,7) est Lebesgue mesurable sur I's, pour tout r € R.

\ (c) p,(z,7)=0 ¥r <0, ppxzels.

La fonction de conductivité électrique de surface ¥ : I's x R — R, satisfait

)
(a) Il existe une constante L, > 0 tel que

[V (z,u1) — ¢ (x,u2)| < Ly |ug —ua| Vug,us € R, p.p. x €Tl
(b) Il existe une constante M, > 0 telle que
(4.1.22)
| (x,u)] < My Yu €R, p.p. x€Tl%.

(c) ¥ (.,u) est Lebesgue mesurable on I's, Vu € R.

| (d) ¥(z,u) =0 pour tout u < 0.

Les forces volumiques, les tractions surfaciques et les densités des charges électriques volumiques

et surfaciques vérifient

fo€ C(0,T;H), fyeC(0,T;L*I5)%), (4.1.23)

66



Chapitre 4 Probléme électro-viscoélastique avec frottement et adhésion

g € C(0,T; L*(Q)), ¢ € C(0,T;L*(Ty)), (4.1.24)

Les coefficients d’adhésion satisfont
c, € L™ (T3), e, € L*(T3), ¢,,64>0, p.p.sur s (4.1.25)

Les champs initials de déplacement et de variable interne d’état satisfont

u €U, koeH (4.1.26)
le champ d’adhésion initial satisfait
Bo€ L*(T3), 0< By <1, p.p. surls. (4.1.27)
et le potentiel donné ¢, satisfait
wo € L*(Is). (4.1.28)

Finalement, nous supposons qu’il y a un interstice g entre le corps et la base qui vérifie
ge L*(I's), ¢g>0, p.p.sur s, (4.1.29)
Soit f: [0,7] — V la fonction définie par
(f(t),v)y = /Qfo(t) -vdr + A fo(t) -vda Y v eV, Vtel0,T] (4.1.30)
2

et on note ¢ : [0,7] — W la fonction définie par

(a(t), Ow = /Q 00(t)Cdr — / w(t)cda V¢ € W, Vit € [0,T), (4.1.31)

Iy
Rappelons ici que V' et W sont des espaces donnés par (2.1.12) et (2.1.25) respectivement. Par

ailleurs les conditions (4.1.23) et (4.1.24) impliquent

fec(o,T;v), qec(0,T);W). (4.1.32)
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4.2 Formulation variationnelle

Supposons que u, o, k, ¢, D, 3 sont des fonctions suffisamment réguliéres qui satisfont (4.1.1)—
(4.1.13). Soient v € V et t € [0, T] donnés. On utilise la formule de Green (2.1.11) et I’équation

d’équilibre (4.1.4) pour en déduire que

/Q o(t) - (e(v) — e(u(t))) de
_ /Q £o(1) - (v — u(t)) dx + / ot - (v — u(t)) da.

r

Ensuite, en utilisant les égalités v — u(t) = 0 sur I'y et o (t)v = f5(¢) sur I'y et définition (4.1.30)

pour en déduire que

(o(t),e(v) —e(u(t)))g = (f(t),v — u(t))y + /r o(t)v - (v—u(t))da. (4.2.1)
Notons que
oct)v-(v—u(t) =o0,t) v, —u,(t)) + o.(t) - (v —u,(t)) sur s, (4.2.2)

et, en utilisant la condition de contact (4.1.8) et la définition (2.1.13) de l'ensemble U, on a

0, (t) (v, — (1) =(0, () + pluy () — e, B R(uy (1)) (v, — 9)
+(ou(t) + p(un (1) — o B° R(u, (1)) (g — un (1))
= (p(w (1) — v B* R(u, (1)) (vy — uy (1))

> — (pluy(t)) — B R(uy (1)) (v, —up (1)) sur Ty,

(4.2.3)

Ainsi, en tenant compte (4.2.2), de I'inéquation (4.2.3) et de la loi de frottement (4.1.8) on

obtient que

/F o)y (v —ult) do > - / (p((8)) — e B2R (1 () (v — w,(2)) da (4.2.4)

T's
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Nous combinons maintenant (4.2.1) avec (4.2.4) pour obtenir que

(o(t),e(v) —e(u(t))e + /F (p(uy (1) = B R(us (1)) (vy — uy () da @25)

> (£(t), v —u(t)v
Ensuite, nous définissons la fonctionnelle d’adhésion j,q : L(I's) xV xV — R et la fonctionnelle

de compliance normale j., : V x V — R comme suit :

jad(ﬁ,u,’v)Z/ —c,B* R, (u,)v, da, (4.2.6)

I's

J'cn(u,v)z/F pu(w,)v, da. (4.2.7)

Combinons 'inégalité (4.2.5) avec (4.2.6) et (4.2.7) pour obtenir

ut) e U, (o(t),e(v —u(t)))qtja(B, u(t), v — u(t)) + jen(u(t), v — u(l))

(4.2.8)
> (f(t),v —u(t))y Yovel.
On définit la fonctionnelle h : V x W — W par
s

Maintenant, nous utilisons la formule de Green (2.1.31) pour les inconnues électriques du pro-
bléme ainsi que les conditions (4.1.5), (4.1.10), (4.1.11) et la définition (2.1.25) de ’ensemble W.

Il en résulte
(D, V{w +/q0(t)gd:c = /D -v(da,
9] r

= D - v({da + D - v(da

I3 Ty

= | Y(u, — g)P(p — o) da +/ ¢@(t)Cda V¢ e W, tel0,T],
I's Ty
(4.2.10)

donc

(D, VOw + / qo(t)Cdx — / @(t)Cda= | P(u, —g)P(p — o)(da V(€ Wt e[0,T],
Q Iy I's
(4.2.11)
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et, en utilisant la définition (4.1.31) de ¢ , nous trouvons

<D7 Vg)W + (Q7 C)W = . w(uu - g)CI)((p - 300)§da7 VC € Wa

et, compte tenu de (4.1.2) et (4.2.9), nous obtenons

(BVe(t), VO u — (e(u(t)), VOu + (M(u, ), Ow = (4(t), Ow V¢ € W.

(4.2.12)

(4.2.13)

En utilisant (4.1.1), (4.2.8), (4.1.3), (4.2.13) et (4.1.9), nous obtenons la formulation variationnelle

du probléme électro-mécanique (4.1.1)-(4.1.13).

Probléme Py

Trouver un champ des déplacements w : [0, 7] — V, un champ des contraintes o : [0,7] — @,

un champ de potentiel électrique ¢ : [0, 7] — W, un champ d’adhésion g : '3 x [0,T] — L*(T'3)

et un champ de variable interne d’état k : Q x [0; 7] — H telles que

o(t) = Ble(u(t)) + [) F(t — s, e(u(s)), k(s))ds — E*E(p)

uwel, (o),e(v—u(t))g+juB u(t),v—1u)~+ju(ult),v—u)
> (f(t),v —u(t)y Yvel,

(BVQO(t), VC>H - (55(“(t>), VC)H + (h(u7 Qp)? C)W - (Q(t)a C)W VC ew,
B(t) = —(cB(R(w,(t)* — ea)+  pp. t € (0,T),

U(O) = Uy, ’U,(O) = Py, ﬁ(O) = Bo, k(O) = k)o.

4.3 Existence et unicité de la solution

Maintenant, nous proposons notre résultat d’existence et d’unicité.
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Théoréme 4.3.1 Supposons que (4.1.14)-(4.1.28) sont vérifiées. Alors il existe une constante
a > 0 telle que si o < min(mg, me), le probléme Py admet une solution unique (u, o, @, 3, k)

De plus, la solution satisfait :

ue C00,T;V), (4.3.1)

u e C(0,T; Qy), (4.3.2)

@€ C0,T; W) (4.3.3)

kc WY (0,T; H) (4.3.4)
BeWh=(0,T;L*T3)NZ (4.3.5)

La démonstration de ce théoréme sera effectuée en plusieurs étapes. Nous supposons dans ce qui
suit les hypothéses (4.1.1)-(4.1.28) sont verifiees et aussi, partout dans cette section, ¢ représen-
tera une constante strictement positive indépendante du temps et dont la valeur peut changer

d’un endroit a I'autre. Premiérement, pour 5 € Z nous énongons le probléme auxiliaire suivant :

Probléme P‘é

Trouver un champ des déplacements ug : [0,7] — V, et un champ de potentiel électrique

s [0,T] — W, tels que :

us(t) €U, (Ble(ug)), e(v —us(t))g + (fy F(t — s, e(u(s)), k(s))ds, e(v — u(t)))q
+(8*V@B(t)’ 6(’0 - U’ﬁ(t)))Q + jad(ﬁ; u,@(t)> v — uﬁ) + jcn(U5(t), v — UB) (436)
> (£(t),v —ug(t))v Yo e U,t € [0,T]

(BV@s(t), VO — (Ee(us(t)), VO u + (hlug, ¢s), Qw = (q(b), C)w(4'3'7)
V¢ e Wt €0,T).

On a le lemme suivant :

Lemme 4.3.1 Le probleme P a une solution unique (ug, pg) € C([0,T];V x W) .
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Démonstration. Pour prouver ce lemme, considérons l’espace de Hilbert produit X =V x W

avec le produit scalaire défini par

(z,9) = {(w,¢), (v,0)) = (w,v) + (¢, (), zyeX (4.3.8)

et la norme associée ||.|x . Pour tout n = (n*,n?) € C([0,T);Q x H) et t € [0,T] , on introduit

I'ensemble K = U x W C X et l'opérateur Ag : K — X et I'élément f,(t) € X défini pour tout

T = (u,v) et y = (p,() par

(Agz,y) = (Ble(u)),e(v))g + (E"Vp,e(v))g + (BVY, V()i

(4.3.9)
- (SE(U), VC)H + jad(ﬁ(t)ﬂ u, v)
(f(t),y) = (£(), v)v + (¢(t), Ow — (n'(1),e(v))q (4.3.10)
et
J(,y) = Jen(w,v) + (h(u, @), Ow- (4.3.11)
Nous introduisons les deux problémes suivants :
Probléme P,%
Trouver zg, : [0,7] — X, tel que :
ugy(t) €U, (Ble(ugy)),e(v —upy(t)))o + (E"Visy(t), e(v — ug(1)))q
+(BVs(t), VO u — (Ee(ugy(t), VO u + (h(ugy, vay), Ow (43.12)
+(n' (), (v — upy(t))Q + Jad(B: wpy(t), v — Ugy) + Jon(Wsy(t), v — wgy(t))
> (f(t), v — ugy(t))v Yo e Ut €|0,T]
(BVay(t), VO — (Ee(ugy(t), VO u + (h(ug,(t), ps(t)), Ow = (a(t), Ow (43.13)

V¢ e W,te[0,T]
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Probléme P,,}2
Trouver zg, : [0,7] — X, tel que :

(Mgpy(t),y — wpy(1)) + J(y, 2y (1)) — J (2 (t), 250 (1))

> (fa(t),y —ap(t)) vy e K, tel0,T].

(4.3.14)

Remarque 4.3.1 Les deux problémes précédents sont équivalents en ce sens que si Tg, =
(ug, pan) € C([0,T]; X) est une solution d’un des problémes c’est aussi une solution de l'autre

probleme.
On a maintenant le lemme suivant

Lemme 4.3.2 1[I existe une constante o > 0 telle que si o < min(mg, me) , le probleme (P?) a

une solution unique xg, € C([0,T]; X) .

Démonstration. Pour prouver le Lemme 4.3.2, on procéde comme suit

La fonctionnelle j,4 est linéaire par rapport le troisiéme terme et donc,

jad(57u7 —’l)) = _jad(ﬁv'uﬂv) (4315)

En utilisant les propriétés d’opérateurs de troncature R, ( voir [73]| ), on en déduit qu’il existe

c tel que

Jad(B1, w1, Uy — w1) + Jad(B2, U2, U1 — up) < C/ |51 — Ba|||lur — us||vds. (4.3.16)

Nous prenons § = 1 = [ dans la derniére inéquation, on obtient

Jad(B, w1, U2 — uy) + Jaa(B, Ua, ug — ug) < 0. (4.3.17)

Aussi, nous prenons u; = v et up = 0 dans (4.3.17) en utilisant (4.3.15) et (4.3.16), on obtient

Jad(B,v,v) > 0. (4.3.18)
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Lemme 4.3.3 Lopérateur Ag : K — X est fortement monotone et de Lipschitz.

Démonstration. Soit 1 = (u1,p1) , 2 = (U2, ) deux éléments de K. Soit y = x5 pour
r = x1 et y = xp pour x = x5 dans (4.3.9) et soustrayons les relations résultantes; nous en
trouvons

<A5I1 — Agl‘g, T — $2> =

(B(e(u1)) — B(e(uz)), e(ur) — e(uz))q + (BVer — BV, Vor — Vo)

+ (E'Vp1 — E'Vo,e(ur) — e(ua))g — (Ee(ur) — Ee(uz), Vo1 — Vo )u

(4.3.19)

+ Jaa(B(), w1 — w2, ug — uz)
La condition (4.1.20) implique que (£*Vy,e(u))g = (£e(u), Vy)g pour tout z = (u,p) € K
donc l'égalité (4.3.19) devient de la forme
(Ap(t)rr — Ag(t)zo, 21 — 22) =
(B(e(u1)) — B(e(uz)), e(u1) — e(uz))q + (BVer — BV, Vo — V)
+ Jaa(B(t), u1r — ug, w1 — u2)

En utilisant (4.1.14) (b), (4.1.19) et (4.3.18) nous obtenons

(Agzy — Apaa, a1 — 1) > mpllur — wsa|lf +mellpr — wallfy (4.3.20)

et, a 'aide de (4.3.8) , on en déduit qu’il existe une constante k; > 0 qui ne dépend que des

opérateurs B et B et de () telle que

(Mg — Ngg, 11 — ) > ky|lvr — 22|)%, (4.3.21)

ou ki = min(mg, me¢) . Maintenant, nous utilisons (4.3.9) pour y = (v,() € X et © = x; =

(ui, p;),i = 1,2 . Aprés quelques manipulations algébriques, on trouve

(Agrr = Aga, y) = (B(e(ur)) — Ble(uz)),e(v))g + (BVpr — BVp2, V()

+ (EVip1 — EVipa,e(v))g — (Ee(ur) — Ee(u2), V) + jaa(B(t), ur — uz,v)
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En combinant cette derniére relation avec (4.1.14), (4.1.19) et (4.1.20) pour trouver

(Apz1 = Npaa,y) < ka([lur — wsllv|vllv + ll1 = e2llwlCllw
+ [ler = pallwllvllv + [lwr — wallv|I¢llw),
ou ks est une constante qui dépend des opérateurs B3, B et £ pour tout y = (v,{) € X .

Considérant ||v]|v < |ly|lx et [|<|lw < ||lyl|x , il s’ensuit que
(A1 — Agza,y) < dkollzy — 2of[x|lyllx Yy € X,
et pour y = Agx; — Agzy € X |, on obtient
[Apz1 — Apwal|x < 4ksllzy — 22| x. (4.3.22)
La preuve du Lemme 4.3.3 découle des inéquations (4.3.21) et (4.3.22)
Lemme 4.3.4 La fonctionnelle J vérifie les hypothéses (2.2.11).

Démonstration. Il est clair que J(z,-) : K — R est convexe et continue sur K, donc s.c.i sur
K . 1l s’ensuit que J satisfait la condition (2.2.11). De plus,on suppose
(i, yi) = (Wi, 93), (Vi,G)) = (ws,v;) + (¢4, ¢;) pour ¢ = 1;2 et nous utilisons (4.3.11), (4.2.7) et

(4.2.9) et aprés quelques calculs nous trouvons

J(1,y2) = J(wr, ) + I (w2, 1) — J(22,92) =

[ ) = )0 = 1) o (13.23)

[ 0 = 91 = ) = (s = 9)B(2 = 0)) (G — ) e

5
En utilisant I'inéquation élémentaire suivante [, f(z)g(z)da < [ [f(x)|]g(2)]da on en déduit
J(x1,y2) — Sz, m) + J(22,51) — J(22,12) <
[ ) = putusl o vt (13.24)

. [P (U1, — 9)P(1 — @o) — Y(uz, — 9)P(p2 — wo)| |2 — 1| da.
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Combinant I'inéquation (4.3.24) avec les hypothéses (4.1.21), (4.1.22) et (1.4.22) ainsi que 'in-

équation de Cauchy-Schwartz, pour trouver

J(fEhyQ) - J(xlyyl) + J($2,yl> - J($2,y2) < / LV|U’1V - U2u| |Ulu - Ugu| da+
b (4.3.25)

/F [My(@(p1 — o) — P02 — o)) + Lot (ur — g) = P(uzw — 9)[] G — G| da.
3
Reprenons (4.1.22), (1.4.22) et 'inégalité |u,| < ||u|ly , comme résultat, nous avons
J(w1,y2) = J (@1, 1) + J (w2, 91) — J(22,2) <
| Lol =l o~ s (13.26)
[ Peller = eall+ LoLolfus = w16 = el da
3

D’aprés (2.1.17), (2.1.30) et les inéquations ||ully < ||z||x et ||¢|lw < ||z||x , on obtient

J(w1,y2) — J(21, 1) + J(22,91) — J(22,302) <

L, . (4.3.27)
(L,C§ + MyCy” + LaLyCoCo ) ||lw1 — al|x ly1 — wallx -
Posons a = L,CZ + Mwé()Q + L¢L¢C’OCN’O alors, si
a < min(mp, me). (4.3.28)

En appliquant Théoréme 2.2.3 , il s’ensuit que le probleme P,? admet une solution unique zg,,

ce qui conclut la démonstration.

Maintenant, définissons k, € W'*(0,T; H) par

k,(t) = ko +/Ot n%(s) ds, (4.3.29)

et I'application Mg : n(t) — (M n(t), M3n(t)) € Q x H par
Mi(t) /0 Mt — 5,2 (n(5), R () ds (4.3.30)
Min(t) =¢(e(upy(t)), ky(t)). (4.3.31)

Nous avons le résultat suivant.
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Lemme 4.3.5 Lopérateur Mg a un unique point fivze n* = (n*', n*?) .

Démonstration. Soient 7y,17, € C([0,7]; Q@ x H) . Par un calcul standard basé sur (2.1.15),
(4.1.17) et (4.3.30), on obtient

| M (1) =M smy (1) < C(/O [wp (5)—wsn (5)[I% d8+/0 Hkm(S)—kng(S)H%dS) vt €10,77.
(4.3.32)

Par des arguments similaires et de (4.1.18) et (4.3.31) on déduit que

1M, () — MEms ()17 < clllwgy, (1) — s (DI + [, () — Ky (1)I[3) ¢ € [0, 7). (4.3.33)

Alors,

1M 51y (8) =M amy ()@ < Clllwan, () — wan, (DT + / 20, (5) — wan, () 1V ds
. 0 (4.3.34)
+ ke, (8) = Koo (D)1 Z2() + /0 1k (5) — K (s)|[7 ds)) Yt €[0,T7.

De plus, de (4.3.6) nous avons

(Ble(upn,) — Ble(ugn)), €(wsn — wsnp))o + (1 — 1, €(Wsn — pp))e >0 pp VEe€[0,T].
(4.3.35)

Nous utilisons la condition (4.1.14) pour trouver

MB/O s (5) — wan, (5)II% ds < —/0 (11(5) = m3(5), €ty (5) — Uy (5))) o ds. (4.3.36)

2
Pour tout ¢ € [0, 7). Par ailleurs, nous utilisons (2.1.15) et I'inégalité 2ab < < +7b? pour obtenir
g

t t
[ s () = w61 ds < € [ nbs) — bty (13.37)
0 0
D’autre part, a partir de (4.3.29) nous avons
t
1Ky (£) = Fo ()77 ds < 0/ 75 (5) = 15(3) 1% ds. (4.3.38)
0
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En utilisant (4.3.34), (4.3.37) et (4.3.38) on obtient

t
1M g () = M na(t) [ g < C/O In1(s) = ()G ds ¥t €0, 7). (4.3.39)

Par itération, on en déduit pour tout entier positif n , I’estimation

crr

n!

(4.3.40)

HMgUl - 75772”29“{ < [l — 772||2C([0,T];QxH)7

ce qui implique qu'une puissance M de M s est une contraction sur 'espace C([0,7T]; @ x H).
Ainsi, My admet un unique élément fixe n* € C([0,7]; @ x H) qui est aussi un unique point

fixe de Mg .

Maintenant, notons ug = gy €t g = @ay- , le couple (ug, ) est 'unique solution du probléme
Pg . En effet, 'existence et 'unicité découlent des lemmes 4.3.2 et 4.3.5.

De plus, pour prouver Théoréeme 4.3.1, nous avons besoin d’autres résultats intermédiaires.
Considérons ug la solution obtenue ci-dessus et définissons le probléme de Cauchy suivant énoncé

comme suit

Probléme P,,;

Trouver un champ d’adhésion 5*: [0,T] — L*>°(I}) tel que

B* = —(c,B*(R(up-,))* —€4)y+ ae. t€(0,T), (4.3.41)

87 (0) = fo. (4.3.42)

On a le lemme suivant

Lemme 4.3.6 Le probleme P,y a une solution unique * € W (0,T; L= (T'3)) N Z.
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Démonstration. La solution 3* appartient au sous-ensemble Zy de Pensemble C/([0, T; L*(T'3))
défini par
Zy={B e C(0,T]; L*(T3)) N Z; 8(0) = Bo} . (4.3.43)

En effet, considérons 'application W : Z; — Z, défini par

U(t) =By — /Ot [c,,ﬁ(s) (R,,u,g,,(s))2 — eah ds vt € [0,7], (4.3.44)
ot ug est la premiére composante de la solution du Lemme 4.3.1. Pour prouver le résultat du
Lemme 4.3.6, on montre que pour un entier positif n I'opérateur ¥" est une contraction dans 2
pour un entier n assez grand.

En effet, soit 3;,i = 1,2 deux éléments de Zy, notons ug, = u; et x; = (u;, ;). Soit t € [0,77] de
(4.3.16), on montre qu’il existe C' > 0

Jad (B, w1, Uy — W) + Jaq (B2, U, ur — u2) < C'|| Br — Ba |2y || w1 — w2 ||v (4.3.45)

En utilisant les hypothéses (4.1.14) et (4.1.21), nous montrons également qu’il existe une constante

C > 0 telle que
|21 () —22(t) [vS C | Br = Ba |l 2@y | wr — ua [v,

et par conséquent,

[ (8) —ua () [[v + [ o1 (8) — @2 () lw< C [ Br (£) = B2 (t) [ 22ra) (4.3.46)

Ensuite,
[ wi () —ua () W< C || Bi (1) = Ba (1) llz2ry) - (4.3.47)
Nous avons

| 81 (t) = B2 (1) || 2y < C'/O | B1 (s) Ry (urn)? = Ba (8) Ry (u2)” | r2(ry) ds. (4.3.48)

En utilisant les propriétés de Uopérateur R, ( voir [76] ), il s’ensuit que

I 61 (1) — o (8) lls2qey < C ( L8006 = 52060 ey + [0 () = w6 ey ds) |
(4.3.49)
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Enfin, par 'argument de Gronwall et (2.1.17), on obtient
1600~ 50 0) Ny © [ ) = a5 I s, (1.350)
d’ott 'on déduit
105 () = 05 0) iz © [ 111 (5) = s () v s

et en tenant compte de (4.3.46) on obtient

t
| WL (8) = WP () lL2ry) < C/ | 81 (s) = B2 () ll12(rs) ds. (4.3.51)
0
Par itération, on en déduit pour tout entier positif n, I’estimation
| W75y — W" 5, ||C([07T]7L2(F3))§ ol | B1 — Ba ||C([0,T},L2(F3)) : (4.3.52)

Alors, pour n suffisamment grand, lopérateur U™ est une contraction de C ([0, 7], L? (T'3)), alors

U™ admet un point fixe unique 8* € Z; qui est aussi un point fixe unique de Zj.

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le Théoréme 4.3.1 :
Existence. Soit 4* le point fixe de 'opérateur ¥ et z* = (u*, ¢*) la solution du probléme Pg*,

en utilisant & nouveau I’hypothése (4.1.14) et (4.1.21)(a), nous avons
[ (t1) —w(t2)lv <C (] 87 (tr) = 87 (t2) llz2ws) + [ ¢ (1) = g (t2) lw

+ | f(t) = f(t2) lv), Vit €10,T],
et

™ (t1) — ¢ (t2)llv <C (| ¢ (t1) — q (t2) lw + || w* (t1) —u” (t2) |lv), Vti,t2 € [0,T].

Il découle des régularités (4.1.32) et du lemme 4.3.6 que les fonctions u* : [0,7] — V et ¢* :
[0,7] — V sont continues.

Unicité. Il résulte des Lemmes 4.3.2, 4.3.5 et 4.3.6 que le quatuor (u*, ¢*, k™, 3*) est une solution
unique du probléme Py et de régularité exprimée en (4.3.1), (4.3.3), (4.3.4) et (4.3.5). Enfin,
I"unicité découle de 'unicité du point fixe de 'opérateur W, ce qui achéve la preuve du Théoréeme

4.3.1.
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