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Notations

Notations

Si Q est un domaine de R%(d = 2, 3), on note par
Q I’adhérence de (2.

r la frontiere de €2 supposée réguliere, partitionnée en trois parties
mesurables disjointes deux a deux.
v la normale unitaire sortante a I'.
Uy, Uy les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel
v défini sur Q.
C! (Q) I'espace des fonctions réelles contintiments différentiables sur Q.
°(Q) =D (Q) lespace des fonctions réelles indéfiniment différentiables

et a support compact contenu dans €.

D' (Q) I'espace de distributions sur €.
LP () I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables de puissance p-ieme integrable sur 2.
L>(Q) I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables sur €2 telles que 9 ¢ ;0 :

lu(z)] <e¢ pp sur .
H'(Q) I’espace de Sobolev d’ordre 1 sur €.

H} () I'adhérence de D () dans H' (Q).

iv



Notations

Si X est un espace de Banach et d € N* on utilise les notations suivantes.

1]

Xd

of
ov

lim inf
I3

la norme de X.

Vespace {z = (z;)/ z; € X, i =1,d}.

la convergente forte de la suite (x,) vers I’élément = dans X.
la convergente faible de la suite (z,,) vers I’élément = dans X.
le domaine de f.

le support de f.

la dérivée partielle de f par rapport a la composante x;.

le gradient de f.

la partie symétrique du gradient de f = % (V f+vT f) :

le divergence de tenseuro.

le divergence de f.

la dérivation par rapport au temp.

la dérivée normale extérieure.

la limite inférieure.

le symbole de Kronecker.

le tenseurs identité du seconde ordre sur

Pour une fonction f, on note par :

RY.

0
C
b.p

le zéro de RY.
une constante générique strictement positive.
presque par tout.

la norme euclidienne de RZ2.

(u,v), w.v le produit scalaire des vecteurs u et v.



Introduction

Ce travail consiste a I’étude du comportement des fluides dans des domaines minces,
c’est-a-dire des domaines physiques ou la “hauteur” est beaucoup plus petite que la “lon-
gueur” évoquant le modele de fluide a été considérée dans les ouvrages [18, 6, 1]. Les prin-
cipales applications d'un probleme de lubrification entre deux parois rigides tres proches
en mouvement relatif, par exemple dans un mécanisme de roulement a billes, comme il
est justifié dans la référence [2] par des techniques asymptotiques ainsi I'approximation des
équations de Navier-Stokes par une équation dite de Reynolds.

L’équation de Reynolds a été utilisée pendant une longue période pour décrire le com-
portement d’un écoulement visqueux entre deux surfaces proches en mouvement relatif (voir

[17,16] pour des références historiques), elle peut étre écrite comme
div (h°Vp) = div (s h),

ou h est I'épaisseur de ’écoulement et s un vecteur donné représentant le cisaillement de
I'une des deux surfaces.

Celle-ci permet d’obtenir la pression hydrodynamique, indépendante de la variable décrivant
I’épaisseur de I’écoulement, ce qui nous permet de déterminer la distribution de pression dans
un espace mince rempli de fluide entre deux surfaces. Le contact liquide-solide peut étre
modélisé par la loi de frottement de Coulomb ou de Tresca [9]. Des études expérimentales
continues sont en cours [14, 15] mais restent difficiles en raison de 1'épaisseur de l’espace entre
les surfaces solides qui peut atteindre 50 nanometres.

L’étude du phénomene de lubrification par des fluides Newtoniens avec glissement a été

obtenue en [4] lorsque le glissement est donné par la loi de frottement de Coulomb, et par

vi



Introduction

F. Saidi [18] lorsqu’on prend aussi en considération l'effet de température. Dilmi dans [8] a
étudié I'analyse asymptotique d’un probleme dynamique pour ’élasticité dans un domaine
borné en dimension trois avec les conditions de frottement du type Tresca.

L’objectif de ce travail, n’est pas seulement de donner l'existence et l'unicité de ce
probleme, mais aussi d’obtenir rigoureusement 1’équation décrivant ces phénomenes dans
un flux du film mince par le biais d'une analyse asymptotique dans lequel le petit parametre
est la largeur de I’écart, en suivant les mémes idées que dans [2, 3,4, 18]. Le point de départ
est ’équation des milieux continus avec les conditions aux limites de Tresca.

La technique asymptotique est basée sur les étapes :

i)— Le changement d’échelle, par rapport a 1’épaisseur.

i1)—Les estimations dans un domaine ”fixe”.

i1i)— Les résultats de convergence faible et probleme limite.

Dans ce mémoire on s’intéresse aussi a I’étude de ’analyse asymptotique d’un probleme
stationner de Stokes dans un domaine borné en dimension trois en film mince avec des
conditions de frottement de type de Tresca et soumis a de condition de Drichlet sur 'autre
parti.

Le travail est composé comme suit :

Le premier chapitre, est consacré tout d’abord au rappel des notions principales de
la théorie des milieux continus et d’analyse fonctionnelle nécessaires et des résultats utilisés
tout au long de ce travail.

Dans le deuxieéme chapitre, nous prouvons en premier le résultat d’existence et d’uni-
cité d’une solution faible, de systeme pour I’écoulement stationner de Stokes dans un domaine
borné a trois dimensions avec des conditions de frottement sur une partie de la frontiere et
Dirichlet sur 'autre partie. Le point de départ sont la lois des conservations en mieux conti-
nue, la lois de comportement et la condition aux limite de Tresca. Le domaine €2, est donné

par
Q. ={(z,23) € R? (2,0) €ew 0<z3<eh(x)}.

La frontiere de €2, est divisée en trois parties disjoint, sera notée I'* = wUI'{UI'7, ot w est
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Introduction

un domaine borné de R? d’équation x5 = 0 qui constitue la frontiere inférieure du domaine
et h € C* (R), I'{ est la frontiere supérieure du domaine et 'S est la frontiere latérale.

Donc, dans ce cadre nous montrons le premier résultat que pour € > 0 fixé, le probleme
admet une solution unique faible.

Dans le troisieme chapitre, on s’intéresse a 1’étude de ’analyse asymptotique de notre
probleme que nous avons posée dans le premier chapitre.

Nous montrons d’abord que pour £ > 0 fixé, le probleme admet une solution unique faible.
Ensuite, on étudie 'analyse asymptotique du probleme en faisant un changement d’échelle,
pour ramener I’étude sur un domaine €2 indépendant de e, sur lequel nous définissons des
nouvelles inconnues. Nous obtenons des estimations a priori sur la solution indépendamment
de € en utilisant les inégalités de Korn, Poincaré et Young. Grace a ces estimations, on obtient
un théoreme de convergence, qui nous permet de passer a la limite lorsque ¢ tend vers zéro.
Donc la convergence forte de la vitesse est prouvée, I'équation spécifique de Reynolds est

aussi prouvée. Enfin, nous montrons I'unicité de la solution de notre probleme initial.

viii



Chapitre 1

Notions préliminaires

Le but est d’introduire les outils mathématiques et mécaniques nécessaires pour une bonne
compréhension de la suite du probléme traité.

Dans la premiere section, nous commencons par un rappel des résultats essentiels de
la théorie du milieux continus et la loi de comportement de [’élasticité linéaire, puis, nous
présentons le systéme d’équations aux dérivées partielles qui modélisent I’évolution isotherme
(ou non-isotherme) d’un corps homogéne élastique en présence de conditions non linéaires
du type Tresca sur une partie de la frontiére du domaine 0 de R3.

Les références bibliographiques seront ultérieurement spécifiées dans chacun des para-

graphes suivants :



Chapitre 1 : Notions préliminaires

1.1 Rappels de la mécanique des milieux continus

L’objet de cette section est d’établir le modele mathématique décrivant I’évolution d’un
corps déformable ayant une loi élastique sous 'action des efforts extérieurs en présence de
conditions de frottement sur une partie au bord du domaine. Ceci se traduit mathématiquement
par I’établissement d’'un systeme d’équations aux dérivées partielles posé sur un domaine de
R? . Ce systéme comprend la loi de comportement du matériau, I’équation du mouvement et
de I'énergie du corps ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.
Pour les références bibliographiques, nous avons consulté [9, 18].

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné Q de R? pendant un inter-
valle de temps [0, 7.
L’équation de conservation de la quantité de mouvement. Soit u le champ des
vecteurs vitesse des points © = (x1, z9, 23) €  du milieu continu en mouvement par rapport
au repere Oz, le tenseur o de composantes o;; (i, 7 = 1,2,3), est le tenseur des contraintes.
La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant 1’équivalence entre
le tenseur des forces extérieurs et le tenseur des accélérations pour un systeme matériel

quelconque, conduit a I’équation du mouvement suivante :

Ou

Div o+ f Zp(at

+ u.Vu) , (1.1)

ou le vecteur f, de composantes f; (i = 1,2,3), représente une densité massique des forces

extérieures, p est la densité de masse et Div désigne l'opérateur divergence, c’est-a-dire

doy; .
Diva:aixj (i=1,2,3).

Lorsque le champ de vitesse u varie tres lentement par rapport au temps dans le cas ou le
deux termes pg—? et pu.Vu négligents (processus quasi statiques). S’il s’agit d’un probleme
de statique le premier membre des équations (1.1) est identiquement nul et on les appelle
équations d’équilibre

Divo+ f =0. (1.2)

L’hypothese d’incompressibilité du volume pour les milieux fluides.

Un fluide est dit incompressible lorsque son volume demeure constant sous l’action d’une



Chapitre 1 : Notions préliminaires

pression externe, I'hypothese d’incompessibilité tres réaliste physiquement, se traduit par
TrD(u) =0 (1.3)

ou D(u) est le tenseur des taux de déformation, de composantes

i == 1< < 3. 1.4
dl] (u) 2 (axj + 61‘1) ? —_ Z?j — 3 ( )

L’équation de conservation de I’énergie. L’expression générale du premier principe de

la thermodynamique s’écrit :

d
pd—i =0 :D(u) —divg+r, (1.5)

ou

- e est un scalaire qui désigne I'énergie interne spécifique du milieu continu.

r est un scalaire représentant ’apport d’énergie par unité de masse et de temps.

q, de composantes ¢;, est le vecteur transport d’énergie.

- 0 : D(u) est le produit de deux tenseurs o et D(u) défini par I'expression

3
o:D(u) = Z oijdij(u).
ij=1

D’un point de vue mathématique, nous disposons de trop d’inconnues par rapport au
nombre d’équations. Donc les lois de conservation de la quantité de mouvement et de
I’énergie sont insuffisantes pour décrire les mouvements des milieux continus, elles doivent
étre complétées par d’autres relations que 'on appelle des lois de comportement. Nous

présentons ci-dessous les lois de comportement de fluide de Stoke traitées dans cette these.

o(u) = 2D (u) - pl.

ou
- D(u) est le tenseur des taux de déformation.
- I est la matrice identité de rang 3.

- TrD (u) désigne la trace de D (u) définie par :

TrD (u) = di (u).

3
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Dans le cas non isotherme son coefficient p est une fonction de la température T’

p=u(T).

La loi de comportement de [’élasticité linéaire d’un corps homogéne et non isotherme est
donc

o(u) =2u(T)D (u) + XT'rD (u) I. (1.6)

Ensuite on suppose qu’il existe une force tangentielle sur une partie de la frontiere qui
sera notée par w, on dit que l'on a un contact avec frottement. On est amené a introduire une
loi de frottement qui relie cette composante tangentielle aux autres variables du systeme.
Dans ce mémoire nous allons considérer la loi de frottement dite du type Tresca.

Lois de frottement du type Tresca. Cette loi de frottement présente un seuil de frotte-
ment fixe k¢ lorsque le solide et la fondation sont en contact, la fondation exerce sur le solide

un effort tangentiel qui ne dépasse pas un certain seuil
lo2| < k5 sur w.

Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil, le milieu continu ne peut pas se

déplacer par rapport a l'obstacle et il y a blocage, ce qui se traduit par :
lof| < k* = u. =0 sur w.

Lorsque ce seuil est atteint le solide peut se déplacer tangentiellement par rapport a la
fondation et il y a alors glissement. La contrainte tangentielle s’oppose a la vitesse. Alors on
a:

|o2| = k® = il'existe A > 0 tel que 07 = s — Au. sur w.

En conclusion, les conditions aux limites de type frottement de Tresca s’écrivent alors comme

suit :

Si |oZ| < k° alors us =0,
sur - w, (1.7)
Si |of| = k¢ alors 02 = s — A uS avec A > 0.

Rémarque 1.1. Quand k* =0, on obtient o2 = 0 sur w. Il s’agit du cas sans frottement.



Chapitre 1 : Notions préliminaires

Espaces fonctionnels

Nous commengons par un rappel d’analyse fonctionnelle concernant 'espace des
distributions, les espaces LP(€)) et les notions principales de la convergence faible. Ensuite,
nous présentons également les espaces de Sobolev et les principales propriétés notamment

les théorémes de trace.

1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Nous allons introduire dans ce paragraphe un résumé d’analyse fonctionnelle, et
quelques résultats qui interviennent dans I’étude de probleme de ce mémoire.

De nombreux ouvrages parcourent ce sujet, nous renvoyer le lecteur soucieux de plus
détails a par exemple [13].

Soit 2 un ouvert de R3. On désigne par C5°(Q) (ou D(£2)) 'espace des fonctions de classe
C* a support compact dans €2.

On munit C§°(Q2) de la <pseudo-topologie>, c’est-a-dire qu’on définit une notion de
convergence dans Ci°(€2).

L’espace des distributions D'(Q) est le «duals> de D(Q), c’est-a-dire I'espace de formes
linéaires continues sur D(£2). On note (T, ¢) = T(¢) le produit de dualité entre une distri-
bution T € D'(Q) et une fonction ¢ € D(Q) : ce produit de dualité généralise I'intégrale
usuelle / T.¢ dx. En effet, on vérifie que si f est une fonction localement intégrable dans

Q

(2, alors on peut définir une distribution 7t par :

Ty 6) = /Q 1 do.

On peut aussi munir D'(£2) d'une notion de convergence : on dit quune suite 7, € D'(2)

converge au sens des distributions vers 7' € D'() si, pour tout ¢ € D(f2),

ST ) = (T9)-
Définissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si 7' € D'(Q2), la dérivée
orT
3@-

€ D'(Q) est définie par :

(5o 6) = ~(T. 52), ¥ € D(©). 18)

5



Chapitre 1 : Notions préliminaires

Pour 1 < p < oo, on note LP(§2) I'espace de Lebesgue défini par :

LP(Q) = {u : 2 = R mesurable; / lu(z) | de < oo} ,
Q

1
P
el ey = ( / ()P dm) |

muni de la norme

et pour p = oo, on note

L™ (Q) = {u : 2 — R mesurable; supess |u(x)| < +oo} ,

z€Q

muni de la norme
[ull oo 0y = sup ess [u(x)| = inf {M >0 lu(z)| <M  pp,ze}.
xef)

Pour tout 1 < p < oo on notera g I'exposant conjugué de p défini par — + — = 1 avec la

1
convention — = (0. Pour tout u € LP(Q) et v € LY(2), on a uv € L'(Q) et
00

luvl| 1oy < [lull oy - [Vl po) (inégalité de Holder).
Théoréme 1.1. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue).
Soit (uy,) une suite de fonctions mesurable . On suppose que

(1) up(x) — u(zx) p.p. x € Q,

(ii) il existe une fonction v € LY(Q) telle que pour chaque n,
|u,(z)] < v(z) p.p. v € QVn €N
Alors w € LY(Q) et [lun — ul 1 gy — 0.
Rémarque 1.2. [l résulte de l'inégalité de Hélder que si (u,,) une suite telle que u,, — u dans

Lr (Q), et (v,) une suite telle que v, — v dans L1 (). On obtient que la suite (u,v,) C L' (Q)

converge vers uv dans L' (Q), ce qui implique

lim | u,v, dev = | uwv dx.
Le résultat suivant, qui est presque l'inverse du théoreme de convergence dominée de
Lebesgue, il est d'une certaine importance dans I'étude des équations non linéaires, il établit

une certaine relation entre la convergence dans le sens de la norme de L(£2) et la convergence

presque partout sur €2.
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Théoréme 1.2. Soit (u,), une suite de fonctions intégrables telle que u, — u dans L' (Q).

Alors, il existe une sous suite (uy, ), et v € L' (Q) telle que
U, > v ppdans Q et |u, | <v p.p dans Q.

Définition 1.1. Soit E' un espace de Banach. Une suite (u,) C E converge faiblement dans

E vers un élément u € E , et on note u, — u, St
(fyun) — (fyu), Vf € E', ot E' est le dual de E.

Théoreme 1.3. (de Eberlein et Smulyan).
Soit E un espace de Banach réflexif, et soit (x,) une suite bornée dans E. Alors il existe

une sous suite extraire (x,,) qui converge faiblement dans E.

Proposition 1.1. Soit E un espace de Banach, et une suite (u,) C E. Alors

1) u, — u implique u, — u .

(1)
(2) Si u, — u, alors (uy,) est bornée et liminf ||u,|| > ||ul .
n—oo
(8) Si u, —u dans E et f, — f dans E, alors il suit que {f,,u,) — {f,u).
(

4) Si up, —»u dans E et f, = f dans E', alors il suit que {f,,u,) — (f,u).

Définition 1.2. Soit E un espace de Banach. Une suite (f,,) C E' converge faiblement étoile

vers un élément u € E', et on note f, —* f, si
(fn,u) = (f,u),Yu € E.

Théoréme 1.4. (d’Aloaglu)
Soit E un espace de Banach séparable, et soit (f,) une suite bornée dans E' le dual de E.

Alors il existe une sous-suite extraire (fy,) qui converge faiblement dans E'.

Proposition 1.2. Soit E un espace de Banach, et soit (f,,) une suite dans E' le dual d’espace
E.

1) fo— f dans E" implique f, —* [ .

2) Si f, —=*f, alors (f,) est bornée et liggjlf | fall = 1Sl -

3) Si u, — u dans E et f, =* f dans E', alors il suit que (fn,u,) — (f,u).
4) fo— f dans E' implique f, —* [ .

5) Si E est réflexif, alors f, —* f est équivalente ¢ f, — f dans E'.

(
(
(
(
(

7
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Théoréme 1.5. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) .
Soit H un espace de Hilbert réel et (.,.), un produit scalaire de H. Pour toute p € H', il

existe f € H unique tel que :

<(107U>H/><H = (faU)H Voe H et H(PHH/ = HfHH

Nous dirons qu'une suite (f,,)neny dans H converge faiblement vers f € H si pour tout
v € H, les produits scalaires (f,,v) convergent vers (f,v) dans R. Nous noterons cette
convergence par le symbole — pour la distinguer de la convergence forte (c’est-a-dire pour

la norme hilbertienne) :

fam f = VoeH, dim (f0) = (f,0).

Proposition 1.3.

(1) Une suite dans H qui converge fortement vers f € H converge aussi faiblement vers f.
(2) La propriété < toute suite dans H qui converge faiblement vers f € H converge fortement
vers [ > est vraie si et seulement si la dimension de H est finie.

(3) Toute suite faiblement convergente est bornée.

(4) Si E et F' sont des espaces de Hilbert réels, et si u € L(E, F), alors l'image par u de
toute suite dans E faiblement convergente vers un élément x € E est faiblement convergente

dans F wvers u(x).

Le résultat crucial suivant est une conséquence du théoreme de Riesz-Fréchet et du théoreme

(1.4) de Banach-Alaoglu.

Théoréme 1.6. (Théoréme de compacité faible de la boule unité fermée des es-
paces de Hilbert).
Si H est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dans H admet une sous-suite faible-

ment convergente.
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1.3 Rappels sur les espaces de Sobolev

Nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les espaces de fonctions permettant
de résoudre les formulations variationnelles d’équations aux dérivées partielles. Par la suite,
Q est un ouvert borné régulier de R?. Pour p = 2, L*(Q) est I'espace des fonctions mesurables

de carré sommable dans €2. Muni du produit scalaire

(U 0) 20y = /Qu(x)v (x) dx,

L*(2) est un espace de Hilbert. On note

ol = [ P dx)

la norme correspondante.

Définition 1.3. Soit Q un ouvert de RY. L’espace de Sobolev H' () est défini par :

H'(Q) = {u € L*(Q) tel que Vi € {1, ...,d} g;j € Lz(Q)},

ot est la dérivée partielle de u au sens des distributions (1.8).

Z;

Proposition 1.4. L’espace de Sobolev H'(Q) est muni du produit scalaire

(U, 0) g1 () = /Q(u(a:)v(x) + Vu(z).Vou(z)) dx
et de la norme :
il = ( [ Q@)+ 19ut) de ) (1.9

'espace de Sobolev H(2) est un espace de Hilbert.

Voici [inégalité tres utile portant sur les normes de Sobolev.

Proposition 1.5. (Inégalité de Poincaré).
Soit Q un ouvert de borné de R%, Alors il existe une constante C' telle que pour toute fonction
u € H}Q),

[ull o) < ClIVull 2q) -

En particulier, |Vul| 2 est une norme équivalente a celle de Hy(Y) (Hy(Q2) désigne le

sous espace vectoriel des fonctions de H'(Q) nulles sur T).

9



Chapitre 1 : Notions préliminaires

On peut mentionner le résultat suivant sur les traces des fonctions H'((2).

Théoreme 1.7. Traces des fonctions H'(Q)
Soit Q un ouvert régulier de R?. Alors il existe un opérateur linéaire continu

v HY Q) — L3(T'), appelé opérateur trace, tel que :
v: HY(Q) — L*(T") est compact.
On définit ’espace vectoriel H%(F) comme suit :
H2(D) = {y(u); we H'(Q)}

que 'on munit de la norme

1l = inf {lull i ()= £}

Les premiéres propriétés les plus remarquables et utiles a notre exposé sont les suivantes :

(1) Si uwe HY(Q), alors v : HY(Q) — Hz(T') est linéaire surjectif et

@l r < Cllul, g Yu e HY(Q).

(2) Comme Q) est régulier, toute fonction u € H%(F) est la trace d’une fonction
i € HY(QG), i.e. Upa = u, ot G est un owvert de R? contenant Q.
Sur les questions concernant les espaces traces, voir par exemple J.L. Lions et E. Magenes
[13].

Le théoreme de trace permet de généraliser aux fonctions de H'(Q2) la formule de Green

établie pour des fonctions de classe C1.

Théoréme 1.8. (Formule de Green).
Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'. Si u et v sont des fonctions de H'(Q), elles

vérifient

/Qu(x)g;)zda: = —/Qv(x)gu dx + /Fu(x)v(x)ui(x)dx,

€

ou v = (Vi)1§i§d est la normale unité extérieure a I

Formule de Green pour I’élasticité

10



Chapitre 1 : Notions préliminaires

On munit 'espace produit H! (Q)d du produit scalaire canonique et de la norme associée

respectivement (.,.), o et |||, qui définis par :

(u,v), 9 = /uivi dx + /uivjvm dx, (1.10)

Q Q
2 2 )
]2 = / o do + / Vol d.

Et la norme de L?()? sera notée -1lo.-

Nous rappelons que Papplication de trace v : H' (Q)? — L2 (I')* est linéaire continue,
mais n’est pas surjective. L’image de H' (Q)d par cette application notée par Hr, ce sous
espace s’injecte contintiment dans L> (F)d. Pour o assez régulier nous avons la formule de

Green :
/ o:e(u)de +/ Div (o) u dx = /m/.v Al Yve H'(Q)". (1.11)
Q Q r

Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est 1'inégalité suivante :

Théoréme 1.9. ( Inégalité de Korn).
Soit Q un domaine régulier borné de R® de classe C'. Il existe une constante C > 0 ne

dépendant que de Q) telle que, pour toute fonction v € H! (Q)d, on a :

/vivi dx +/ gij () gy (v)dx > C HvaQ veH? (Q)d.
Q Q
Pour des détails sur les résultats de ce paragraphe nous renvoyons par exemple a [9].

Rappelons que le dual V'’ d’un espace de Hilbert V' est 'ensemble des formes linéaires
continues sur V. Par application du Théoreme 1.5 de représentation de Riesz, le dual de
L*(Q) est identifié & L*(2) lui-méme. On peut aussi définir le dual d’un espace de Sobolev.

En l'occurrence le dual de H}(€2) joue un role particulier dans la suite.

Définition 1.4. (Le dual de l’espace de Sobolev ).
Le dual de l'espace de SobolevH] () est appelé H'(Q2). On note (L, ¢>H*1,H3(Q) = L(¢) le
produit de dualité entre HJ () et son dual pour tout forme linéaire continue L € H1(Q) et

toute fonction ¢ € H} ().

11



Chapitre 1 : Notions préliminaires

Proposition 1.6. (propriétés de l’espaces H'(Q))

(1) L’espace H1(Q) est caractérisé par

¢ o
H(Q) = {f =0+ ) o

(2) H YQ) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme :

%

avec vy, U1, ..., Vg € L2(Q)} )

||L||H*1(Q) = sup |(L, ¢>H*1,Hé(§2) |
Pour plus de détails de cette proposition voir par exemple [ 7]

Rémarque 1.3. H'(Q) est un espace de Hilbert pour la norme (1.9).

Rémarque 1.4. Pour tout Q un ouvert de RY, on a

HH(Q) € LA(Q) = (LX) € HH(Q).

12



Chapitre 2

Existence et unicité de la solution
d’un probleme de Stokes avec

frottement

Dans ce chapitre, on s’intéresse a [’étude de l'analyse asymptotique d’un probleme de
Stokes dans un domaine mince avec les conditions de frottement non linéaires de type de

Tresca sur une partie de la frontiere et les conditions de Dirichlet sur l’autre partie.

13



Chapitre 2 : Existence et unicité de la solution d’un probleme de Stokes avec
frottement

2.1 Introduction et position du probleme

Dans ce chapitre on étudie le comportement asymptotique d’'un fluide de Stokes perturbé
en régime stationnaire dans un domaine mince 2. dont une partie de sa frontiere est soumise
a des conditions de frottement et une autre partie est soumise a des conditions de Dirichlet,
ou 0 < € < 1 est un réel positif destiné a tendre vers zéro. La frontiere de (). sera notée
I* = Fi U fEL U, avec I' est la frontiere supérieure d’équation x3 = eh(zy,xq), I'S est la
frontiere latérale, w est un domaine borné de R? d’équation x5 = 0 qui constitue la frontiere
inférieure du domaine €2.. On suppose que h est une fonction de classe C! définie sur w telle

que :
0 < Amin < h(2') < hpax = b ¥(2/,0) € w.
On note z = (2, x3) € R3, 2/ = (21, 72) € R?. Le domaine Q. est donné par :
Q. ={(2, z3) eR®: (¢/,0) ew, 0<uz3<eh(z)}.

On désigne par D = (d;;)1<i j<3 le tenseur des taux de déformations avec

1 (Ou; Ouj
) = = (2 . 1<i,j<3.

On suppose que la loi de comportement du fluide suit la forme de Stokes

o (U, p7) = —p°oij + 2pdy; (w°) (2.1)

ij

ou

- u® est la vitesse du fluide.
- p° est sa pression.
- ju est sa viscosité.

- 0;; est le symbole de Kronecker.

£

3 .
Ti)1§i§3 € R° de la vitesse

On définit les composantes normales et tangentielles u;, et uS = (u

par :



Chapitre 2 : Existence et unicité de la solution d’un probleme de Stokes avec
frottement

£

3
Ti)1§i§3 € R’ du tenseur

De méme, les composantes normales et tangentielles of, et o7 = (a

des contraintes sont définies par :

Les équations qui gouvernent I’écoulement stationnaire d’un fluide de Stokes dans le domaine
Q). sont les suivantes :
dos

) c_(0 =123 2.2
8ZL‘] +f'L 7Z =)y ( )

divu® =0, (2.3)

ou o;; est déja défini par la loi (2.1).
Afin d’écrire les conditions aux limites pour la vitesse sur la frontiere de €2, on introduit
d’abord la fonction vectorielle g € H2(I'¥)3 (I'ensemble des traces de H'(€2.)? sur ') telle

que :
/ g.vds=0. (2.4)
FE
On peut montrer par [12] que la condition (2.4) est équivalente a 'existence d’un relevement
Ge e H! (QE)?’ de g sur Q. vérifiant
divGc =0 dans Q., G°=g swl5, G°=0 swl? et Gr=0 surw. (25)
La vitesse sur le bord I'f UT'; est connue et donnée par une fonction de g.
uw=¢g=0 sur I, (2.6)
u® =g surl', avec g3 =0. (2.7)
Sur w la vitesse est supposée inconnue et elle vérifie la condition de non-pénétration :

ur =0 surw. (2.8)

Supposons qu’il existe le frottement sur w, ce dernier est modélisé par la loi non linéaire de
Tresca :
0S| < k® = uS=s
sur w, (2.9)
loz| = k* = 3B >0 tel que u = s — fo:

olt |.| désigne la norme euclidienne de R?, s la vitesse de cisaillement et k° le seuil de frotte-

ment.
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frottement

Rémarque 2.1.

La troisieme composante de la vitesse vérifie
uz; =0 sur I'.
En effet,d’apreés la condition (2.8), on a :
UV =ujv Fuste Fuzvs =0 sur w

ou, v = (0,0,—1) est le vecteur normal unitaire extérieur ¢ w donc u§ =0 surw. D’aprés
la condition (2.6) et (2.7) et le fait que g3 = 0 sur I's, on a us =0 sur'{UTS , donc
uz = 0 sur I'*.

Le probleme complet consiste donc a trouver un champ de vitesse u® et une pression p°

vérifiant les équations et les conditions aux limites suivantes :

/

Diveo+f =0 dans €.,
o5 (U5, p7) = —p*0ij + 2pd;; (uf) dans .,
divu® =0 dans €.,
e us =0 sur T,
P
) ‘
=9 sur T'5,
w.r=0 sur w,
lof| < k® = uS=s
sur w.
0S| =k = 3B >0 tel que us = s — fo:

Afin de donner la formulation variationnelle du probléme (pb?) , nous allons établir le lemme

sutvant :

Lemme 2.1.

La condition (2.9) est équivalente a la relation suivante :
(U —s)os + klu. —s| =0 sur w. (2.10)

Démonstration. On suppose que (uS — s) o2 + k°|us — s| = 0.

— Si |og| = k°, alors

£

(U7 = 8) o7 = —|o7| |uz — s,

T
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d’ou l'existence d'un 8 > 0 tel que

— Si |og] < k°, alors

(u; —s)os +klus —s| = 0> —|ul —s|.|os| + k%|us — s

> fuz = s[. (= o7 + &%)

et comme — |o%| + k% > 0, alors uS = s.
Réciproquement, on suppose que u. vérifie la condition aux limites de Tresca

— Si |og| < k°, alors S = s
(U —s)os + k°|us —s|=(s—s)o- + k|s—s| =0.
— Si |og] = k°, alors il existe > 0 tel que : uS = s — ot . D’ou

(us — 5) 0f + Kus — s| = =B |05 + 8|05 [* = 0.

2.2 Formulation variationnelle du probleme

Nous commencons a décrire le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, et
nous définissons la formulation variationnelle du probleme (pbjc), ensuite nous établissons
un résultat d’existence et d’unicité.

Pour 'ouvert €2, on définit ’espace et I’ensemble suivants :

. 3vi

. a_l’]

H' (0.)? = {v e (L% ()’ € L*(N), Vi,j=1, 3} ,

muni de la norme |.||1.q., ot la norme de (L% (€2.))® sera noté ||.|[o.c.. H} (Q.)? est 1a ferme-
ture de D (Q.)* dans H'! (Q.)®. L’espace dual de H} (Q.)° sera noté par H~' (€.)°.

Nous définissons le convexe fermé non vide :
K* = {UEHI(QE)S:vzosurFELUFi7 v =0surw},

17
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K, = {ve K°: div(v) = 0}.

Nous utilisons aussi les espaces vectoriels suivants :
Hﬁiuri Q) = {<P € H' (Q): =0 sur UTY } ;

12(9.) = {qem@a):/ qdmzo}.

£

Pour simplifier ’écriture, on posera

a(u,v) = 2,u/ di; (u) d;j (v) dz, (2.11)

3
(u,v):/ u.vdx:Z/ wv;de. (2.12)
Qe i=1 V8

Pour v € H' (Q.)*, on définit la fonctionnelle J¢ par :

J®(v) = / kv — s|dx’. (2.13)
On note
b (q,v) = —/ qgvi dr, V(q,v) € L () x H' (QE)S. (2.14)
Q. 9%

Lemme 2.2.

St u® et p° des solutions du probleme (Pb‘}), alors elles vérifient le probléme variationnel

sutvant :

5 Trouver u® € K§,, p° € L§(Q.) telle que :
(PVY)

a(us7@_u6)+b€ (p€790_u6)+‘]€ (90) —J° (us) 2 (fs’(p_us)’ V(,O € K°.

Démonstration. En multipliant I’équation (2.2) par (¢ — u®), ou ¢ € K¢, et en utilisant la

formule de Green, on obtient :

€ 8 € (3 € € €
/Q Uz‘j5$, (gpi—ui)dm'dxg—/ O35V (@i_ui)d0+/ fi (pi — ;) dz =0.
B J re Qe

Les conditions aux limites (2.6) et (2.7) impliquent que :

/1“5 o5y (i — i) do = / o5 (i — u5) dz’.

18
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115 . 13 — 13 & o o .
En utilisant : of;v; = of, + oyv;, il vient :

/ o5 (i —ui)do = /O‘% (pi — ui)da' + / ocvi (o — ug) da,
1_‘6

w w

et comme (p; —u5)v; =0, on a:

/ oV (pi — uj) do = / o7, (pi — u;) da'.
e @

Donc :

0
/ 052 (s — uf) da'dcy — / 0% (i — ) da’ + / F2 (g — ) dz =0, Vi € K,
Qe O Q.

w

on ajoute et on retranche le terme /ks (|l — s| — |u® — s|) dz’, on obtient
w

/ Ufji(%—Uf) dﬂ?'dfCSJr/ks(lso—S!—|UE—SI)dfC’
. 0z,

w

_ /ai.(@—us)dx’—i—/ks(\go—ﬂ— It — o) da.

w

En utilisant le lemme 2.1, le deuxieme membre s’écrit

/ (0. (p — 8) + Klp — s])de’,

cette intégrale est positive, car

)

—07.(p—s) <oz (p—s)| < |o7[. (@ — )| < k[ = s].
En remplagant of; par sa valeur, on obtient alors I'inéquation variationnelle :
a(u’,o—u?) +b0° (T, —u’) +J7 () = J°(u7) =2 (79 —u'), VpeK* (2.15)

Si nous choisissons la fonction test ¢ dans K3 on trouve le probleme variationnel en

iv

vitesse

. Trouver u® € K§,;, telle que
(PVZ)
a(us, @ —u?) + b7 (o —u) + J7 () = J° (u) 2 (f% 0 — ), Vo € Ky
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2.3 Existence et unicité de la solution

Nous rappelons un théoreme d’existence et d’unicité pour les inéquations variationnelles

de 2°™m¢ espece que nous appliquerons pour étudier le probléme variationnel (PVy) .

Théoréme 2.1. ([11]).

Soient K un conveze fermé non-vide d’un espace de Hilbert H, muni de la norme ||.||; ,
a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive de H x H dans R , et J une fonctionnelle de
K dans R conveze, semi-continue inférieurement et propre, alors pour tout forme linéaire

L définie sur H, il existe un unique u dans H solution de linéquation variationnelle :
a(u,v—u)+J W) —J(u)>L(v—u).

Théoréme 2.2. Supposons que f¢ € L? (QE)?’, ke € L™ (w) et k® > 0 presque partout sur

w. Alors, il existe un et un seul u® dans Kg;, solution le probleme (PVy) .

Démonstration. La forme bilinéaire a (.,.) est coercive sur K§;, X K§;,- En effet, soit v* un
élément de K§;,. Par 'inégalité de Korn, on obtient
2 2
a(v%,v7) =2 | |di ()" da = 20 (o]} g
Qe
ou (' > 0, est la constante de Korn.
La forme bilinéaire a (.,.) est continue sur K§;, x K§;,. Soit u® et v® deux éléments de Kg;,.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

la (wf,0%)] < 2u <Z\|dij<u€>||§,ga)2 (Zudzj(vwé@a)

i,j=1 4,j=1

IN

2p ||UE||1,Q€ HUSHLQ6 .

Comme J est une fonctionnelle convexe, semi-continue inférieurement et propre, le théoreme

précédent montre l'existence et I'unicité de la solution du probleme (PV5). O

Théoreme 2.3.
Sous les mémes hypothéses du Théoréme 2.2, il existe v € Kg;, unique et il existe p° €

L% (Q.) unique, solutions du probléeme (PVF) .
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Démonstration. Soit u® une solution de probleme (PVy), alors
a(u,p —u) + J° () = J° () 2 ([ ¢ =), Yy € Kgyy- (2.16)
En choisissant ¢ = u® & 1) avec ¢ € Hy g;, () 0> dans (2.16) ot
Hj giy Q)7 = {v € H) (Q)* ¢ div(v) =0},

on trouve 1’équation :

a (UE, w) = 0, V@/) E H(},div (95)3 .

Donc

2,&/ dij (U€> dl] ("Lp) d.fl:ldﬂfg — fs.wdﬂfldﬂig = 0, Vw € H&,div (Q€)3 ,

Qe Qe

d’oti, en appliquant la formule de Green :

[ (Div @uD)) + )ide = 0. 0 € Hgy ()"

€

Cette égalité reste valable pour I'espace
V={veD(Q): div(v) =0},
c’est a dire

/ (Div (2uD(u)) + f*)bdz = 0, W € V.

€

On déduit donc qu'il existe p° € H~1 ()" tel que [9]

Div 2uD(u®)) + f€ = Vp®, p.p dans (),

ce qui montre que
Do+ f =0, dans (.. (2.17)

Montrons que u® vérifie la condition aux limites de Tresca (2.9). On multiplie I'équation

(2.17) par (¢ — u®) avec ¢ € K§;, et on applique la formule de Green, on obtient
ol o~ ) = [ o (o) i, Vg € K,
donc (2.16) s’écrit
/Ji. (p —u)dx' + / ko — sldx’ — / kf|u® — s|da’ >0, Vo € Kg;- (2.18)
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On choisit dans (2.18), ¢ = u® + ¢ avec ¢ = (¢1,19,0) € HI%UFEL (Q.)° et div(y) = 0, on

trouve :

/ai.wda:/ + / k| + uf — s|dx’ — / k*|u® — s|da’ >0, V€ H%?Uri (Q.)°.

w

Cette égalité reste vraie pour tout ¢ € L2 (w)?, c-a-d

/criwdx' - / k| +us — s|da’ — / kElus — s|da’ >0, Yy e L? (w)?, (2.19)

prenant dans (2.19) ¢ = uZ — s, on trouve l'inégalité

/ (0%, (us — 8) + k°|uS — s| ) da’ > 0.

De la méme fagon, si 1 = s — uZ, on obtient facilement 1'inégalité inverse, par conséquent

on a :
/ (o2, (us — s) + kfJus — 8| ) dz' =0,

et comme oZ. (uS — s) + k%|us — s| est positive, on déduit que
oo (us — s) + k%|us — s| =0 presque partout sur w,

d’ou la solution u® vérifie la condition aux limites de Tresca (2.9). O
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Chapitre 3

Analyse asymptotique du probleme

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’analyse asymptotique de ce probleme en faisant un
changement d’échelle, ce qui mous a permis de ramener [’étude sur un nouveau domaine
mdépendant du parametre €. Grace a des estimations a priori indépendantes de €, nous
avons montré le théoreme essentiel de convergence permettant de passer a la limite lorsque

e tend vers zéro et de montrer donc l'existence et l"'unicité de la solution du probleme limite.
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3.1 Transposer le probleme sur un domaine fixe ()

Pour I'analyse asymptotique de notre probléeme, on utilise le changement d’échelle
L3
z=—.
€
Comme dans [2] cette méthode consiste a transposer le probleme initialement posé dans le

domaine €2, en un probleme équivalent posé sur un domaine €2 indépendant de e, ot
Q={(z,2) €eR® (2/,0) cwet 0<z<h(a)}

On note I' = w U, UL, sa frontiere.

Nous définissons maintenant sur 2 des nouvelles inconnues

i (¢, z) = u (¢, x3)
a5 (v, 2) = e g (2, ), (3.1)

NE

pe () 2) = &*pf (2, x3) .

Pour les données du probleme (Pb‘}), on suppose qu’elles dépendent de ¢ de la maniere

suivante :

avec k et g ne dépend pas de €.
Soit G (z, z) tel que :

~

G=g surl.

Le vecteur G¢ introduit précédemment sera défini de la manieére suivante :

A

Gi(2',2) =G5 (2 z3) i=1,2,
(@', 2) (2, w3) (33)

Gs (2',2) = e 'G5 (2, x3) .
Formulation variationnelle du probleme dans 2

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur €2 comme ce qui suit
Kz{(pEHI(Q)?’:go:OsurFLUFl et gp.u:Osurw},

Kaiv = {v e K : div(v) =0},
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v

‘/z = {U = (Ul,UQ) - L2 (Q)2 . B

cL?*(Q),i=1,2et v=0sur Fl}.
V. est un espace de Banach pour la norme :

2 9 \ 3
2
|mm—<zwmm@+] )
i=1 0,2

H(K):{@EHI(Q)zIQOZ((,DDQDQ),QOZ-:OSUI'FIUFL pouri:172}7

(%i
0z

L%(Q):{qELQ(Q):/qu;E’dz:O}.

En multipliant (2.15) par ¢ et en passant au domaine fixé 2 on montre que le probléeme

variationnel est équivalent au probleme suivant :

(

Trouver @° € Kaiy, p° € L2(Q) telle que

(s, —a%) +b(p°, ¢ — )+ J(p) — J (4°) (3.4)

2
ZZ( mﬁi—ﬁf) +€(f3,¢3

ou
J(@) = /%m_smx
b(pfp—u) = —/ﬁgdlv(@ u°)dx,
Q
et
2
ou; oS\ 09
a(i,p— ) = pe /< + ) (@i — ) da'dz
232::1 Ov;  Ox; ) Ox;
Gu 2812;53, 8 R e 5 8 A N /
—l-,u;/ (az +e 8%) [&(% ) +e oz, (p3 —u3) | do'dz +
, [OU5 O

pe — (p3 — 05) da'd>.

Q 32 '(92

3.2 Estimation a priori sur la vitesse et la pression

Nous essayons maintenant d’étudier les estimations a priori sur 4° et p°.

Pour cela nous avons besoin d’établir le lemme suivant :
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Lemme 3.1. (Inégalité de Poincaré)([10]).
On rappelle que 0 < h(2') < h*, V2’ € w, on a linégalité suivante :

ou;

1l < B || 52

(3.5)

0,9
Démonstration. La démonstration de lemme 3.1 peut étre trouvée dans [10] : Cependant,

nous allons montrer la deuxieme relation mentionnée ci-dessus. Soit 0 < z < h (z), on a

N / hm/)aﬁg / / / .
i) == [ G OM @), =123

et comme u (x, h(x)) = 0, alors :

— "D oag
i) == G0

Par 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on voit que :

i o) [ 2w o] ac
Nous intégrons par rapport a z de 0 & h (x), on obtient
h(z") 2
[ e my [ 2w of a
0 0 ¢

en intégrant 'inéquation précédente sur w, on trouve :

// (2, 2)|? dzdz’ < (B*) // ’ (2',¢) dCdx/
ous
A? <h* 1 .
||uz||0,Q — Oz 0.0

Lemme 3.2.

Soit k¢ est une fonction positive dans L (w), il existe une constante C' > 0 ne dépend pas
de ¢ telle que :

2 2
Z > + &2
=1 0,2

Démonstration. Soit u® la solution du probleme (PVy), donc

ou;
B ;

NE
4 || 05

e (12
93 9u3
(9@-

0z

<. (3.6)

(e

0,2 i=1

2

)

a(u,u) <a(u, )+ J°(p) = J° (uf) + (f5,u°) = (f5,¢) Vo € Kai,
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et comme J¢ (uf) > 0, on a
a(u®,u®) <a(u, )+ J° () + (f,u") = (f5,0) Yo € Kaiv.
De 'inégalité de Korn, il existe C'x indépendant de ¢ telle que :
2uCk HVUEHS,QE < a(u®,u). (3.7)
Par I'inégalité Cauchy-Schwarz et (2.16)

(f5u) < 1 llog. 1elloq.
< V2he || lloq. 1V g,
nous utilisons I'inégalité de Young
2

50
ab < P 5 +77 Q,V(a,b)GRQ, VneR

pour 11 = \/uCr /2, a = ||Vully o et b=v2he| [ q., on déduit

(50) < VIR |l 196 s, (3.5)
< PR g, + <2h )IIfEIIOQE (3.9)
uC'
De méme on a :
(%.0) < 25 | Vlg, + (Zj ) 171, (3.10)

En appliquant les inégalités de Holder et de Young, il vient

2a(uf, ) < / 41l ()] |d ()] dat

/2( P i o >|> ( L) de
< “CK/ 14.(u)? dz + g/ﬁswwnwx.

Par l'inégalité de Korn, et le fait
3

Z |di; (©)]* < |V|?, I'inégalité présidente devient comme suite
ij=1

IN

MCK

. , 16p 4h"e? .
21Cx |Vl g, < =5~ [V HS,QE+J<>+—HWHOQ+ BNVl o+ (u >Hf Io.c, -
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En choisissant ¢ = G et en multipliant par ¢, on trouve :

3 A 16p pCgk - 4h e
§u0K6HVu Hg,gs < (C_K +T) VG HOQ + (MC ) e\ f HOQ

Pour 0 < € < 1, en faisant un changement de domaine, on trouve
) NE
e IVGli3 0, < | V6|
nee O,Q

3| ££2 2|2
&N lee = 7]

2 2 2

ou;

En passant au domaine fixe 2 de I'inégalité (.,.) on obtient
o : ous ous

2 2 2
+ + &?
Oz, 0.0 ; (’ 0z ox; 07Q> 0z 0.0

< C, (3.11)

C = (guCK> {(1061’:+“CK) HVGH ;Z

2

2
eVrlloe, = €

1,j=1

ou

N

2
Tt
0,92

Lemme 3.3.
Sous les hypotheses des théorémes 3.1 alors, il existe une constante positive C' ne dépend

pas de ¢ telle que :

a"&
H P < i=1,2 (3.12)
0|l -1
a’\?
P <, (3.13)
07 |- (o)
IVE -1y < C". (3.14)

Démonstration. Soient u® et p® des solutions du probleme (PVy), alors
a(ut, o —ut )+ (o —u) +J7(p) = J (uF) = (f5 0o —uf), Vee K"
En prenant ¢ = uf £ ¢ avec ¢ € H} (Q.)°, on trouve donc I’égalité suivante :

/ 00 ——dx'dxs = 2,u/ dij (uf) dij () da'daxs — | fapda’drs, Vo € HE (0)°.

ox; . Q.
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En utilisant les inégalités de Holder, de Poincaré puis 'estimation (3.11), on trouve la ma-

joration suivante :

awl £ £
| romdrin| < 2ld @)l 146 oo, + 17 log, 1910,

2p ||Vu5||O7QE ||V¢H0,QE + ”fEHO,QE eh” ||V¢H0,QE

IN

< (mernwf],) 1900
Ce qui implique
5/ wzd:c "das| < C' VQ/JH (3.15)
Ox;
avec
C' = 2uC + h* fH
0,9

(ne dépend pas de ¢).

D’autre part on a :

7 Asa l / Asa /
€ ¢dxdx3 = Z/ 8;[)1 x'dz —i— P ¢3 x'dz

Qe aml gJa 82
X' 1 aﬁa 7 /

Par conséquent, si g@l =0et '423 =0,ona:

/@%mwSOWQ . Wby € HY(9Q),
H ()

Oy
donc
’ 8]56 < C/
02 ll-1)
Pour zZAzg =0et 1$3 = 0, on obtient
’ aﬁe < Cl
O |l g-1()
Pourv,Zl:Oet@/A}g:O,ona:
—/6&¢ dr'dz < C' H¢ ’ Vi € HY (Q)
N Q 3 = 3 Hé(Q) ) 3 0 )
donc
1 aﬁs < Cl
el 02 g —

29
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On déduit de (3.16) que

IV |10y < €

3.3 Résultat de convergence et probleme limite

Théoreme 3.1.
Sous les hypotheses des lemmes 3.2-3.3, il existe (uy),_, , dans V, et p*dans L2 (Q) tel que;

pour toute sous suites de U° et p° notées encore u* et p* on a les résultats de convergences

suivants :

u; —u;  i=1,2 faiblement dans V., (3.17)

ous . . 2
o 0 4,5 =1,2 faiblement dans L* (), (3.18)

L

2 O3 - : 2

& 0 i=1,2 faiblement dans L* (), (3.19)
Z;
015 | :

e, 0  faiblement dans L* (), (3.20)
eus — 0 faiblement dans L* (), (3.21)
p-—p* faiblement dans L3 (). (3.22)

De plus, les solutions limites (u*, p*) vérifient :

a *
8pz =0 dans (2, (3.23)
2
ou*
Z/p*&d:v'dz =0. (3.24)
o Omi
Démonstration. D’apres le lemme 3.2, il existe une constante C' indépendante de ¢ telle
que :
o2
0u\" o iz12
0z 0.0

En utilisant cette estimation avec I'inégalité de Poincaré, on obtient

13
ou;

0z

|15 llo.0 < A° , 1=1,2.
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C’est-a-dire que u; est borné dans V, pour ¢ = 1,2, ceci implique 'existence de u] dans V,
tel que; uj converge faiblement vers u! dans V.

D’autre part, grace au lemme3.2, on a :

ous
He ’L S C’
Ox; 0,Q
0
alors il existe un élément [ € L*(Q) telle que € 5 L converge faiblement vers [. De plus, il
T
~e Ak
vient de (3.17) que — converge vers —- , donc pour tout ¢ € L? (), on a :
8$Cj 813j

/&ﬁui odr'dz = 5/ ot od'dz.

Lorsque ¢ tend vers 0, on obtient

/l(pda:’dz =0,
0

et donc [ = 0 dans L?(Q). Ce qui donne la convergence faible de (3.18).

o112 .
A sos g s | 29U3 UL :
De méme grace a 'inégalité |[e*—= < C, on a la convergences de e*—= vers une fonction
Zi [lg.0 ox;

i ||
[ dans L? (Q2) . De méme, par l'estimation : &2 3 < C et l'inégalité de Poincaré, on

Z oo
a:

e 12
|2 ous
||€2u§ ‘OQ S h*2€4 -3 S h*ngC,
’ Z oo

cela implique que 24§ converge vers 0 dans L? () .

Pour tout ¢ € D(2), on a :

U5 Op
2 3 d /d :_/ 2~ d /d
/< ax)*” vz == ), () gy dr

Lorsque ¢ tendre vers 0, on trouve :

/lgodx’dz =0.
Q

En utilisant la densité de D () dans L? (), on obtient [ = 0 dans L? ().

Nous utilisons le fait que div(u®) = 0 et les convergences de (3.18), on obtient :

2

ous ous
c 82 n _;8 8% ’
ou; : : 5
€ 0 i=1,2 faiblement dans L= (Q),
€L
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ce qui donne la convergence faible de (3.20).

On déduit de (3.5)-(3.6) que

8"8
leillon < b= || Z2| <C.
7 0,2
) . ) o5 .
on a donc la convergences de a5 vers une fonction [ dans L () et € 5, converge faiblement
2z
ol ol
vers —— dans L? (). D’aprés (3.21) et P'unicité de la limite faible, on déduit que 5 = 0,
z z

c’est-a-dire que [ ne dépend pas de la variable z.
D’autre part, et — [ implique 7y (eu§) — v (I ) tel que : v 'application de trace, mais
v (et5) = eug(a’,0) =0, donc vy (I ) =1 = 0 sur w, de sorte que [ = 0 dans 2.

Pour démontrer (3.22), on utilise (3.14) avec 'inégalité suivante [12] :
10 < 5 (1937 v+ [ o).
Comme p° € L2 (£2), on déduit que :
151y < C" ot C" = KC".

Ce qui montre qu’il existe une sous suite extraire p° converge faiblement vers p* dans L? (Q2).
En plus p* appartient & L3 (Q), car L2 () est un sous espace fermé dans L* (Q) .

Grace au (3.13), on a pour tout ¢ € Hj (Q)

op°
%7 2
H-1(Q)xHL(Q)

op° 0
Et comme <8i’ <p> =— <]3‘5, —('0> , alors (3.25) est implique que
2

||
— || 9z

||S0||H5(Q) <eC ||90||H3(Q) : (3.25)
H=1(Q)

0z

()
"0z H-1(Q)x H} ()

on passe € au zéro, et en utilisant la convergence faible de (3.22), on trouve :

.
<p,a—(’0> =0 VeeH) (),
Z [ H-1(Q)x HY(Q)

<eC ”SOHH(%(Q) 5

ce que implique que
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doit (3.23).

En multipliant 'équation div (4°) = 0 par p* € L? (f2) et en intégrant, on obtient

;/p 8xi+ p 0z =0

Par la formule de Green, on trouve :

op" . R
Uz s = 0. 2
Z/ 8@ 82 5+ /Flp usvsdo =0 (3.26)

*

9,
8pz = 0 dans €2, donc (3.26) devient

>[5 -

lorsque € tendre vers 0, et en utilisant (3.17), on obtient (3.24). O

On rappelle que 45 = 0 sur I', et comme

Théoreme 3.2.
Avec les mémes hypotheses du théoréme 3.1, la solution limite (u*,p* ) vérifie les formules

sutvantes :

,uZ/ P 82 i — ) dr'dz — Z/ (9:1:2 O — uy) dr'dz+

(3.27)
+J (¢) >Z/fz G —ui)dx'dz, Vo eIl(K),
82 * R ap*
— , — ' =1,2 H(Q). 2
o 822 = f; o pour 1 =1, dans (Q) (3.28)

Démonstration. L’inéquation variationnelle (3.4) s’écrit sous la forme

&(af,g})—/ﬁsdiv(ga)dx’der/l%|¢>—s|dx’z/l%\ae—s|da:’+d(ﬂ5,a5)
Q w w
2
+Z/ﬁ-(¢i—a§) dar/dz+€/f3 (@3 — i) da'dz, Vg € K.
=179 Q

En passant a la limite et en utilisant les résultats de convergence du théoreme 3.1, avec la

semi-continuité inférieurement de J, on obtient donc
N da'dz — Z/ 091 —dr'dz—
ox;
oG . . R
P 503dx'dz + /k p — s|da’ > /k lu* — s| da’ + Z/fi(@ —ul)da' dz.
w =179
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Chapitre 3 : Analyse asymptotique du probleme

On utilise les notations des (3.23) (3.24), alors (3.27) est immédiat.

On choisit maintenant dans l'inéquation variationnelle (3.27)

et donc

P w Sy ~ [ j
Mz / =Y [ G ara: = 3 [ fiida'dz v € B (),
i=1 ! i=1

par la formule de Green , il résulte

0*u;

2 2
/ ap* N / o " /
dx’ + ;Zl/ﬂa—xi@bidaz dz = ;Zl/gfﬂ/zld:v dz.

En choisissant ¢, = 0 et py € H} (), puis @2 = 0 et $1 € H] (), on trouve :

82 * R 8 *
—H 822 =Ji- ox;

pour i = 1,2 dans H ' (Q).

Théoréme 3.3.

Sous les mémes hypothéses du théoréeme 3.2, on a :

avec

/l%(\w + 8" —s| —|s* —s|])da’ — /,u7*¢d:c' >0 Voel?w)?,

plr| <k=s=s

/L\T*]:l%:>5|5>0tel que s* = s+ pT*

ou*
0z

™ (2) =

(2',0) et s*(2") =u*(2/,0).

De plus u* et p* vérifient l’équation généralisée faible de Reynolds

/ (gvp (') + F(z') — gs* + /Ohu* (2, 2) dz) NV (2)da' =0, Vip € H' (w) .

ou F (z')

" h
/OF(x',y)dy—§F(x/,h), F (2 y) //fe 2 t) dtd€.
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Démonstration. On choisit dans (3.27), ¢ = u* + ¢ avec 1) = (Y1,1,) € H} p, (Q)*, donc
2
out s,
r'dz — —dx'd
“;/az oz Z/ o, T
/l%|u*+¢—s|d:p'—/k‘|u*—s|dm’
(2/.) A w
> / fihida'dz.
=174
Par la formule de Green, on obtient
82 x
—Z/ e’ dz + Z/u—wzygdx + Z/
—Z/p*@/}il/,-dx' + /l% |u* + v — s|dx’ — /l;: |u* — s|dx’ > Z/ﬁwidx'dz,
=17 @ @ =178

on utilise (3.28) et comme v = (0,0, —1) est le vecteur normal extérieur & w, donc (3.34)

dr'dz—

(3.34)

entraine que

//% (| + s* = s| — |s* — s|) da’ — /;n*wdx’ >0 Wy e HE (7,

0z
est aussi valable pour tout 1) € (D (w))® et par densité de D (w) dans L? (w), on trouve

telle que s* et 7" sont respectivement les traces de u* et sur w. L’inégalité précédente

(3.30) . Pour (3.31), on utilisons 'analogue de [5].

Pour démontrer (3.33), en intégrant deux fois (3.28) de 0 & z, c’est-a-dire que

[ [ waac= [ [ e~ [ L2 wha

et donc

—u; (¢, 2) +u («,0)

= [ [hw a2 @, 6

utilisons les notations des (3.32) et on integre de 0 a h, on obtient

h h2 h h3 ap*
— /0 ul (2',0)d0 + hs! (') + ?7’; (') = /0 F (2, y)dy — 65 0z, (2. (3.36)
D’autre par, on prend z = h dans (3.35), avec u} (', h (z')) = 0, on trouve :
h2 *
570+ e () = B! ) - -9 ). (3.7
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On déduit de (3.36)-(3.37) que

h3 8p* , - . h § ) h . )
@a’ﬁi<x)+Fi<I)_§si(x)+/oui(x78)d0—07
donc
h3 ~ h h
x( 1 N . _
IQMVP (&) + F(2) = 55 (x)+/0 u (2,0)do = 0,
et donc (3.33) est prouvée. -

3.4 Unicité de la solution du probleme limite

Théoréme 3.4. La solution (u*,p*) du probleme limite (3.27) (3.28) est unique dans V., X

L2(9).

Démonstration. Supposons qu’il existe deux solution (u!, p') et (u?, p?) de I'inéquation va-

riationnelle (3.27), on a donc

ou; 0 , 2 o . /
“Z/ 5 9z (P ui) da'ds - Z/pax (f1 — ul) do'dz+ J () — J (u)

2
2 Z/in(@i —u;)da'dz (3.38)
i=1

et

8u? a / = 8 N /
M;/ 5 s (‘Pi —uzQ) da'dz — ;/gzﬂaxi (Spi —uf) dr'dz + J (o) — J(u2>

2
> Z/in(@i — u?)da'dz. (3.39)
i1

Prenant ¢ = u? dans (3.38) puis ¢ = u' dans (3.39),

du} 0 ) 2 0 /
558ty 35 [ 0100

2
> Z/Qf’(u? — u})da'dz (3.40)
i=1

2 2 2
PRI TR R

2
> z:/ﬁfl(uz1 — u?)dx'dz. (3.41)
i=1
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En sommant les deux inéquations (3.40) et (3.41), on obtient

[0 9
E — (uj —u) — !
ui:1 /982 (ul uz 5, (u u; )dx dz <0,

ceci implique
2

9 4 2
u; — U; =0.
' 0z ( ) 0,Q
Par l'inégalité de Poincaré, on trouve :
] |
0,2

donc

u! =u® dans V..

Pour prouver I'unicité de p*, on utilise I'équation (3.33) pour (u', p') et (u?, p?) :

[ (wr) + ey~ | (#.2) =) T () e’ = 0. V0 € H' (o), (342

12 2

/ (h_vp< O N /0 (@, 2) dz) Vo (a') da! =0, ¥ € H' (w) . (3.43)

12 2
En retranchant (3.43) du (3.42), on obtient

3
/%V (p' = p°) .V do'dzz = 0.

Nous pouvons prendre ¢ = p' — p? dans (3.44), on déduit que

/W%V (p' =p°) .V (p' —p°) da' =0.

Mais
2 (|2 h? - 1.2 /
N ) < [ 1927 6 - V)

ce qui implique que
12 _
HV (»' —»p )HL?(M) = 0.
Et d’apres 'inégalité de Poincaré <H¢]|L2(w) <C vaHLz(w)), on trouve :
1,2
[ HL?(W) =0.

D’ou I'unicité de p*. Ce qui termine la démonstration du théoreme 3.4 .

37
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probleme stationner de Stokes avec frottement
dans un domaine a trois dimensions.
La convergence asymptotique de ce probleme couplé en vitesse-pression est prouvé la lois

de Tresca et aussi prouvée .
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RESUME

Dans ce mémoire nous considérons un probléme de Stokes dans un domaine borné a trois
dimension avec des conditions de frottement de Tresca sur une partie du bord et soumis a de
condition de Drichlet sur 'autre parti. Nous étudions les résultats d'existence et d'unicité de la
solution faible de ce probléme, puis nous établissons le comportement asymptotique des solutions

quand I'épaisseur du domaine tend vers zéro.

Mots-cles : Analyse Asymptotique, condition de Tresca, Espace de Sobolev, Stokes,
Equations de Reynolds, Estimations a priori.

Abstract
In this memory we consider the stationary equation for Stokes fluid in a three dimensional
bounded domain with Tresca boundary condition on a part of the boundary and subject to
Drichlet condition on the other party. We study the existenceand uniqueness
results for the weak solution of this problem, then we establish the asymptotic behavior of its
solutions, when the depth of the thin domain tends to zero .

Keywords : Asymptotic Analysis, Tresca condition, Sobolev Space, Stokes, Reynolds Equation,
A priori estimates.
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