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Abstract

In this thesis, we combine the notion of o admissible mappings with 6-
contraction and Berinde type contraction concepts to introduce a new type
of contractions and related fixed point results in complete metric spaces. We
also deduce the existence of fixed points in partially ordered metric spaces and
in complete metric spaces endowed with a graph by using our main results.

Finally, we provide an example and an application to the existence of the
solutions for a boundary value problem of fractional differential equations to

illustrate the importance of the obtained results.

Keywords :
Metrics spaces, theory of fixed point, 6-contraction, Berinde type contraction,

a-admissible, fractional differential equations.
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Résumé

Dans cette these, nous combinons la notion d’applications a-admissibles
avec les concepts de f-contraction et de contraction de type Berinde pour
introduire un nouveau type de contractions et quelques résultats de points
fixes associés dans des espaces métriques complets. Nous déduisons également
I’existence de points fixes dans des espaces métriques partiellement ordonnés
et dans des espaces métriques complets muni d’un graphe en utilisant nos
principaux résultats. Enfin, nous donnons un exemple et une application a
I’existence des solutions d’un probleme aux limites d’équations différentielles

fractionnaires pour clarifier I'importance des résultats obtenus.

Mots clés :
Espaces métriques, théorie du point fixe, #-contraction, contraction de type

Berinde, a-admissible,équation différentielle fractionnaire.
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Notations

Les notations, symboles et abréviations les plus fréquemment utilisés sont répertoriés

ci-dessous.

Ly([a, b])
Re(a)
“Df(t)

L’ensemble des entiers naturels.

L’ensemble des entiers réels.

L’ensemble des entiers réels positifs.

Désigne un espace métrique ou d est la distance associée .
La distance entre x et y.

un espace métrique ordonné complet.

Relation d’ordre .

Espace métrique partiel.

Meétrique partielle.

espace métrique partiel ordonné partiellement

Désigne le graphe .

I’espace des fonctions intégrables pour la mesure de Lebesgue dx
la partie relle de nombre o € C.

la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo de f, d’ordre a > 0.
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Introduction

Au cours des dernieres années, la théorie du point fixe est devenue 1'un des outils les plus
importants pour résoudre certains problémes dans divers domaines comme dans ['analyse non
linéaire, la physique, la biologie et la théorie des jeux. Banach a fourni le premier théoreme
du point fixe dans les espaces métriques, qui a été généralisé dans différentes domaines, et
I'une de ces généralisations a été donnée par Berinde [15], ou il a introduit le concept de
quasi contraction comme généralisation de la contraction faible, au sens de Berinde. Par la
suite, de plusieurs résultats ont été obtenus par exemple, voir [12, 13, 69, 73].

Récemment, Babu et al. [9] ont introduit un nouveau type de condition contractive ap-
pelée "condition (B)", et ils ont prouvé l'existence d’un point fixe pour cette classe d’appli-
cations, de la méme maniere, Cirié et al.[26] ont introduit le concept de condition de quasi
contraction généralisée et ils ont établi des résultats de point fixe dans des espaces métriques
ordonnés.

Samet et al. [66] ont introduit un nouveau concept appelé a-admissible et ils ont obtenu
des résultats de point fixe pour les applications a—1-contractives, plus tard certains résultats
ont été donnés en utilisant ce concept, voir, par exemple [10, 47, 70].

Récemment, Jleli et Samet [43] ont introduit un nouveau type de contractions appelé
f-contraction pour prouver l'existence de points fixes pour telles contractions. Il convient
de mentionner ici qu'une contraction au sens de Banach est une contraction particuliere de
f-contraction, mais qu’il existe des #-contractions qui ne sont pas des contractions de Ba-
nach. Apres cela, plusieurs auteurs ont étudié des formes différentes de la #-contraction, par

exemple, voir [2, 28, 38, 56, 76].
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Les théoremes du point fixe pour les applications monotones a valeur unique ont été
étudiés dans des espaces métriques partiellement ordonnés par de nombreux mathémati-
ciens voir [54, 62, 1, 33] . Nieto et Rodriguez-Lopez [54, 55] ont été les premiers a étudier
des théoremes de point fixe pour des applications monotones non décroissantes dans des
espaces métriques partiellement ordonnés et a appliquer les résultats obtenus pour étudier
un probléme d’existence d’équations différentielles ordinaires.

La notion d’espaces métriques partiels est 'une des diverses généralisations des espaces
métriques ordinaires, son idée a été lancée par Matthews [51], plus tard plusieurs résultats

a point fixe ont été donnés de cette maniere, voir par exemple [7, 12, 69, 73].

Cette these se décompose de cinq chapitres partagés de la fagon suivante :
Chapitre 1 : Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions mathématiques de base néces-
saires sur les espaces métriques et la théorie du point fixe.
Chapitre 2 : Ce chapitre est consacré pour les définitions et les théoremes de quelques types
de conditions contractives.
Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous avons détaillé nos résultats publiés dans [53], nous in-
troduisons d’abord un nouveau type des contractions en combinant des contractions de type
Berinde et f-contraction avec le concept de a-admissibles, puis nous prouvons l’existence
d’un point fixe dans des espaces métriques pour ce type de contractions sous des conditions
faibles. Enfin, nous cléturons ce chapitre avec nos conséquences concernant un théoreme de
point fixe dans des espaces métriques partiellement ordonnés et dans des espaces métriques
muni d’un graph.
Chapitre 4 : Dans ce chapitre, Le but de nos travail est d’introduire la notion de quasi
(a,0)-contractions de type Hardy-Rogers dans les espaces métriques partiels afin d’établir le
point fixe. Deux exemples sont donnés pour démontrer la validité de nos principaux résultats.

Chapitre 5 : Ce chapitre sera consacré a une application concernant 1’étude de probleme

des équations différentielles fractionnaires avec conditions intégrales aux limites.

Université d’El oued viii



Chapitre

Notions et Préliminaires

Commencons ce chapitre par certains des concepts que nous utilisons dans les chapitres

suivants.
1.1 Espaces métriques

Définition 1.1. Soit X un ensemble non vide. La fonction d : X x X — R, est appelée

distance ou métrique sur X si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
(1) Ve,y € X, d(z,y) =0z =y,
(2) Va,y € X, d(z,y) = d(y, ),
(3) Va,y,z € X, d(z,y) < d(x,z) +d(z,y).

Un espace métrique est un couple (X,d), ou d est une distance sur X .

L’ensemble R muin de la distance d(x,y) = |x — y| est un espace métrique, appelé espace

métrique usuel sur R.

Définition 1.2. Soit (X,d) un espace métrique. Soit {x,} une suite dans X. On dit que la

suite {x,} converge vers x € X si lim d(x,,x) = 0. Dans ce cas, on dit que x est la limite
de {x,}.

Définition 1.3. Soient (X, d) un espace métrique et {x,} une suite dans X. La suite {x,}

est de Cauchy si et seulement si
(Ve > 0),(IN € N), [Vn,m > N = d(z,, xn) < €]

Toute suite convergente est de Cauchy.

Université d’El oued 1



1.2 Applications continues et semi continues 2

Définition 1.4. Un espace métrique (X,d) est complet si et seulement si toute suite de

Cauchy dans X est convergente.

Définition 1.5. Un sous-ensemble M d’un espace métrique (X, d) est appelé

(1) ouvert si et seulement si pour tout x € M il existe r > 0 tel que B(x,r) C M, ou
B(z,r) ={a € X :d(z,a) < r}.

(2) borné si et seulement si le diamétre de M, 6(M) < oo, ot
0(M) = sup{d(z,y)/x,y € M},

(3) fermé si et seulement si pour toute suite {x,} C M telle que x, — x € X, alors
x e M.
(4) compact si et seulement si toute suite dans M admet une sous-suite convergente dans

M.

Définition 1.6. Un sous-ensemble M d’un espace métrique (X, d) est complet si pour toute
suite de Cauchy {x,} dans M il existe x € M tel que nh_)rgo d(x,,x) = 0.
Proposition 1.1. Soit (X, d) un espace métrique et soit M un sous-ensemble de X.

(1) Si M est complet alors M est fermé.

(i) Si X est complet donc M est fermé si, et seulement si, M est complet.

Définition 1.7. Soient X, Y deux espaces métriques et f : X — Y une fonction continue.
Alors :

(1) pour tout owvert U deY, f~H(U) est un ouvert de X.

(2) pour tout fermé F de 'Y, f~(F) est un fermé de X.

(3) pour tout compact K de X, f(K) est un compact de Y .

1.2 Applications continues et semi continues

Définition 1.8. Soient X = (X,dy) et Y = (Y, dy) deuz espaces métriques. Une application

T:X — Y est dite continue en un point xog € X si pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que :
pour tout x € X, di(x,x0) < 0 = do(Tx, Txp) < €

T est dite continue sur X si elle est continue en tout point v € X.

Université d’El oued 2



1.2 Applications continues et semi continues 3

Définition 1.9. Soient (X,d;) et (Y,dy) deuz espaces métriques et T : X — X est une
application. T est continue en x € X si et seulement si pour toute suite {x,} C X telle que

{z,} — x, ona{Tx,} — Tx.

Définition 1.10. Soient (X, d;) et (Y,dy) deuz espaces métriques et T : X — X est une

application. T est uniformément continue sur X si et seulement si
Ve>0, 30 =0d(e) >0, Ve,ye X, di(z,y) <= do(Tx,Ty) < e.

Définition 1.11. Soit f : X — R. Alors, pour 6 > 0 la limite supérieure de f et la limite

inférieure de f sont définies respectivement comme :

. sup{fy : |x —y| < I} sile supérieure existe
limsup fo = )
00 sinon

o inf{fy: |z —y| <9} silinférieure eziste

liminf fo = .

00 stmon,

Définition 1.12. Soit X un espace métrique. Soient l'application ¢ : X — R et le point
xo € X. L’application ¢ est appelée

e Semi-continue supérieurement au point xy Si

lim sup p(x) < (z9).

T—T0

e Semi-continue inférieurement au point xq si

lim inf p(x) > (o).

T—TQ

o Continue au xo si elle est a la fois semi-continue supérieure et semi-continue infé-

rieure au To.

En général, ¢ est dite semi-continue supérieurement (respect, semi-continue inférieure-
ment) sur X si pour tout suite {z, } dans X telle que z,, — x implique lim sup p(z,) < ¢(z)
n—oo

(respect, x,, — x implique lim inf o(xy) > @(x).)
Exemple 1.2.1. 1. Soit ¢ : R — R définie par

-1 siz<0
p(r) =
1 sixz>0.

Université d’El oued 3



1.3 Espaces métriques a-complets 4

Donc ¢ est semi-continue supérieurement en 0 mais n’est pas semi-continue inférieu-

rement.

2. Soit ¢ : R — R définie par

-1 six <0
p(r) =
1 six>0.

Donc ¢ est semi-continue inférieurement en 0 mais n’est pas semi-continue supérieu-

rement.

1.3 Espaces métriques a-complets

Définition 1.13. [35] Soient (X,d) un espace métrique et a : X x X — [0, 00[ une appli-
cation. L’espace métrique X est dit a-complet si et seulement si toute suite de Cauchy {z,}

dans X avec a(xy,,Tny1) > 1 pour tout n € N, converge dans X.

Remarque 1.3.1. Si X est un espace métrique complet, alors X est un espace métrique

a-complet. Mais 'inverse n’est pas vrai.

Exemple 1.3.1. [35] Soit X =|0, 00|, d la distance usuelle et A un ensemble fermé dans X.

On définit a: X x X — R, par

3 siz,ye A
a(z,y) = :
0 sinon

(X, d) est un espace a-complet, mais n’est pas complet.
De plus, si {z,} une suite de Cauchy de X telle que a(z,, z,41) > 1, alors z, € A. donc elle

converge dans A, car A est fermé.

Exemple 1.3.2. [49] Soient X = (0, 00) et la distance d : X x X — R définie par d(z,y) =
|z — y| pour tout z,y € X. On définit a: X x X — [0, 00) par

1
v siz,y € [1,2]
a(z,y) = 2 ;
0 sinon .

On sait que (X, d) n’est pas un espace métrique complet, mais (X, d) est un espace métrique

a-complet. En effet, si {z,} est une suite de Cauchy dans X telle que a(z,,z,41) > 1 pour

Université d’El oued 4



1.4 Applications a-continues 5

tout n € N, alors z,, € [1,2] pour tout n € N. Puisque [1, 2] est un sous-ensemble fermé de
R, on obtient que ([1,2],d) est un espace métrique complet et alors il existe x, € [1,2] tel

que x,, — x, lorsque n — oc.

1.4 Applications a-continues

Définition 1.14. [35] Soient (X,d) un espace métrique, o : X x X — Ry et
T: X — X deuz applications. On dit que T une application a-continue sur (X, d), si pour
toute suite {x, }nen avec r,—x € X lorsque n — +o0 et
(X, 1) > 1 pour tout n € N, nous avons Tx,—Tx lorsque n — +00.
C’est a dire :
lim d(z,,z)=0

n—-4o0o

et pour toutn € N = lim d(Tx,,Tz) =0.

n—-+o0o
a(Tp, Tpip) > 1
Remarque 1.4.1. On voit facilement que toute application continue est aussi a-continue.

En général, la réciproque n’est pas vraie.

Exemple 1.4.1. [49] Soient X = (0, 00) et la distance d : X x X — R définie par d(z,y) =
|z — y| pour tout x,y € X. On définit o : X x X — [0, 00) par

1 sizyell,?2
ar,y) = ,
0 sinon .

et
T
- sizell,2
Tr = 2 1,2 ,

22 — 6z +12 siz e (0,1)U(2,00).
Il est facile de voir que T' n’est pas continue a x = 1. Par conséquent, T n’est pas continue.
Ensuite, nous montrons que 7" est a-continue. Soit {x,, } une suite dans X avec a(x,,, Ty11) >
1 pour tout n € N. Pour n € N, on a z, € [1,2] et alors Tx,, = Iz—" . Si x, — x lorsque
T, T

n — oo pour un certain z € X, on a Tz, = > — 5= Tx pour n — oo. Par conséquent, T'

est a-continue.

Définition 1.15. [37] Soient T: X — X une application sur un espace métrique (X,d) et

a: X x X — R, une fonction. T est dite :

Université d’El oued )



1.5 Applications a-admissibles 6

1. a-semi-continue supérieurement sur X, si pour x € X et une suite {x, }nen avec

lim d(z,,z)=0

n——+0o

et VneN = lim supd(z,,Tz,) <d(z,Tz).

n—-+oo

a(xnaxn+1) 2 1
2. a-semi-continue inférieurement sur X, si pour x € X et une suite {T, }nen avec

lim d(z,,z)=0

n——+oo
et VneN = lim infd(z,,Tx,) > d(z,Tx).

n—-+0o00

Ty, Tpyr) > 1

Lemme 1.2. [37] Soit T une application sur un espace métrique (X,d) et o : X — X
une fonction. T est a-continue si et seulement si elle est a-semi continue inférieurement et

a-semi continue supérieurement.

Exemple 1.4.2. [37] Soient X = [0,+00) et d(x,y) = |x — y|. On définit T : X — X et
a: X xX —[0,+00) par :

5

T stz €0,1]

Tx = ,
24sintr sixz>1
1+2°+y* siz,yel01]

alz,y) = .

0 sinon
11 est clair que T n’est pas continue en 1, mais elle est a-continue, car si (x,) une suite

convergente vers x dans X telle que a(zn, ¥n11) > 1, alors z, € [0, 1] et lim Tz, = lim o

.

Donc nh_}rgo Tz, = Tz, ce qui implique que T' est a-continue.

1.5 Applications a-admissibles

En 2012, Samet et al. [66] ont introduit le concept d’une application a-admissibles et ont
établi des divers théoremes de point fixe pour de telles applications définies sur des espaces

métriques complets.

Université d’El oued 6



1.5 Applications a-admissibles 7

Définition 1.16. [66] Soient X un ensemble non vide, T : X — X et a: X x X — Ry

deuz applications. On dit que T est a-admissible si pour tout x,y € X
alz,y) > 1= o(Tz,Ty) > 1.

Exemple 1.5.1. Soit X =0, +oo[. On définit T': X — X et a: X x X — R par Tx =2

et

2 siz>y
afz,y) =
0 siz<y

Alors, T est a-admissible.

Exemple 1.5.2. Soit X = [0,400). On définit 7 : X — X et o : X x X — [0,4+00) par
Tx = \/x pour tout x € X et
eV siz>y

alz,y) =
0 six <y

Alors, T' est a-admissible.

Définition 1.17. [66] Soit T un auto-application sur un espace métrique (X,d) et soit
a,n: X x X — [0,400) deuz fonctions. On dit que T est une application a-admissible par

rapport a n si pour tout x,y € X

a(z,y) 2 n(z,y) = o(Tz,Ty) =n(Tz, Ty).

Notons que si nous prenons 7(x, y) = 1, alors cette définition se réduit a la définition 1.16.

De plus, si 'on prend a(z,y) = 1, alors on dit que 7" est une application n-sous-admissible.

Exemple 1.5.3. Soient X = [0, oo[ muni d’une distance usuelle d(z,y) = |x — y| pour tout
x,y € X et T: X — X définie par
1

2 .
- size|0,1
ro_ )1 [0,1] |
20° +1 six€]l,00]
et
4 sizel0,1] 1 size]0,1]
az,y) = et n(z,y)= :
0 sizell, oo 4 sizell,o0f

Université d’El oued 7



1.6 Fonction de gauge 8

On sait que (X, d) est un espace métrique complet.

Nous montrons que 7" est a-admissible par rapport a n (ou (o, n)-admissible).

Soit xz,y € X, si a(z,y) > n(x,y), alors z,y € [0,1]. Par contre, pour tout x € [0, 1], on
a Tz € |0, i] Il s’ensuite que o(Tz, Ty) = 4 et n(z,y) = 1. Ainsi a(Tx, Ty) > n(Tz,Ty).
Donc T est («,n)-admissible.

1.6 Fonction de gauge

Définition 1.18. [61] Une fonction ¢ : Ry — Ry est dite fonction de gauge si elle satisfait

au moins une des propriétés suivantes :
1. ¢ est monotone croissante ;

2. p(t) <t pou tout t > 0;

4. @ est continue ;

5. lim ¢"(t) = 0 pour toutt >0

n—oo

6. > ¢"(t) < co pour toutt > 0;
n=0

7.t —o(t) = oo lorsque t — oo ;

8. ¢ est sous-additive c-a-d (x +y) < ¢(z) + ¢(y) pour tout x,y > 0.

Exemple 1.6.1. La fonction ¢(t) = at, t € Ry, a € ]0, 1] est une fonction de gauge.

1.7 Fonctions de comparaison et de c-comparaison

La fonction de comparaison a été présentée pour la premiere fois par Berinde dans [17].
Définition 1.19. Une fonction ¢ : [0,+00) — [0,+00) est appelé une fonction de compa-
raison si elle satisfait les conditions suivantes :

(1) @ est croissante,

(77) lim ¢"(t) =0, pour tout t > 0.

n—-+o00

Lemme 1.3. Chaque fonction de comparaison satisfait p(0) = 0 et p(t) < t, pour tout t > 0.

Université d’El oued 8



1.8 Notions de base du point fixe 9

Définition 1.20. Une fonction ¢ : [0,400) — [0,400) est appelé une fonction de c-

comparaison si elle satisfait les conditions suivantes :
(1) ¢ est croissante,

(i) . ¢"(t) < oo, pour tout t > 0.

n—-+o0o

Exemple 1.7.1. La fonction

! i0<t< 2
3 - 3
p(t) = :
t 1 b 2
—_ — — S —
2 18 773
est une fonction de c-comparaison
Exemple 1.7.2. La fonction
1t i0<t<l1
-t si
1 <
1 .
Pt)=q =t sit=1 ;
2
3
—t it>1
1 si

est une fonction de c-comparaison

Remarque 1.7.1. Toute fonction de comparaison est une fonction de c-comparaison mais

I'inverse n’est toujours vrai comme le montre I’exemple suivant :

t
Exemple 1.7.3. Soit ¢ : [0,4+00) — [0,+00) définie par p(t) = PR Alors ¢ est une
fonction de comparaison mais pas une fonction de c-comparaison car ¢"(t) = P pour
n

t>0.

1.8 Notions de base du point fixe

Définition 1.21. Soit T' une application de X dans X. Un point x € X est dit five de T si

r="Tx.
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1.8 Notions de base du point fixe 10

Exemple 1.8.1. On définit I'application T'(x,y) : R* — R? telle que 0 < 0 < 2.

cos —sinb T
T(x,y) =
sinf  cosH Y

La transformation T (rotation) a un point fixe unique et ce point est (0, 0)

Toutes les fonctions n’ont pas nécessairement de point fixe. De plus, si une fonction a un

point fixe, elle ne peut pas étre unique.

Définition 1.22. Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X — X est dite :

1. Lipschitzienne (ou k-Lipschitzienne) si et seulement si il existe une constante k > 0

telle que pour tout r,y € X on a :
d(Tz, Ty) < kd(z,y).
2. Contraction ou une application contractante si k < 1.

3. Non expansive si et seulement si elle est 1-Lipschitzienne,

4. Contractive si et seulement si pour tout x,y € X, v # vy, on a :
d(Tz, Ty) < d(z,vy).
On remarque que
Contraction = Contractive = Nonexpansive = Lipschitzienne

Mais les implications inverses ne sont pas vraies en général. De plus, toutes ces applications

sont continues.

Exemple 1.8.2. Considérons l'espace métrique usuel (R, d). Définissons

T(z) = ax + b, pour tout = € R. (1.1)
Alors, T est contractante sur R si a < 1.
Exemple 1.8.3. Considérons Iespace métrique euclidien (R?, d). On définit
T(x,y) = (z + b, % + b) , pour tout (x,y) € R? (1.2)

Alors, f est contractante sur R? si a, ¢ > 1.

Université d’El oued 10



Chapitre

Quelques types de conditions contractives

Dans ce chapitre, on va donner des définitions et des notions basiques concernant quelques
types de conditions contractives comme contraction de Banach, Edelstein, Kannan, Chat-

terjea, Meir et Keeler, Reich, Cirié..., De plus, le théoréme de point fixe pour chaque type.
2.1 Le principe de Banach et ses généralisations

En 1922, Stefan Banach [11] a établi un théoréme remarquable du point fixe connu sous
le nom de « Principe de contraction de Banach » (BCP) qui est 'un des résultats les plus
importants de ’analyse et considéré comme la source principale de la théorie du point fixe

métrique.

Théoréme 2.1 (Principe de contraction de Banach). [11] Soient (X,d) un espace
métriqgue complet et T : X — X une contraction. Alors

(7) T a un point fize unique z* € X .,

(13) Pour tout x € X, la suite {x,} de Picard definie par Tx, = x,41 , n € N converge

vers x”*,

(1ii) Pour tout v € X,

n

1—k

d(T"z,z*) < d(z,Tx),n € N.

2
Exemple 2.1.1. soit X =R et T : R — R une application définie par Tx = gsc + 1,z € R.

alors T est une contraction et z* = 3 est un point fixe de T'.

Université d’El oued 11



2.1 Le principe de Banach et ses généralisations 12

Corollaire 2.2. Soient X un espace métrique complet et T : X — X wune application
continue telle que T une contraction de X pour un entier positif k. Alors T a un point fize

unique dans X.

Remarque 2.1.1. La condition de continuité de 7' dans le corollaire précédent n’est pas

nécessaire.

Exemple 2.1.2. X =R et

1 size@
Tr = .
0 siz¢Q
T n’est pas continue, donc n’est pas une contraction.
1 size@
T?z = .
1 sizéQ

T? est une contraction, et T2 et T ont le méme point fixe 1.

Théoreme 2.3. Soient X un espace métrique complet et T : X — X une application telle

que T* une contraction de X pour un entier positif k. Alors T a un point fize unique

2.1.1 Quelques généralisations
Théoréme de Edelstein

Dans 'année 1962, Edelstein [30] a prouvé la version suivante du principe de contraction

de Banach

Théoréme 2.4. [30] Soient (X,d) un espace métrique compact et T : X — X une applica-

tion. Supposons que
d(Tz,Ty) < d(z,y) pour tout z,y € X avec x # y. (2.1)

Alors, T a un point fize unique dans X.

Théoréme de Kannan

Dans le théoreme de Banach nous utilisons la continuité de I'application T pour prouver

I’existence du point fixe. Ainsi, il est naturel de se poser la question suivante : existe-t-il des
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2.1 Le principe de Banach et ses généralisations 13

conditions de contraction qui n’obligent pas I'application 7" d’étre continue ?
En 1968, Kannan [46] a répondu a cette question par I'affirmative et a prouvé un théoreme de

point fixe pour la condition de contraction suivante, qui est appelée contraction de Kannan

Théoréme 2.5 ( Contraction de Kannan). [46] Soient (X, d) un espace métrique complet

1
0, 2[ et pour tout x, y

et T : X — X une application telle q’il existe un nombre réel o €
d(Tx,Ty) < ald(Tz,z) + d(Ty, y)] (2.2)

. Alors
(1) T a un point fize unique z* € X .,

(2) lim 7"z = 2"

(3) Pour tout x € X,

n

1-p

d(T"z,z*) < d(z,Tx), B € [0,1].

Théoreme de Chatterjea

Théoréme 2.6. [22] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application

1
telle q’il existe un nombre réel o € {0, 2{ et pour tout x,y € X
d(Tz,Ty) < a[d(Tz,y) + d(Ty, z)]. (2.3)

Alors , T a un point fixe unique dans X.

Théoréme de Meir et Keeler

Théoréme 2.7. [52] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application

satisfaisant pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout v,y € X :
e<d(z,Tr) <e+0=d(Tz,Ty) < e. (2.4)
Alors, T a un point fixe unique dans X.

Remarque 2.1.2. Si T satisfait la contraction de Meir-Keeler (2.4), alors T" est une contrac-

tive .
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2.1 Le principe de Banach et ses généralisations 14

Théoréme de Reich

Théoréme 2.8. [63] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application

telle q’il existe des nombres positifs a,b,c € [0, 1] vérifiant a+b+c <1 et :
d(Txz,Ty) < ad(x,y) + bd(z, Tx) + cd(y, T'y) pour tout z,y € X. (2.5)

Alors, T a un point fixe unique dans X.

Théoréme de Cirié

Théoréme 2.9. [25] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application
tel qu’il existe des nombres positifs a,b,c et e € [0, 1] vérifiant a+b+ c+2e < 1 et pour tout
r,y € X :

d(Tz, Ty) < ad(z,y) + bd(z, Tx) + cd(y, Ty) + eld(z, Ty) + d(y, T'z)] (2.6)
Alors, T admet un point fixe unique .

Théoréme 2.10. [25] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une applica-

tion tel q’il existe un nombre h € [0, 1] et pour tout x,y € X
d(Tx,Ty) < homaz {d(z,y),d(z,Tz),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)} (2.7)
Alors, T admet un point fixe unique.

Remarque 2.1.3. 1. Une application satisfaisant 2.6 est appelée contraction générali-
sée.
2. Une application satisfaisant 2.7 est appelée quasi contraction.

3. Il est clair que 2.6 implique 2.7, mais la réciproque n’est pas vraie .

Théoréme de Zamfirescu

Théoréme 2.11. [75] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une appli-
cation tel q’il existe des nombers réles a, b et ¢ vérifiant 0 < a < 1,0<b< > et0<ec< =,

tels que , pour tout x,y € X au moins l'une des affirmations suivantes est vraie :

(z1) : d(Tz,Ty) < ad(z,y),
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2.2 Contraction non linéaire 15

(22) : d(Txz,Ty) < bld(z, Tx) + d(y, Ty)],

(23) : d(Tz,Ty) < c[d(z, Ty) + d(y, Tz)] .

Alors, T a un point fixe unique dans X.

Théoréeme de Hardy et Rogers

Théoréme 2.12. [34] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une applica-
tion tel q’il existe des nombres positifs ay, as, ag, ay, as € [0, 1] vérifiant ay+as+az+as+as < 1

et

d(Tx,Ty) < ard(z,Tz)+ ad(y,Ty) + azd(x, Ty) (2.8)

+a4d(y7 TJI) + a5d(ac, y)

pour tout x,y € X. Alors, T a un point fixe unique dans X.

Théoréme de Berinde

Théoréme 2.13. [16] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une contrac-
tion faible telle qu’il existe r € [0,1] et L > 0 tels que , pour tout x,y € X,

d(Tz,Ty) < rd(x,y) + Ld(y, Tx).

Alors, T a un point fize unique dans X.

2.2 Contraction non linéaire

Boyd et Wong [20] ont obtenu le résultat suivant qui est une extension du principe de

contraction de Banach.

Théoréme 2.14. [20] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une applica-
tion. Supposons qu’il existe une fonction ¢ : R™ — R semi-continue supérieurement telle

que ¢(t) <t pour tout t > 0 et vérifiant :
d(Tz, Ty) < ¢(d(z,y)), (2.9)
pour tout T,y € X. Alors T admet un point fixe unique x*. De plus, pour tout x € X, on a

lim T"x = z*.
n—oo
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2.3 Contraction faible 16

Dans ce cas, T est dite ¢-contractive ou contraction non linéaire.

Remarque 2.2.1. La condition ¢(t) < t pour tout ¢t > 0 est trés importante. Méme si la
condition ¢(t) < t n’est pas vérifiée pour au moins une valeur de ¢ > 0, alors 7" peut n’avoir

aucun point fixe ou bien plus d’un point fixe.

Exemple 2.2.1. Soient X = |]—00, —1] U [1, +00[ un espace métrique muni de la distance
usuelle et T': X — X une application définie par :

1 :
5(:10—1—1) sioz>1

Ty = ) ,
5(1’—1) siox<—1

et Sx = —Tx pour tout x € X. Alors T et S satisfont la condition 2.9 avec

1
—t si t<?2
2
p(t) = )
§t+1 si x>2

Remarquons que la fonction ¢ satisfait toutes les conditions du théoreme 2.14 sauf que
©(2) = 2. On peut remarquer que 7" a deux points fixes —1 et 1, alors que S n’a pas de

points fixes.

2.3 Contraction faible

Considérons les deux ensembles suivants :

U est I'ensemble de fonctions ¢ : [0, +o00] — [0,+00[ qui sont continues, croissante et

v ({0}) = {0}

® est 'ensemble de fonctions ¢ : [0, 400 — [0, +00[ qui sont semi-continues inférieurement

et o~ ({0}) = {0}

Le concept de contraction faible a été introduit en 1997 par Alber et Guerre-Delabriere [3].

Définition 2.1. [3] Une application T : X — X est dite @-contraction faible s’il existe une

fonction p € ® telle que pour chaque z,y € X

d(Tz, Ty) < d(z,y) — ¢(d(z,y)).
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Alber et Guerre-Delabriere [3] ont défini ce concept pour les applications sur les espaces
de Hilbert et ont prouvé I'existence de points fixes. En 2001, Rhoades a montré que la plupart
des résultats de [3] sont toujours vrais pour n’importe quel espace de Banach. En particulier,
il a prouvé le théoreme suivant qui est évidemment 'une des généralisations du principe de

contraction de Banach car il contient la contraction comme cas particulier (p(t) = (1 — k)t).

Théoréme 2.15. [64] Soient (X,d) un espace métrique complet, et T une @-contraction

faible sur X pour un certain @ € ®. Alors T a un unique point fixe.

Dutta et Choudhury [29] ont présenté une nouvelle généralisation du principe de contrac-

tion et ont prouvé le théoreme suivant

Théoréme 2.16. [29] Soit (X,d) un espace métrique complet et soit T : X — X wune

auto-application satisfaisant l'inégalité

(d(Tz, Ty)) < P(d(z,y)) —(d(z,y)),
pour certains Y € U et ¢ € ® et tout v,y € X. Alors T a un unique point fixe.
Tres récemment, Choudhury et al. [23] ont prouvé le théoreme suivant

Théoréme 2.17. [23] Soit (X,d) un espace métrique complet, et soit T : X — X telie que

(d(Tz, Ty)) < (m(z,y)) — p(max{d(z,y),d(y, Ty)}),

1
pour certains p € P, € VU, et m(x,y) = maa:{d(x,y),d(:v,T:r),d(y,Ty),5(d($,Ty) +
d(y,Tx))}. Alors f a un unique point fize.

Popescu [60] a prouvé le théoréme suivant.

Théoréme 2.18. [60] Soient (X,d) un espace métrique complet non vide et T : X — X

une application satisfaisant pour tout x,y € X

(d(Tz, Ty)) < P(M(x,y)) — p(M(z,y)),

ol

(1) ¥ :[0,400[ — [0, +00[ est une fonction croissante : Y(t) =0 <= t =0,
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(2) ¢ :[0,+00[ = [0, +o0[ est une fonction : p(t) =0 <= t =0, et lim inf p(a,) >0
st lim a, =a >0,
n—oo
(3) ¢(a) > Y(a) —P(a—) pour tout a > 0, ot (a—) est la limite & gauche de i) en a.

Alors T a un unique point fize

Dans [16] Berinde a introduit et étudié une application de contraction faible sur un espace

métrique complet qui est plus faible que les opérateurs de Zamfirescu.

Définition 2.2. [16] Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X — X est dite

contraction faible s’il existe une constante 6 € (0,1) et un L > 0 tels que :
d(Tz,Ty) < dd(z,y) + Ld(y, Tx) pour tout z, y € X (2.10)

Remarque 2.3.1. [16] Comme la distance est symétrique, la condition de contraction faible

2.10 inclut implicitement la double condition suivante
d(Tz,Ty) < dd(z,y) + Ld(z, Ty). (2.11)

obtenue a partir de 2.10 en remplagant formellement d(Tx, Ty) et d(x, y) par d(Ty, Tx) et
d(y, x), respectivement, puis en échangeant x et y.

Par conséquent, pour vérifier la contractivité faible de T , il est nécessaire de vérifier a la
fois 2.10 et 2.11.

Evidemment, toute contraction stricte satisfait 2.10, avec 6 = a et L = 0, et est donc une

contraction faible (qui posséde un unique point fixe).
D’autres exemples de contractions faibles sont donnés par les propositions suivantes

Proposition 2.19. [16] Toute application de Kannan, c’est-a-dire toute application satis-

faisant la condition de contraction 2.2, est une contraction faible.

Proposition 2.20. [16] Toute application satisfaisant la condition de contraction 2.3, est

une contraction faible.

Corollaire 2.21. [16] Toute application de Zamfirescu, c’est-a-dire n’importe quelle appli-

cation satisfaisant les hypothéses du théoréme 2.11, est une contraction faible.

1
Proposition 2.22. [16] Toute quasi contraction(voir la remarque 2.1.3) avec 0 < h < 3 est

une contraction faible.
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Théoréme 2.23. [16] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une (0, L)-
contraction faible, c’est-a-dire une application satisfaisant 2.10 avec § € (0,1)et un certain

L > 0. Alors
1. Fiz(T)={x e X : Tx =} # .

2. Pour tout xy € x, litération Picard {x,},>, définie par xo € x et 41 = Txy,n € N

converge a un point five x* de T.

8. Les estimations suivantes

571
o

d(x,,z") < d(xg,r1),n € N,

1—
d
d(In,SL’*> < ﬁd<xn—laxn>7n S N*v

sont valables ot est la constante § apparaissant en 2.10 .

les résultats de Berinde [15] étendent, unifient et améliorent de nombreux théorémes des

points fixes dans la littérature.

Définition 2.3. [15] Soit (X, d) un espace métrique. Une auto-application T : X — X est
dite p-contraction faible ou (¢, L)-contraction faible, s’il existe une fonction de comparaison

w et un L > 0, tels que.
d(Tz, Ty) < p(d(z,y)) + Ld(y, T'z) por tout z,y € X.

Théoréme 2.24. [15] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une ¢-

contraction faible avec @ une fonction c-comparaison. Alors
1. Fix(T)={rx e X : Tex =2} # @.

2. Pour tout xy € X, litération Picard {z,}.>, définie par g € v et 41 = Txy,n € N

converge a un point fize x* de T.

3. Les estimations suivantes
d(x,, ") < s(d(xp, Tpy1)),n =N, (2.12)

sont valables ot s(t) = > " (t),t € Ry .
k=0
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Théoréme 2.25. [15] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une (0, L)-
contraction faible. Supposons que T satisfasse aussi la condition suivante :

il existe une fonction de comparaison i et un Ly > 0 tels que
d(Tz,Ty) < Y(d(z,y)) + Lid(z, Tx), pour tout x,y € X

. Alors
1. T a un point fize unique, c’est-a-dire Fix(T) = {z*}.
2. L’estimation 2.12 est valable.

3. Le taux de convergence de l’itération de Picard est donné par
d(xy, ") < e(d(zp_1,74)),n = N,

Une autre généralisation remarquable a été donnée par Pata [57]. Dans ce cas les appli-

cations sur un espace métrique qui sont contractives sans étre des contractions.

Définition 2.4. [57] Soient (X, d) un espace métrique et T : X — X une application, on

dit que T une contraction faible si :
d(Tz, Ty) < d(z,y),Vo,y € X, © #y.

Remarque 2.3.2. [57]
1. Si T est une contraction faible, alors T" a au plus un point fixe.
2. Si T est une contraction faible et X un espace métrique compact, alors 7" a un point

fixe unique dans X.(Théoreme 2.4).

Exemple 2.3.1. Considérons 'espace métrique complet X = [1, +o0l, et on définit 7" : X —
X comme suite

1
T(z) =2+ -
() =2+ .

f est une contraction faible mais sans points fixes.

Théoréme 2.26. [57] Soit T une contraction faible d’un espace métrique compact X . Alors

T a un point fize unique x*. De plus, pour tout xy € X, la suite {T"xy} converge vers x*.
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Corollaire 2.27. [57] Soient X un espace métrique compact et T : X — X. Si T™ une
contraction faible, pour certains m > 1, alors T a un point fixe unique x* € X. De plus,

pour tout xy € X, la suite {T"xy} converge vers x*.

Théoréme 2.28. [31] Soit T une contraction faible de X . Alors il existe une fonction conti-
nue et strictement croissante ¢ : [0, 4+o00[ — [0,400| tels que o(t) < t, pour tout t > 0
et

d(Tz,Ty) < o(d(z,y)), pour tout x,y € X.

2.4 Contraction de Wordowski

En 2012, Wardowski [74] a introduit un nouveau type de contractions appelé F-contraction.
Soit F I'ensemble de toutes les fonctions F' :]0, +o0o[— R satisfaisant les conditions suivantes :
(F1) : F est strictement croissante, c’est-a-dire pour tout t1,ty €]0, 400 tels que t; <
to = F(t1) < F(ts).
(F3) : Pour toute suite {t,}, - nl_l}rlloo t, = 0 si et seulement si lim F(t,) = —oc.

n——+00
(F3) : 1l existe k €]0, 1] tel que lim t*F(t) = 0.
t—0+

Définition 2.5. [74] Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X — X est dite
F-contraction ou application F-contractante si F € F et il existe T > 0 tels que pour tout
r,y € X,

d(Tz,Ty) >0 = 7+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(z,y)). (2.13)
Exemple 2.4.1. [74] Soit F' : Ry — R donne par F'(z) = Inx. Il est clair que F satisfait
(F1),(F2) et (F3) pour tout k € ]0,1[. Chaque application 7" : X — X vérifiant 2.13 est

une F-contraction telle que
d(Tz,Ty) < e "d(z,y), pour tout z,y € X, Tx # Ty.

I est clair que pour z,y € X tel que Tx = Ty linégalité d(Tz,Ty) < e "d(x,y) est
également vérifiée, c’est-a-dire que T est une contraction de Banach [11].

Exemple 2.4.2. [74] Soit F': Ry — R donne par F(z) = Inz +x. Il est clair que F satisfait
(F'1) — (F'3). Chaque application T : X — X vérifiant 2.13 est une F-contraction telle que

AT, TY) arory-day ¢ o
d(z,y)
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Si on remplace la condition contractive de Wardowski dans (2.13) par différents exemples
des fonctions F', on obtient divers types de contractivité, dont certains types connus ont été

trouvé dans la littérature.

Remarque 2.4.1. D’apres (Fy) et 2.13, on obtient d(Tx,Ty) < d(z,y), pour tout x,y €
X, Tx # Ty, c’est-a-dire toute application F-contractante est contractive. De plus, il est bien
connu que si 1" est contractive, alors elle est non expansive, donc Lipschitzienne, et alors elle

est continue. Par conséquent, toute application F-contractante est continue.

Le théoreme suivant, qui a été donné par Wardowski, est une généralisation du principe

de contraction de Banach d’une maniere différente du principe bien connu dans la littérature.

Théoréme 2.29. [74] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une F-
contraction. Alors, T a un point fire unique z € X. En outre, pour tout xg € X, on a

lim T"zy = z.
n——+oo

Dans la suite, nous allons donné une autre version du théoreme de Wardowski. On aura

d’abord besoin le lemme suivant. Pour la preuve on renvoie a [67].

Lemme 2.30. Soient F : )0, +o00[ — R une fonction croissante et {t, }nen une suite. Alors,

les affirmations suivantes sont satisfaites :

1. 8 lim F(t,) = —o0, alors lim t, =0.

n—-+oo n——oo

2. Siinf F'= —o0 et lim t, =0, alors lim F(t,) = —oc.

n—-+00 n——+o0o

Remarque 2.4.2. D’apres le lemme précédent, Secelean [67] a montré que la condition (F3)
dans la définition 2.5 peut étre remplacer par une condition équivalente et tres simple comme
suit :

(F,) : inf F = —o0.

Par ailleurs, Piri et Kumam [58] ont utilisé la condition suivante au lieu de (F3).

(F3) : F est continue sur ]0, +ool.

En désignant par F* l'ensemble de toutes les fonctions F' satisfaisant les conditions (F1),

(Fy) et (Fy).

—1 1
Exemple 2.4.3. Soit Fi(t) = - et Fy(t) = 1ot

-, alors on voit facilement que Fi, F € F *.
—e
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Théoréme 2.31. [58] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une applica-
tion. Supposons qu’il existe F' € F* et 7 > 0 tels que :

Vo,y € X,[d(Tz, Ty) >0 =7+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(z,y))].
Alors, T a un point fixe unique z € X. De plus, pour tout xo € X, on a 1_1&1 Tz = z.
Définition 2.6. [27] Soit (X,d) un espace métrique. Une auto-application T sur X est
appelée F'-contraction de type Hardy-Rogers s’il existe F' € F et 7 € R tels que

T+ F(d(Tz,Ty)) < F(ad(z,y) + Bd(xz, Tx) + vd(y, Ty) + 6d(z, T'y) + Ld(y, Txz)). (2.14)
pour tout x,y € X avec d(Tz,Ty) >0, ot a++~v+20=1,v#1 et L > 0.

Remarque 2.4.3. De (F'1) et 2.14, on déduit que toute F-contraction de type Hardy Rogers

T satisfait la condition suivante :
d(Tz,Ty) < ad(z,y) + Bd(x, Tz) + vd(y, Ty) + 6d(x, Ty) + Ld(y, Tz)
pour tout x,y € X,ota+pB+v+20=1,y# 1let L >0.

Théoréme 2.32. [27] Soit (X, d) un espace métrique complet et soit T un auto-application
sur X. Supposons qu’il existe F' et T € R tels que T soit une F'-contraction de type Hardy-

Rogers, c’est-a-dire,
7+ F(d(Tr,Ty)) < Flad(z,y) + Bd(z, Tx) + vd(y, Ty) + 0d(z, Ty) + Ld(y, T)),

pour tout x,y € X, Tex # Ty, ot a+ B +~v+20 =1,7v# 1 et L > 0. Alors T a un point
fixe. De plus, si a + 90+ L < 1, alors le point fixe de T est unique.

Comme premier corollaire du théoreme 2.32, en prenant « = let f =~v=6 =L =0,
on obtient le théoreme 2.29 . De plus, en posant a =6 =L =0et f+vy=1et §#0, on

obtient la version suivante du résultat de Kannan [46].

Corollaire 2.33. [27] Soit (X,d) un espace métrique complet et soit T un auto-application

sur X. Supposons qu’il existe F' € F et 7 € R, tels que
T+ F(d(Tz, Ty)) < F(Bd(z, Tx) + vd(y, Ty)),

pour tout x,y € X, Tx # Ty, ou f+~v=1,vF# 1. Alors T a un unique point fixe dans
X.
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Une version du théoréme du point fixe de Chatterjea [22] est obtenue a partir du théoreme

1
2.326nposantazﬁzyz()et5:§.

Corollaire 2.34. [27] Soit (X,d) un espace métrique complet et soit T un auto-application

sur X. Supposons qu’il existe F' € F et 7 € R, tels que

T+ F(d(Tx,Ty)) < F(;d(x, Ty) + Ld(y,Tx))

pour tout x,y € X, Tx # Ty. Alors T a un point fize dans X. Si L < =, alors le point fize

N | —

de T est unique.
Enfin, si 'on choisit 6 = L = 0, on obtient un théoréme de type Reich [63].

Corollaire 2.35. [27] Soit (X,d) un espace métrique complet et soit T un auto-application

sur X . Supposons qu’il existe F' € F et T € R tels que
7+ F(d(Tx,Ty)) < F(ad(z,y) + Bd(z, Tx) + vd(y, Ty)),

pour tout x,y € X, Tx #Ty, ot a+ L +~v=1,v# 1. Alors T a un unique point fixe dans
X.

Définition 2.7. Soit X un ensemble non vide. Si (X,d) est un espace métrique et (X, <)
est partiellement ordonné, alors (X, d, <) est appelé un espace métrique ordonné.

Alors x,y € X sont dits comparables si x <y ouy < x est vérifié.

Soit (X, =) un ensemble partiellement ordonné. Un auto-application T sur X est dite crois-
sante si Tx <X Ty chaque fois que x <y pour tout x € X.

Un espace métrique ordonné (X, d, =) est régulier si pour toute suite croissante {x,} dans

X convergeant vers un certain x € X, on a x, = x pour tout n € N.

Théoréme 2.36. [27] Soit (X,d, <) un espace métrique complet ordonné et T une auto-
application croissante sur X. Supposons qu’il existe F € F et 7 € R.tels que T une F-

contraction de type Hardy-Rogers, c’est-a-dire
7+ F(d(Tz,Ty)) < Flad(z,y) + Bd(z, Tx) +vd(y, Ty) + 0d(z, Ty) + Ld(y, T)),

pour tout comparable x,y € X, Tx # Ty, ou a + B +v+20 =1,y # 1 et L > 0. Si les

conditions suitvantes sont satisfaites :
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(1) il existe xo € X tel que xo < Txg.
(11) X est régulier i.e pour toute suite croissante {x,} dans X convergeant vers un certain
r e X, onax, =Xz pour tout n € N.
Alors T a un point five. De plus, si o+ + L < 1, alors l’ensemble des points fixes de T est

bien ordonné si et seulement si T a un point fixe unique.

Théoréme 2.37. [27] Soient (X, d, <) un espace métrique complet ordonné et T une auto-
application croissante sur X. Supposons qu’il eviste F' € F et 7 € Ry tels que T" soit une
F-contraction de type Hardy-Rogers . Si les conditions suivantes sont satisfaites :
(1) Il existe xg € X tel que xo < Txo.
(1) X Est régulier.
Alors T a un point fize. De plus, si a« + 2y + 0 + L < 1 et la condition suivante est
vérifiée :
(13i) Pour tout z,w € X il existe v € X tel que z et v sont comparables et w et v sont
comparables.

Alors T a un point fixe unique.

1
Exemple 2.4.4. [27] Soit X = {Sn = n(n2+) ‘n € N} et d(z,y) = |z — y| pour tout

z,y € X. (X,d) est un espace métrique complet. Soit T" I'auto-application sur X définie par

Sl sin = 1,
TS, =19 S,y1 sin est pair,

Sn,_1 sin est impair.

S1 est un point fixe de T.

2.5 Contraction de Suzuki

En 1962, Edelstein [30] a prouvé la version suivante du principe de contraction de Banach.

Théoréme 2.38. [30] Soient (X, d) un espace métrique compact et T : X — X une applica-
tion. Supposons que d(Tx, Ty) < d(x,y) est satisfaite pour tout x,y € X avec x # y. Alors,

T a un point fixe unique dans X.
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Suzuki [72] a prouvé des versions généralisées des résultats d’Edelstein dans un espace

métrique compact comme suit :

Théoréme 2.39. [72] Soient (X, d) un espace métrique compact et T : X — Xune applica-

tion. Supposons que pour tout x,y € X avec x # y, on a

1

§d(:1:,Ta:) <d(z,y) = d(Tz,Ty) < d(z,y).
Alors, T a un point fize unique dans X.

En 2014, Piri et Kumam [58] ont introduit une nouvelle application en combinant les

idées de Wardowski [74] et Suzuki [72] appelée F-contraction de type Suzuki.

Définition 2.8. [58] Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X — X est dite
F-contraction de type Suzuki s’il existe F' € F et 7 > 0 tels que pour tout x,y € X avec
Tx #Ty, on a

;d(x, Tzr) <d(z,y) = 7+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(x,y)).

Théoréme 2.40. [58] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une F-

contraction de type Suzuki. Alors, T a un point fize unique dans X.

Théoréme 2.41 (Générelisation de Suzuki). [71] Soient (X, d) un espace métrique
1
complet et T : X — X. On définit une fonction décroissante 0 : [0, 1] — } 2’ 1} vérifiant :

5—1
1 St OS’I"S\/_2
5—1 2
0(r) = (1—7r)r 2 si \/_2 grg\é_
2
(1+r)"" s \ggr<1

Supposons qu’il existe r € [0, 1], tel que
0(r)d(z, Tz) < d(z,y) = d(Tz,Ty) < rd(z,y),

pour tout x,y € X. Alors T admet un point fize unique x* dans X. De plus on a li_>m Tz =
n (0.0

*

xT .
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2.6 Contraction de type theta

Plusieurs auteurs ont généralisé le principe de contraction de Banach [11] en introduisant
les différentes contractions sur les espaces métriques. L'une de ces généralisations a été
donnée par Jleli et Samet [43], qui ont introduit un nouveau type de contraction s’appelé
f-contraction.

Soient (X, d) un espace métrique et © 'ensemble de toutes les fonctions 6 : |0, +oo[ —
|1, 400] satisfaisant les conditions suivantes :

(©1) 6 est croissante,

(©2) pour chaque suite ¢, C |0, +oo[, lim 6(t,) =1ssi lim ¢, =0,

n—-+00 n——+oo

O(t)—1
(O3) il existe r € |0, 1] et I € ]0, +o00] tels que lim o) — 1 =1.

+oo tr

Alors, une application T : X — X est dite f-contraction s’il existe k €]0,1[ et 6 € O tels
que

0(d(Tz, Ty)) < [0(d(z,y))]", (2.15)
pour tout z,y € X ou d(Tx,Ty) > 0.

Exemple 2.6.1. Si T est une contraction de Banach, c’est-a-dire qu’il existe k € ]0, 1] tel
que

d(Tz,Ty) < kd(x,y) pour tout z,y € X.

Alors on a
ed(Tx,Ty) S (ed(:p,y))k

La fonction 6 : )0, +00| — |1, +-00[ définie par 6(t) = eV* est appartient & ©.
Remarque 2.6.1. Chaque application f-contraction sur un espace métrique est continue.

Le résultat de point fixe suivant a été prouvé par Jleli et Samet [43], qui est une véritable

généralisation du principe d’application de contraction de Banach.

Théoréme 2.42. [42] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X est 0-

contraction, Alors T a un point fize dans X .

On note © I'ensemble des fonctions @ : ]0, 00 — |1, 00| satisfaisant les conditions sui-

vantes :
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(©1) : 0 est croissante et continue.

(©,) : inf 6(t)=1

t€]0,00]
Exemple 2.6.2. 1l est évident que les exemples suivants sont des fonctions appartenant a
o:
0.(t) =1+¢t, avect >0, 6(t)=e"" avect>0.

Définition 2.9. [50] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X wune appli-
cation. T' est appelée O-type contraction, s’il existe k € ]0,1] et 6 € O tels que pour tout
r,y € X,

ATz, Ty) > 0 = 0(d(Tx, Ty)) < [O(M(z, y))]* (2.16)
ot

M (z,y) = max {d(x, y),d(xz, Tz),d(y, Ty), ;d(x, Ty),d(y, TLU)} ) (2.17)

Définition 2.10. [50] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une applica-
tion. T est appelée O-contraction de type Suzuki, s’il existe k € ]0,1[ et 6 € O tels que pour
tout z,y € X avec Tx # Ty,

;d@,m < d(z,y) —> 0(d(Tx, Ty)) < [0(M (z, y))]* (2.18)
ot X
M (z,y) = max {d(:(:, y),d(xz, Tz),d(y, Ty), id(x, Ty),d(y, T:L‘)} :

Remarque 2.6.2. On déduit d’apres la définition précédente que si T : X — X est une

f-type contraction, alors 1" est une #-contraction de type Suzuki.

Théoréme 2.43. [50] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X wune 6-
contraction de type Suzuki, alors T a un point fize unique z € X et pour chaque v € X la

suite {T"x} converge vers z.

Remarque 2.6.3. Le théoreme 2.43 est une généralisation et amélioration de résultats

principaux de Suzuki [72].

A partir du théoreme 2.43, nous pouvons obtenir le théoreme d’existence du point fixe suivant

pour les #-type contractions.
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Théoréme 2.44. [50] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une 0-type
contraction, alors T a un point five unique z € X et pour chaque x € X la suite {T"x}

converge vers z.

Remarque 2.6.4. Le théoreme 2.44 est une généralisation et amélioration du principe de

contraction de Banach [11] et de quelques résultats récents de Jleli et Samet [42, 43].

On note ’ensemble ¥ de toutes les fonctions 1 : |0, co[ — |1, 00| satisfaisant les conditions
suivantes :

(11) O est croissante et ¥(t) =1 ssit = 1.

(1) pour toute suite {t,} C ]0,+o0] , nl_l)lgloo O(t,) =1ssi lim t, =0,

n—-+o00

6(t) — 1
(¢5) il existe r € ]0,1] et [ € ]0, +00] tels que lim o) ~ 1 =1.

n——+o0 tr

(14) Y(a+0b) < (a)y(b) pour tout a,b > 0.
En 2015, Hussain et al. [36] ont modifié et étendu le théoréme 2.42 et prouvé le théoreme de
point fixe suivant pour une condition f-contraction généralisée dans des espaces métriques

complets :

Définition 2.11. Soient (X, d) un espace métrique et soit T : X — X une application. T est
appelée JS-contraction s’il existe une fonction ¢ € U et des nombres réels positifs ki, ka, k3

et ky avec 0 < ky + ko + kg + 2ky < 1 tel que

w(d(fz, fy) < W(dlz,y)]™ [(d(e, f2))]" [ (d(y, fy)]*

(2.19)
< [W(d(z, fy) +d(y, fz))]*,

pour tout x,y € X.

Théoréme 2.45. Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une JS-

contraction continue. Alors T a un point fixe unique.

Maintenant, nous utilisons la condition suivante au lieu de la condition (63).
(63) est continue sur (0, 1).

On note € 'ensemble de toutes les fonctions satisfaisant les conditions (6), (f2) et (65).

Théoréme 2.46. [40] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X est 0-
contraction (0 € ), Alors T a un unique point fize z € X et, pour tout xy € X, la suite

T"xy converge vers z.
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Jamshaid et al [40] ont défini la f-contraction de type Suzuki-Berinde pour prouver

quelques théoremes de point fixe dans des espaces métriques complets.

Définition 2.12. Soient (X, d) un espace métrique et T un application sur X dans lui méme.
On dit que T est 0-contraction de type Suzuki-Berinde s’il existe 0 € Q, k € (0,1) et L >0
tels que, pour tout x,y € X avec Tx # Ty,

1
§d(:v,T:v) <d(z,y) = 0(d(Tz, Ty)) < [0(d(z,y))]" + Lmin{d(z, Tx),
d(z, Ty),d(y, Tz)}.
Théoréme 2.47. [40] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X est 0-

contraction de type Suzuki-Berinde, Alors T a un unique point fize z € X et, pour tout

xo € X, la suite {T"xo} converge vers z.

Université d’El oued 30



Chapitre

Théoremes du point fixe pour #-contractions

genéralisées

Dans ce chapitre, nous combinons la notion d’applications a admissibles avec les concepts
de #-contraction et la contraction de type Berinde pour introduire un nouveau type de
contractions et des résultats de points fixes dans des espaces métriques complets. On dé-
duit aussi 'existence de points fixes dans des espaces métriques partiellement ordonnés et

dans des espaces métriques complets munis d’un graphe en utilisant nos résultats principaux.

Définition 3.1. [15] Soit (X, d) un espace métrique. Une application T : X — X est appelée

une quasi (9, L )-contraction faible s’il existe 6 € [0,1) et L > 0 tels que
d(Tz,Ty) < éd(z,y) + Ld(y, T'z),
pour tout x,y € X.

Définition 3.2. [9] Soit (X, d) un espace métrique. Une application T : X — X satisfait la

condition (B), s’il existe § > 0 et L > 0 tels que pour tout x,y € X on a
d(Tz,Ty) < dd(x,y) + Lmin(d(x, T'x),d(y, Ty),d(x, Ty),d(y, Tr)).

Définition 3.3. [19] Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X — X est dite
quasi contraction forte de type Cirié, s’il existe § > 0 et L > 0 tels que pour tout x,y € X

nous avons

d(Tz,Ty) < 6M(z,y) + Ld(y, T),
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ot

M (z,y) = max {d(m, y),d(x, Tz),d(y, Ty), ;(d(x, Ty) + d(y, Tm))}

Définition 3.4. [66] Soient X un ensemble non vide et T : X — X,

a: X x X —[0,00) deuz applications. T est a-admissible si pour x,y € X
alz,y) > 1 = o(Tz,Ty) > 1.

Définition 3.5. [43] Soit © l'ensemble de toutes les fonctions 6 : (0,4+00) — (1,+00) tel
que :

(61) : @ est croissante,

(02) = Pour chaque suite {t,} dans (0,400), nh_)rrgo O(t,) = 1 si et seulement si nh_g)lo t, =0,

0(t)—1
(03) : 1l existe r € (0,1) et I € (0,00] tels que lim ®)

t—0+ tr

= 1.

Exemple 3.0.1.

L. 0i(t) = €.

2. 0y(t) = €'

3. 05(t) = eV".
(t) = eV

4. 04(1

Dans la suite, on note W I’ensemble de tous fonctions continues ¢ : [0, +00) — [0, +00)
satisfaisant :
(1) : % est croissante,
(2) : iwn(t) < 00, pour tout ¢ € [0, +00).
i=1

Il est clair que si ¢ € U, alors ¢ (t) < t, pour tout ¢t € [0, +00).

Définition 3.6. [15] Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X € X est dite

une Y-contraction faible s’il existe L > 0 et ¢ € U tels que
d(Tz,Ty) < ¢(d(x,y)) + Ld(y, Tx),

pour tout r,y € X.
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3.1 (a,v,0)-contractions généralisées

Définition 3.7. Soient (X, d) un espace métrique et o : X x X — R*. Une application
T: X — X est appelée une quasi (o, 1, 0)-contraction généralisée , s’il existe 0 € ©, ¢ € W,

L>0etk:(0,00) = [0,1) satisfait lim sup k(t) < 1 pour tous les s € (0,00) tel que
t—s
oz, y)0(d(Tx, Ty)) < [0((M(x,y)) + LN (z,y) M), (3.1)

pour tout x,y € X avec d(Tz, Ty) >0, ou

(o) = ma {0, e, 7). g, 22T AT

et N(z,y) = min{d(x,Ty),d(y,Tz)}.

Si a(z,y) = 1 pour tout z,y € X, alors T' est appelée une quasi (1, 8)-contraction
généralisée.
Exemple 3.1.1. Soient X = {1,2,3} et d(z,y) = |z — y|. On définit T: X — X et

a: X x X — [0,00) par

2 ze{l,2
Tr = {12} ;o afz,y) = el
1 =3

2
En prenant 0(t) = e’, (t) = §t’ L=4etk(t)= e 2,
Maintenant, nous montrons que la condition de contraction est vérifiée.
1. Pourz=1ety=3,ona

ce qui implique

2. Pourx=2ety=3,0ona

3 !

—<e2(=+4
ce qui implique

o3 < e 244y

Alors T est un quasi («, 9, 0)- contraction généralisé.
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Théoréme 3.1. Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une quasi (o, 1, 0)-

contraction généralisée , avec 6 € ©. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
(1) T est a-admissible.
(2) 1l existe xg € X tel que oo, Txo) > 1.

(3) X est a-régulier, c’est-a-dire pour chaque suite {x,} dans X tel que x, — x € X et

a(xy, xye1) > 1 pour tout n € N, donc a(x,,,x) > 1 pour tout n € N.

Alors T' a un point fize.

Démonstration. D’apres (2) il existe g € X tel que a(zg, Txo) > 1, soit &y = Txy. Si
ro = x1, alors zy est un point fixe. Supposons le contraire, comme 1" est a-admissible, et en

utilisant (3.1) nous obtenons
alzo, 21)0(d(Txzo, Txy)) < [0((M (20, 21)) + LN (¢, 21 )]FM (@021)

- [Q(QZJ(M(J;O’xl))]k(M(mo,m))7

mais

M(zg, 1) = max{d(xo,xl),d(mo,T:ro),d(xl,Txl), 5

d(ﬂ?o, CL’Q) }
2

d({EO, Tl’l) + d(l‘l, TZE()) }

= max{d(x()?:vl),d(mo,xl),d(xl,xg),
< max {d(xg,x1),d(z1,72)} .
Si d(zo, 1) < d(x1,Tx1), on obtient
d(xy,Tx1)) < owo, 21)0(d(Txo, Ty))
< [0 (d(wy, Tay)) Mo To0)
< d(xy,Txy)),

ce qui est une contradiction, alors on obtient M (g, x1) < d(zg,x1).

Par contre
N(zg,x11) = min{d(zo, Txy),d(z1,Tx0)}

= min {d(zo, 2), d(x1, 1)}
= 0.
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D’ou par (3.1) et de l'inégalité a(zo, z1) > 1 on obtient
O(d(z1,Txz1)) < oz, 21)0(d(Txo, Tx1))

< [9(¢(d(1~07ml))]k(d(ﬂﬁo,m)).

En mettant zo = Tz, on obtient
d(z1,22)) < alzg,x1)0(d(Txg, T1))

< [6(¢(d<x0’xl))]k(d(mo,m))'

Comme T est a-admissible, nous obtenons a(xy,x2) > 1, donc (3.1) donne
O(d(xe,x3)) < g, 21)0(d(Tx1,T22))
< [0 (M (21, 22)) + N(xy, 22)] M 12D

< [Q(M(mg, xl))]k(d(woawl))-k(M(ﬂﬁlm))_

Comme la premiére étape, nous pouvons vérifier facilement que M (1, x2) < d(x1,22) et

N(z1,x2) = 0. On obtient alors

O(d(xe,x3)) < afz1,29)0(d(Tx1,T22))

IA

B(d(o, )] bdrnea)),

De la méme fagon, on construit une suite {z, } satisfaisant =, 1, = Tx,. S'il existe ng € N
tel que x,, = Tpy41, alors x,, est un point fixe. Supposons le contraire, donc d(z,, Tx,) >0
et a(xy,, Tye1) > 1 depuis la a-admissibilité de T" pour tout n € N et en utilisant (3.1) nous
obtenons
(T, T )0 A(Tn 1, Tn)) < 0 (d(wn 1, )10
< Bl

n
ou P = H k(d(.TZ_l,.CEZ))
i=1
La suite {d(x,,zn+1)} est une suite décroissante et bornée inférieurement, alors elle est
convergente. Car lim sup k(t) < 1,alorsil existe § € (0, 1) et ng € N tels que k(d(zp, Tpy1)) <
t—s

0, pour tout n > ng. Ainsi P < 6" "°, et nous avons donc

1 < 0(d(wn, 7s1)) < [0(d(wo, 21))]" (3.2)
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pour tout n > ny.

Passant & la limite quand n — 00, nous obtenons lim O(d(xp, xpi1)) = 1.

A partir de (65) on obtient nh_}r{)lo d(xp, Tpy1) = 0.

Maintenant, nous prouvons que {z,} est une suite de Cauchy.

A partir de (65) il existe 7 € [0,1) et [ € (0, 00] tels que lim Ol(@n; Tnt1) = 1

n—roo (d(xna mn+1)r
Sil < +o00, soit 2¢ = [, donc d’apres la définition de la limite il existe ng € N tel que pour

=1.

tout n > ng, on a
O(d(n, Tny1) —1
(d(2p, Tpgr)"
n[(0(d(xo, 1))
€

e=l—-e< [

:| sn—no

—1)

n(d(n, Tni1))" < (3.3)

Si | = +00, soit A un nombre réel positif arbitraire, donc d’apres la définition de la limite il

existe nq € N tel que pour tout n > ny nous avons

O(d(xp, xper1)) — 1
(d(@n; Tpt1))"

> A,

ce qui implique que
n(0(d(zg, 1)) " — 1)
1 .

Passant a la limite quand n — oo dans (4.2)(resp dans (4.3) ), on obtient

n(d(zp, The1))" < (3.4)

dim n(d(zn, 2p41))" = 0.

De la définition de la limite, il existe ny > max{ng, n;} tel que pour tout n > ny, on a

1
AT, Tpg1) < —
nr

oo
Ensuite la série » _ d(z,, Tn41) est convergente, donc {z,,} est une suite de Cauchy.
n1
Et comme (X, d) est complet, donc {z,} converge vers quelque = € X.
Maintenant, montrons que x est un point fixe pour 7, en effet, puisque X est régulier donc

pour une suite {z,} satisfaite a(z,, x,11) > 1 et x,, — x, en utilisant (3.1) on obtient

0(d(xps1,Tz)) = 0(d(Tx,,Tx))

IN

[0(d(, )] m)

< O(d(xp,x)),
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comme @ est croissante, on obtient
0 <d(zps1,Tz) < d(zp, ).
En passant a la limite on obtient d(z,Tz) = 0 ce qui implique que z = Tx. O
Remarque 3.1.1.
1. Si pour tout x,y € X, nous avons «a(x,y) > 1, alors le point fixe est unique.

2. Si pour tout x,y € Fiz(T), on a a(z,y) > 1. Donc le point fixe est unique.

3. Si pour tout x,y € X, il existe z € X tel que a(z,z) > 1 et a(y, z) > 1, alors le point

fixe est unique.
Si a(z,y) = 1, pour tout z,y € X, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.2. Soient (X, d) un espace métrique complet, T : X — X est une application,
s’il existe 0 € O € U, L > 0 et k: (0,00) — [0,1) avec lim sup k(t) < 1 pour tous les
t—s

s € (0,00) tels que pour tout x,y € X
0(d(Tx, Ty)) < [0(¥(M(x,y)) + LN (w, y)] M), (3.5)
avec d(T'z, Ty) > 0. Alors T a un point fize.

Si on prend 0(t) = ¢’ et le logarithme de deux cotés dans corollaire 4.4 on obtient le

corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Soient (X, d) un espace métrique complet, T : X — X une application, s’il
existe € Op € U, L >0 et k: (0,00) = [0,1) avec tlirr}r sup k(t) < 1 pour tout s € (0,00)
—S
tels que pour tout x,y € X
d(Tx,Ty)) < k(M (z,y)) [V (M(2,y)) + LN (z,y)], (3.6)
avec d(Txz, Ty) > 0. Alors T a un point fize.

Exemple 3.1.2. Soient X =R et d(z,y) = |r —y|. On définit T: X - X et a: X x X —

[0,00) par
1
x;_ siz,y € [0,1]
Txr = §+1 siz <0 ,
% siz>1
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et

si z,y € [0, +00)
alz,y) = .
sinon

| = =

En prenant 0(t) = €', i(t) = 2t et k(1) e it

Pour z = 0 on obtient 7°(0) = et a(0,3) = 1.

Pour tout z,y € [0,+00), on a a(z,y) = 1 et T([0,+00)) = (0, +00), ce qui implique que
T est a-admissible. Maintenant, nous montrons que la condition de contraction est vérifiée.
Pour z,y € X, nous avons T'([0,1]) = [,1] C [0,1]. Alors T est a-admissible.

Nous discutons des cas suivants
1. Pour tout z,y € (—00,0) avec  # y, on a d(Tz, Ty) > 0 et

d(Tz,Ty) , ! 5 1
1 ’ (Te,Ty)=5d(zy)  —  _1n(5 [zy]

< e ilel

= k(d(z,y).

2. Pour tout x,y € [0, 1] avec x # y, on a d(T'z, Ty) > 0 et

Med(ﬂgzy)—gd(z,y) _ 16—1%\ny
d(z,y) 4
S e*ﬂ"f*y‘
= k(d(z,y).

3. Pour tous x,y € (1, +00) avec z # y, on a d(Tx,Ty) > 0 et

Med(Tx,Ty)—%d(x,y) — ée—glxy\
d(z,y)
< et
= k(d(z,y).

Si {x,} une suite dans [0, 00) converge vers z, il est clair que = € [0,00). Alors toutes les
hypotheses du théoreme 3.1 sont vérifiées, donc T a un point fixe. Ici T" a deux points fixes

1 et 2, puisque a(1,2) =0 < 1 et pour z > 1, ouy < 0 on a a(x,y) = 0.
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3.2 Théoréeme du point fixe dans un espace métrique

complet partiellement ordonné

Dans cette section, nous donnons comme conséquences un théoreme d’existence d’un

point fixe dans un espace métrique complet partiellement ordonné.

Théoréme 3.4. Soient (X, <X,d) un espace métrique ordonné complet et T : X — X est
une application. Supposons que les assertions suivantes vérifiées :

(1) Pour tout x,y € X tels que x =y nous avons Tx < Ty.

(2) 1l existe xg € X tel que xg < Txg;

(3) Il existe 0 € ©, 1 € U, L >0 et k: (0,00) — [0,1) satisfait tl_l)Ig sup k(t) < 1 pour

tous les s € (0,00) tels que
0(d(Tx, Ty)) < [O(M (, )",
pour tout z,y € X avec x <y et d(Tx,Ty) > 0. Alors T a un point fize.

Démonstration. On définit o : X x X — R, par

1 siz =Xy
alz,y) = )
0 sinon

De (3), on a x < y donc a(x,y) = 1 > 1, ce qui implique que T est un presque («, 1, 0)-
contraction généralisé.

Aussi a partir de (1) pour x € X et y € Tz tels que z = y, c’est-a-dire que a(z,y) =1>1
nous avons 1Tz =< Ty, alors T est a-admissible.

De (2) il existe xg € X tel que xg < Txg = 21, ce qui implique a(zg, z1) > 1.

A partir de [54] tout espace ordonné est régulier. D’ou touts les hypotheses du théoreme 3.1

sont satisfaites, alors T a un point fixe. m

3.3 Théoréeme du point fixe dans un espace métrique

complet munis d’un graphe

Maintenant, nous présentons I’existence d’un point fixe pour une application définie d’un

ensemble dans lui méme a partir d'un espace métrique complet X, muni d'un graphe.
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Définition 3.8. Soit (X, d) un espace métrique. Un graphe orienté G est un couple formé de
deuz ensembles, un ensemble V(G) dont les éléments sont appelés sommets, et un ensemble
E(G) contenue dans le produit cartésien X x X , dont les éléments sont appelés arcs ou

arétes. On notera G = (V(G), E(G)).

Lorsque a = (z,y) € E(G) on dit que a est 'aréte de G d’extrémités = et y, ou que a
joint = et y, ou que a passe par x et y. Les sommets = et y sont dits adjacents dans G.

Considérons un graphe G tel que V (G) l'ensemble de ses sommets coincides avec X
et E(G) 'ensemble de ses arétes contient toutes les boucles, c’est-a-dire F (G) O A, ou
A = {(z,z) : 2 € X}. Supposons que G n’a pas d’arétes paralleles, nous pouvons donc

définir G avec le couple (V (G), E (G)).

Théoréme 3.5. Soit (X, d) un espace métrique complet muni d’un graphe G = (V(G), E(G)),
ot V(G) est son sommets et E(G) ses arétes, supposons de plus que G n’a pas des arétes
paralléles et T : X — X une application. Supposons que le les affirmations suivantes vérifiés :

(1) Pour tout x,y € X tels que (x,y) € E(G) on a (Tz,Ty) € E(G).

(2) 1l existe xy € X tel que (xg,Txo) € E(G) ;

(3) Il existe 0 € Op € U, L >0 et k: (0,00) — [0,1) tel que tl_l)Ig sup k(t) < 1 pour

tous les s € (0,00) satisfait
0(d(T, Ty)) < [B((M(z,y)) + LN (w, y) "),
pour tout x,y € X avec (x,y) € E(G) et d(Tx,Ty) > 0. Alors T' a un point fize.
Démonstration. On définit a: X x X — R, par

1, ifx=y.
a: X x X = [0,4+00), a(x,y) =

0, Par ailleurs.
A partir de (3), on a (z,y) € E(G) donc a(z,y) = 1 > 1, ce qui implique que T est une
quasi («, v, f)-contraction généralisé.
Aussi a partir de (1) pour x € X et y € Tx tels que (z,y) € E(G), c’est-a-dire a(z,y) =1 > 1
nous avons (T'z, Ty) € E(G), alors T est a-admissible. A partir de (2) il existe zy € X tel
que (zo, Txo) € E(G), ce qui implique a(zg, T'z) > 1.
A partir de [39] tout espace métrique muni d’un graphe est régulier. Alors toutes les hypo-

theéses du théoreme 3.1 sont satisfaites, alors 7" a un point fixe. O]
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Chapitre

Théoremes du point fixe dans des espaces

métriques partiels

Dans ce chapitre, nous combinons la notion d’applications a-admissibles avec les concepts
de fA-contraction et de contraction de type Berinde pour introduire un nouveau type de
contractions et des résultats du point fixe associés dans des espaces métriques complets. On
en déduit aussi 'existence de points fixes dans des espaces métriques partiellement ordon-
nés et dans des espaces métriques complets muni d’un graphe en utilisant nos principaux
résultats.

Définition 4.1. [17] Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X — X est dite

faible au sens de Berinde, ou (§-L)-contraction s’il existe 6 € [0,1) et L > 0 tel que
d(Tz,Ty) < éd(z,y) + Ld(y, T'z),
pour tout x,y € X.

Définition 4.2. [9] On dit qu’une auto-application T sur un espace métrique (X,d) satisfait

la condition (B) s’il existe § > 0 et L > 0 tel que pour tout x,y € X on a
d(Tz,Ty) < dd(z,y) + L min (d(x, Tx),d(y,Ty),d(z, Ty),d(y, T:z:))

Définition 4.3. [19] L’auto-application T sur un espace métrique (X,d) est dite quassi
contraction forte de type Ciric¢ s’il existe 6 > 0 et L > 0 tel que pour tout x,y € X nous
avons

d(Tz,Ty) < 6M(z,y) + Ld(y, T),
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ot

M(x,y) = max {d(w, y),d(z, Tx),d(y, Ty), ;(d(x, Ty) + d(y, Tx))} :

Définition 4.4. [51] Soit X # @. p: X x X — [0,00) est une distance partielle sur X si et

seulement si elle est satisfait les hypothéses suivantes

(1) p(z,z) = p(y,z) = p(x,y) si et seulement si v =y
(2) p(z,z) < p(z,y)

3) p(z,y) = p(y, x)

(4) plz, 2) < plz,y) +p(y, 2) —py, y).

L’espace (X, p) est appelé espace métrique partiel.

Il est clair que si p(z,y) = 0 alors les deux conditions (1) et (2) implique que z = y.
toute distance partielle p sur X est engendre une 7j topologie 7, sur X qui a pour base
la famille open de p-boules B,(z,¢) : {x € X,e > 0}, ou By(z,¢e) = {y € X : p(x,y) <

p(z,x) + e}, pour tout = € X et € > 0.

Définition 4.5. [51] Soit (X, p) un espace métrique partiel.
— Une suite {x,} dans un espace métrique partiel (X, p) converge vers x € X si et
seulement si p(z,x) = lim p(z, ).
— Une suite {x,} dans X est dite de Cauchy si dim p(y, Tp) existe et fini.
— (X, p) est dit complet si toute suite de Cauchy {x,} dans X converge par rapport a
T, vers un point v € X tel que nh_}rgop(yc, z,) = p(x,x).

Dans ce cas, on dit que la distance partielle p est compleéte.

Si p est une distance partielle sur X, alors les fonctions d,, p* : X x X — R, donnée par
dp($ay) = 2p(:v,y)—p($,:v)—p(y,y),
p*(z,y) = plz,y) —min{p(z,z),p(y,y)},
sont des mesures ordinaires sur X.

Lemme 4.1. [51] Soit (X, p) un espace métrique partiel. On a

1. {x,} est une suite de Cauchy dans (X,p) si et seulement si elle est de Cauchy dans

Uespace métrique (X, d,).
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2. X est complet si et seulement si l’espace métrique (X,d,) est complet.

Définition 4.6. Soit (X, p) un espace métrique partiel, une suite (x,) de X est dite 0-Cauchy
si et seulement si ml}gloop(xn, Tm) = 0. L'espace (X, p) est dit 0-complet si et seulement si

toute suite de 0-Cauchy converge dans (X, p).

Proposition 4.2.
1. Toute suite de 0-Cauchy dans (X,p) est de Cauchy dans (X,d,).

2. Tout espace métrique partiel complet est O-complet.

Définition 4.7. [7] Soit (X,p) un espace métrique partiel. Une application T : X — X est
appelée (8, L)-contraction faible s’il existe un § € [0,1) et L > 0 tel que

p(Tz,Ty) < dp(x.y) + Lp“(y, Tx),
pour tout x,y € X.

Définition 4.8. [7] Soit (X,p) un espace métrique partiel. Une application T : X — X est
appelée faiblement (¢, L)-contraction s’il existe une fonction de comparaison ¢ et L > 0 telle
que

p(T, Ty) < ¢(p(z,y)) + Lp*(y, Tx),

pour tout x,y € X.

Définition 4.9. [43] Soit © l'ensemble de toutes les fonctions 6 : (0,+00) — (1,+400)
satisfaisant :
(61) = 0 est croissante,

(02) : Pour tout suite {e,} dans (0, +00),

lim ¢, =1 si et seulement si lim ¢, = 0,
n—oo

n—oo
. ) —1
(05) : 1l existe p € (0,1) et p € [0,00) tel que lim =0
t—0+ tP

Exemple 4.0.1. Les fonctions suivantes sont des éléments de ©.

0r(t) = e'.  Oo(t) =€, Oy(t) = Vi By(t) = eV
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4.1 (a,0)-Contractions de type Hardy-Rogers

Définition 4.10. Une auto-application T sur (X,p) est appelée quassi (c, 0)-contraction de
type Hardy-Rogers, s’il existe k € [0,1), 0 € © et @ : X x X — {—o0} U (0, +00) tel que

p(Tw,Ty) > 0= a(z,y)0(p(Tz, Ty)) < 6(M(z,y) + LN(z,y), (4.1)
pour tout x,y € X, ot
M(z,y) = aip(z,y) + asp(z, T) + azp(y, Ty) + asp(x, Ty) + asp(y, T),
avec aj; + ag + az + 2a4 + a5 = l,a3 #1,L > 0 et N(z,y) = min{p”(z,Ty)),p"(y, Tx)}.

Théoréme 4.3. Soit (X,p) un espace métrique partiel complet et T : X — X une quassi
(c, 0)-contraction de type Hardy-Rogers satisfaisant les conditions suivantes :
(1) 1l existe xg € X tel que axg, Txo) > 1,
(2) T est a-admissible,
(3) X est a-régulier, c’est-a-dire pour toute suite {x,} dans X telle que z, — x et
Ty, Tpi1) > 1, on a ax,,x) > 1.

Alors, T a un unique point fize x* € X.

Preuve. De (1) il y a xy tel que a(xg,z1) > 1, on &y = Txy. Si kg = 1 alors 7 est un
point fixe, supposons le contraire donc p(T'zg, Tx1) = p(x1, Tx1) > 0 alors en utilisant (4.1)

on obtient

0(p(Two, Tx1)) < [0(M (w0, 21)))" + p” (N (20, 21))

M(xg, 1) = aip(xo,x1) + aop(xo, Txo) + asp(xy, Tx1) + asp(xo, Tx1) + asp(x1, Txo)

IN

(a1 + az + as)p(zo, 21) + (a3 + aa)p(x1, x2) + (a5 — as)p(z1, 1)
< (a1 + ag + ag)p(wo, 21) + (az + as + as)p(z1, 2)

et

N(zg, x1) = min{p”(xg, z1), p" (z0, x2)} = 0.

Alors on a

0(p(x1,22)) < [O(M (20, 21))]* < O(M (20, 21)),
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comme @ est croissante, nous obtenons
p(r1,x2) < M(xo,21) < (a1 + as + aq)p(wo, 1) + (a3 + ag + a5)p(xy, x2),

ce qui implique que

(a1+a2+a4)
1-&3-@4-&5

p(x1, x9) < p(zo, 21) = p(20, 71).

D’ou
Wpler,22) = 0o, Tr) < [B(p(r )]

Puisque T est a-admissible, nous avons a(z1, x9) > 1. Si xq # x5 on obtient p(Txy, Txs) > 0,

alors en utilisant (4.1) on avoir
O0(p(T1, Ta)) < [0(M (21, 22))]" + p" (N (21, 22))

comme dans la premiere étape, on obtient

k 2
Oplaz,23) = 0(p(To, Tar) < [0(p(ar,22))]| < [B(p(ao, 1))
En continuant de cette fagon, on construit une suite {x,} définie par x,.; = Tz, vérifie

Oé(l‘m In—i—l) Z 1et p(‘rmxn—i-l) > 07 on a donc
1< 00, 7i1) = Op(T0 1, ) < [0(p(wo, 21)) Gros)™
En passant a la limite quand n € oo, on obtient

lim 9<p(xn7xn+1> - 17

n—oo
ce qui implique que

Aim p(zn, 241) = 0.

On montre que la suite {z,} est de Cauchy, a partir de (63) il existe p € (0,1) et p € [0, o0]

tel que
hm 6<p(‘rn7 anrl)) - 1
n—o0 (p(xn, anrl))p

Si o < 00, soit 26 = p, donc a partir de définition de la limite il existe ng € N tel que pour

=0

tout n > ng, on a
9<p($n7$n+1> - 1) _
(p(:ﬂn, xn-i—l)p)

e=p—¢e<
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—1
d(xnv xn—‘,—l)p S e(p(xn’ $n+1)) )
£

ce qui implique

n(p<xn>xn+1>)p < nw(p(x()?il))kn — 1)’ (42)

Si 0 = 00, soit A un nombre réel positif arbitraire, donc d’apres la définition de la limite il

existe n; € N tel que pour tout n > n; on a

O(p(wn, n11)) =1

> A,
(p(mna $n+1))p
ce qui implique que
0 K1
O R (4.3

En passant a la limite quand n — oo dans (4.2)(resp dans (4.3) ), on obtient

lim n(p(x,, Tn1))” = 0.

n—o0

De la définition de la limite, il existe ny > max{ng,n;} tel que pour tout n > nsy, on a

P(Tn, Tnt1) <

S
sl

o0

Alors la série Z p(xy, T,m41) est convergente, donc son reste tend vers 0, ce qui implique que
n=1
pour tout n > m > ng, on a

m—1

P, ) < Y (@i 1) < Y p(ai, Tipa) — 0.

Donc {z,} est une suite de Cauchy.

Puisque (X, p) est complet, donc {x,} est converge vers x € X et on a

lim p(zpir,2) = lim p(zn, 2m) = p(a, ) = 0.

Par (3), nous avons a(z,,z) > 1, alors en utilisant (4.1) nous obtenons

< B(p(en, ) < [0 ()] < 0oL, )

ce qui implique que

lim O(p(xp41,T7)) =1,

n—oo
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en appliquant (65) on obtient

Alors p(z,x) = p(x,Tz) = 0, donc la premiere propriété sur la distance partielle donne

x="Tz. O]
Si a(z,y) = 1, pour tout z,y € X on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.4. Soit (X, p) un espace méltrique partiel et soit T : X — X une application

tel que pour tout z,y € X, on a
0(p(T, Ty)) < [0(M(z,9)]" + LN (z,y),
o0 €O etke(0,1). Alors T a un point fize dans X .

Corollaire 4.5. Soit (X, p, =) un espace métrique partiel partiellement ordonné et T : X —

X wune application croissante telle que pour tout x,y € X avec r =<y, nous avons

0(p(T, Ty)) < [0(M(x.y)]" + Lmin{p(z, Ty). ply, Tx)}.

oufe®ethke(0,1).
Si les assertions suivantes sont vérifiées :
1. Il existe xg € X tel que o <X Txy.
2. Pour toute suite croissante {x,} dans X avec x,, — x, on a x, < .

Alors T a un point five dans X .

Preuve. On définit la fonction o : X x X — R, par

1 siz=Xy
alz,y) = :
0 sinon
Maintenant, nous vérifions les conditions du théoreme 4.6, en fait, I'existence de xy € X avec
xo = Ty implique que a(xg, Txg) = 1, aussi la monotonie de 7" implique qu’il est admissible.
Par conséquent, toutes les conditions du théoreme 4.6 sont satisfaites, alors 7" a un point

fixe. O]
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4.2 (a,0) contractions de type Suzuki 48

4.2 (a,0) contractions de type Suzuki

Maintenant, nous introduisons la notion de quassi («a, #)-contraction de Suzuki de type

Hardy-Rogers dans un espace métrique partiel.

Définition 4.11. Soit (X, p) un espace métrique partiel et T : X — X une auto-application.
T est une quassi («, 0)-contraction de Suzuki de type Hardy-Rogers, s’il existe § € © et L >0
tel que

1 k
(0. T0) <p(Tw, Ty) = 0p(Tx,Ty)) < [0(M(e.y)] +LN(z.y),  (44)
pour tout x,y € X.

Théoréme 4.6. Soit (X,p) un espace métrique partiel complet et T : X — X une quassi
(e, B)-contraction de Suzuki de type Hardy-Rogers telle que :
(1) 1l existe xg € X tel que axg, Txo) > 1,
(2) T est a-admissible,
(3) X est a-régulier, c’est-a-dire pour toute suite {x,} tel que x, — x et a(x,, Tpi1) > 1,
on a o(xy,x) > 1.

Alors, T a un point fire dans X.

Preuve. De I'hypothese (1), il existe xq tel que a(xg,z1) > 1. Si 2y = x1, alors xy est un

point fixe et la preuve est terminée. Supposons g # x1, alors p(xg,z1) > 0 et

1 1

ip(anTxO) = §p($07$1) < p(xo, @1,
alors en utilisant (4.4) nous obtenons

0(p(1,72)) = O(p(Two, 1)) < [0(M (9, 71))]" + LN (p(o, 1)
comme dans la preuve du théoréme 3.1, on obtient
p(z1, 22) < p(xo, 1)

En continuant de cette maniere, nous construisons une suite {x,} telle que

Tp1 =Tz, ; et alx,,x,p) > 1.
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S'il existe ng € N tel que z,, = 41, alors x,, est un point fixe. Supposons x,, # x,+1

1
pour tout n € N, puisque T est a-admissible nous avons a(z,, x,11) > 1 et §p(xn,Txn) =

1
ip(xm Tpt1) < p(Tn, Tpy1), alors en utilisant (4.4) on obtient

9(p<xn7 anrl)) = ‘9(p(TiL'n—1’ Txn)) S [9(M<xn717 xn))]k + LN(xnflv xn)
Le reste de la preuve est comme dans la preuve du théoréme 3.1. O

Corollaire 4.7. Soit (X,p) un espace métrique partiel complet muni d’un graphe G =
(V(G), E(G)), 0u V(Q) est ses sommets et E(G) ses arétes, supposons de plus que G n’est pas
d’arétes paralléles et que T : X — X est une auto-application. Supposons que les affirmations
sutvantes soient vérifiées :

(1) Pour touts x,y € X tel que (z,y) € E(G) on a (Tz,Ty) € E(G).

(2) 1l existe xg € X tel que (xg,Tzo) € E(G),

(3) Il existe ) € ©, L >0 et k €1]0,1) tels que

;p(% Tz) < p(z,y) implique 0(p(Tx,Ty)) < [0(M(z,y)]* + LN (z,y),

pour tout x,y € X avec (x,y) € E(GQ) et p(Tx,Ty) > 0. Alors T a un point fize.

Preuve. On définit o : X x X — R, par

1 siz =Xy
al(x,y) = )
0 sinon

A partir de (3), on a (x,y) € E(G) donc a(x,y) = 1 > 1, ce qui implique que 7" est une
quassi (a, 0)- Contraction de Suzuki.

Aussi a partir de (1) pour x € X et y € Tz tel que (z,y) € E(G), cest-a-dire a(z,y) =1 > 1
nous avons (T'z, Ty) € E(G), alors T est a-admissible.

De (2) il existe zp € X tel que (2o, Tx) € E(G), ce qui implique a(xg, T'xo) > 1.

A partir de [39] tout espace métrique muni d’un graphe est régulier. Alors toutes les hypo-

theses du théoreme 4.6 sont satisfaites, alors 7" a un point fixe. O

Exemple 4.2.1. Soit X = {1,2,3,4} et p(z,y) = max{z,y}. On définit T: X — X et
a: X x X —[0,+00) par

1 size{l,23}

2 siz=4

Y
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et
1 siz,ye{l,2,3}

afz,y) =
0 sinon

4
En prenant 0(t) = e', a; = 5
Soit z,y dans X tel que a(x,y) > 1, donc z,y € {1,2,3} et pour ce cas nous avons :

4
a2:a3:a4:a5:0,Lzletk‘:g.

a(Tz, Ty) =a(l,1)=1> 1.

Alors T est a-admissible.

Puisque p est symétrique, on distingue donc les cas suivants :

1. Pourz =y =1,0na
e =ePTTD < o35 4 1 = 2, 80648

2. pour (x=1louz=2)ety=2o0na
oP(T1LT2)

32
=e<e2

3. Pour pour tous (r=1ouz =3) et y=3 on a

48
ep(Tl,TQ) =e S e2s
4. Pour pour tous xr =2 et y =3 ouon a
48
ep(Tl,TZ) =e<e?

Si {x,} une suite dans X converge vers x avec a(z,,x,11) > 1, donc x, € {1,2,3}, pour
tout n € N, donc = € {1, 2,3} ce qui implique a(z,,x) > 1. Alors toutes les hypotheses du

théoreme 4.6 sont vérifiées, donc T" a un point fixe. Ici T" a un point fixe 1.

Exemple 4.2.2. Soit X = [0,00) et p(z,y) = max{x,y}. On définit T: X — X et « :
X x X — [0,00) par

2
:c—2|— six € [0,4]
Tr=9 241 | :
six >4
3
et

1 siz,yel0,4]
alz,y) =41 )

¢ sinon
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4 1
En prenant 0(t) = e', ¢(t) = 51&, L=1etk= 1
Soit z,y dans X tel que a(x,y) > 1, donc z,y € [0,4] et pour ce cas nous avons Tz, Ty €
[1, 3], ce qui implique que a(Tz, Ty) =1 > 1. Alors T est c-admissible.

Pour z,y € [0,4] avec x > y, on a

z+2 9(z+2)
ep(TZ‘,Ty) — e 2 S e 16 + €T

Si {x,} une suite dans X converge vers x avec o(x,,T,+1) > 1, donc z,, € [0,4], pour tout
n € N, alors z € [0,4] ce qui implique a(z,,z) > 1. Alors toutes les hypotheses du théoreme

4.6 sont vérifiées, donc T" a un point fixe qui est 2.
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Chapitre

Applications aux équations différentielles

fractionnaires

Dans ce chapitre, on va appliquer le théoreme 3.1 pour étudier le probléeme d’existence
de la solution pour un équation différentielle fractionnaire avec des conditions intégrales aux

limites.

5.1 Rappel sur le calcul fractionnaire

5.1.1 La fonction Gamma
Définition 5.1. : Pour o € C tel que Re(a) > 0, on définit la fonction suivante :
+oo 1
'a— / et dt
0

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan compleze ou la partie réelle est stricte-
ment positive.

En intégrant par parties, on peut voir que
I'a+1) =al'(a), Re(a) > 0.

En particulier

VneN, I'(n+1) =nl.
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5.1.2 La fonction Béta

Définition 5.2. : La fonction Béta est une fonction définie par :
1
Blp.g) = [ 7 (1=17'dt, Re(q) > 0, Re(p) >0,
r

_ LT ) >0, Re(p) > 0.

I'(p+q)
L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de l'intégration

d’ordre entier.

5.1.3 Intégrale Fractionnaire

Définition 5.3. [48] L’opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0,
pour une fonction f € C([a,b]) est définie par :
1

2 f(t) = F(oa)/at(t”)“_lf(t)dt sia>0

f(t) sia:O‘

Sia =0, I sera notée 1.

Proposition 5.1. Soit f € C([a,b]). Pour « > 0, > 0 et A € R, on a les propriétés
sutvantes :

) 1°4(t) = 1(0).

(1) I°I7f(t) = 1" f(2).

(131) lopérateur intégral I est linéaire.
IO f(t) +9g(t) = M“f(t)+ 1%g(t),ac € Ry, A € C.

(iv) SO =T ().

Il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, dans cette partie on va
citer les quatre célebres approches de la dérivée fractionnaire : dérivée de Riemann-Liouville
(1847), de Caputo (1967), et de Hadamard (1891) et, enfin, celle de Caputo-Hadamard
(2012).
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5.1.4 Dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville

On donne 'approche de B.Riemann et J.Liouville de dérivation fractionnaire par 'inté-

grale suivante :

Définition 5.4. [48] Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors la dérivée fractionnaire

d’ordre o (avec n — 1 < a < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

D) = g [ s
d" n—o o nin—a
= S W) = D),

icin = [a] +1 et [a] désignant la partie entiére de cv.

Proposition 5.2.
1. Composition avec l’intégrale fractionnaire :
i) L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse
gauche L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un

inverse gauche
FEDT(ITf(1) = f(1),
en général on a

LM (17 (1) =RE D (1)

et sirTy — 1y < 0L DT f(1) = [T f(1).
1) En général la dérivation et l’intégration fractionnaire ne commutent pas

RL -1 (RL yra _RL pyra—m N [RL yra—k (t—a)" "
D7 (D) =" DA = 3 [P0 L e

avecm—1<rs <m
2. Composition avec les dérivées d’ordre entier La dérivation fractionnaire et la dériva-

tion conventionnelle (d’ordre entiére) ne comutent que

si :f®(a) =0 pour tout k=10,1,2,...,n—1

dm
dtn (RLDrf< )) _RL DnJrrf(t),
mais .y ﬁf@) . an i a)(t — al)kfrfn
dt™ B = —r—n—l—l)'
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3. Pour Uopérateur différentiel fractionnaire Riemann-Liouville, la propriété d’interpo-
lation correspondante lit

lim D f(t) = F(¢).

a—n

lim # D f(t) = f=D(¢t)

a—n

4. c’est un opérateur linéaire « € Ry, \ € C
FEDY(AF(t) + g(t)) = MDD f(t) +7F D7g(t).
Lemme 5.3. Soit a > 0, alors
I1°°D*f(t) = f(t) + co+ert +eot® + -+ + ey g t" !

pourc; € Rii=0,1,2,...,n—1,n=[a] +1,

5.1.5 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Dans cette partie on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

ainsi que quelques propriétaires essentielles.

Définition 5.5. [59] Pour une fonction donnée f sur lintervalle [a,b] la dérivée d’ordre

fractionnaire au sens de Caputo de f, d’ordre o > 0 est définie par :
1 t
D) = o [ (= (s)ds

I'(n—«) (5.1)

= [ D p(p),

icin = o]+ 1 et [a] désignant la partie entiére de a.

Définition 5.6. On note l'opérateur D", n € N différentiation de I’opérateur d’ordre entier,

i.e.,
dn
D"=—.
dtm
Proposition 5.4. On donne les propriétés suivantes :
1. Si f est une fonction continue on a : “DI*f = f
2. On suppose que n —1 < a < n, m,n € N, a € R et soit la fonction f(t) telle que

°D*f(t) existe, alors

‘DYD™f(t) =" DT f(t) # DD f(2).
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3. Soitn—1<a<n, neN, acR etsoit f(t) telle que D f(t) existe alors, on a

les propriétés suivantes pour 'opérateur de Caputo.
LmDf(t) = f™().
= fU0) - ().
4. La dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire. Soit n — 1 < a <

n,neN, a,\eC:
‘DYAf(E) +g(t)) = XD f(t) +° D(1).

Exemple 5.1.1. La différentiation de la fonction constante pour 'opérateur de Caputo est

1 t
cD% — / t— n—a—1 (n)d —0.
¢ I'(n—a)Jo (t-2) cdr=0

Alors D% = 0.
Et pour Riemann-Liouville :

C

RLDa
I'l—a)

£ £ 0.

C =
Lemme 5.5. Soit a > 0, alors I’équation différentielles
‘Df(t)=0

admet les solutions

ft)=co+ct+et> + -+ cpgt"?

tels que - ¢; €R, i =0,1,2,--- ,.n=[a] + 1.

5.1.6 Dérivées fractionnaires au sens de de Hadamard

Dans cette partie on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

ainsi que quelques propriétaires

Définition 5.7. [48] Soit une fonction f € C([a,b]), la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0

au sens d’Hadamard de f est

1 t t n—oa—1 d
HD‘O;:F(n—a)én/a (logs) f(s)f n—1<a<nneN
d
tel 0 =1—
el que o
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Proposition 5.6. [48] Soit « > 5> 0. Si f € C([a,b]), alors :
u D (I3 f)(t) =m I3 f (1)

En particulier, si o = 3, alors

aDG (a3 f)(t) = f(1)

5.1.7 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard

Dans cette partie on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo-

Hadamard ainsi que quelques propriétaires

Définition 5.8. [41] Soit f € ACS([a,b]),n € N*. La dérivée fractionnaire d’ordre a > 0 au

sens de Caputo-Hadamard de la fonction f est définie comme suite :

1 t t n—oa—1
ng:F(n—a)/a (1ogs) 0" f(s)ds n—1l<a<n,neN

d
tel 0 =t—
el que pm

Proposition 5.7. [48] Soit n —1 < a < n,n € N* et f € AC§{([a,b]). La relation entre la

dérivée de Caputo-Hadamard et celle de Hadamard est donnée par :

0z = D |7() — 3 "R (10g "’”)k]

ol

D% =y DEf(z)— Y m (s Z)k_a

k=0

Proposition 5.8. [48] Soit a > 5 > 0. Si f € C([a,b]), alors :
HDL (IS F)(t) = 1777 f (1)

En particulier, si o = 3, alors

WD (I f)(t) = f(t)
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5.2 Existence des solutions pour un problémes aux li-

mites

Considérons le probleme aux limites suivant :

*Dix(t) = f(t,z(t)), t € J=0,1],
2(0) = 0, (5.2)

1) = )\/01 g(s,z(s))ds

ou “D? avec 1 < g < 2 est la dérivée fractionnaire de Caputo, A > 0et f: J xR — R.
Soit X = C(J,R) Soit I'espace de Banach de toutes les fonctions continues de [0, 1] dans R
avec la norme de la convergence uniforme ||z||_ = sup{|z(t)|,t € J}.

Pour 'existence de la solution du probleme (5.2), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 5.9. Une fonction x est une solution du probléme (5.2) si et seulement si, x est

une solution de l’équation intégrale suivante :

1 1
2(t) =\ [ gls,w(s)ds, + [ Glt,)f(s,2(s))ds,
0 0
pour tout t € J, ou

1 (t—s)t —t(1—5)t 0
G(t,s) = T@) | —o1— sy, .

Démonstration. Nous avons

1 t
19 DIa(t)) = 2(t) — co — ext = T/ (t — )71 f(s, 2(s))ds
0
en utilisant les valeurs limites nous obtenons

l’(O) —C()—O

1 1 -1
z(l) = Cl+F(q)/ (1 —98)T" f(s,x(s)ds

= 3 [ gl x()ds.
Alors

= g [ (1= f(su(s))ds + 1 [ g(s.a(s))ds,
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ce qui donne

x(t) = —qu) /01(1 —5)17 f(s,2(s))ds + At /O1 g(s,xz(s))ds + F(lq) /Ot(ts)q_lf(s, x(s))ds

ce qui implique que

z(t) = /01 G(t, s)f (5, 2(s))ds + At/ol g(s, 2(s))ds,

1 =T =l 0<s<t<]
G(t, 3) - F((]) { —t(l . S)q—l 0<t<s<l
O]
/01 G(t,s)ds = F(lq) [/Ol(t —5)1 —t(1— )" ds — /tl t(1 — )7 'ds
= L[tq + 1] < i
I'(q) ~TI'(q)
c G L
Soit Gy = )

Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
(Ay) : Pour z,y € X avec (z,y) € E(G) implique (T'z,Ty) € E(G).
(Ay) : Il existe zp € X tel que (zo, Tzo) € E(Q).
(A3) : Il existe ¢, ¢ € L'(J) tel que pour tout 1,z € R, on a

|f (1 (8) = f(t2a(E)] < @(t) ]z — 22,
lg(t, z1(2)) — g(t, 22(t)] < D(t)]ler — 22,

1
ou ¢ = Gollellr + MY < 2 et T une quasi (a, v, §)-contraction généralisée.
Théoréme 5.10. Sous les hypothéses (A1) — (As), le probléme (5.2) a une solution en X.

Démonstration. Pour (z,y) € E(G) et pour tout t € J on a
1
Ta(t) = Tyt)| = | [ G(t5)(f(s,2(s) = fls,y(s)ds

[ (gls,2(9) = gl5,0(9)ds)

IN

(Gollellzr + Allell)lze =yl
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ce qui implique que

IT2(t) = Ty(®)llse < Golllellr + ol [[2 = yllo,

donc
A2, Ty) < Gollller + ol ea)d(e. ) = oM (z,y),
ol
M(z,y) = max{d(z,y), d(z, Tx), dly, Ty), 5 (d(x, Ty) + d(y, o)}
On a donc

eV Tz, Ty) < (ex/ZCOM(r,y) ) z

Y

V2
2

1
Ensuite, tous les les hypotheéses du théoreme 3.1 sont satisfaites de ¥ (t) = 575, k =
L=0et0(t) = e‘/g, donc T a un point fixe qui est un solution du probleme (5.2). ]

Remarque 5.2.1. Dans 'application précédente, nous n’avions pas besoin de la troisieme
hypothese du théoréme 3.1, puisque dans [39] 'auteur mentionnait que tout espace métrique

muni d’un graphe est un espace régulier.
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Conclusion générale et perspective

Dans ce travail, nous avons présenté un théoreme du point fixe en utilisant une com-
binaison de certains concepts pour obtenir un nouveau type de -contractions dans lequel
notre étude améliore et généralise certains résultats. Un exemple a été donné pour illustrer
nos résultats et en conséquence, nous avons donné des résultats en point fixe sur un espace
métrique muni d’un ordre partiel ou d’un graphe. Enfin, nous avons appliqué notre nou-
veau théoréme pour assurer ’existence de solutions pour un probléme de valeur aux limites
d’équations différentielles fractionnaires avec des conditions aux limites intégrales dans des
conditions plus faibles

A Tavenir, On va chercher d’autres combinaisons des diverses contractions pour améliorer

nos résultats
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