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Introduction générale

Le but principal de cette étude est de présenter le modele prédateur-proie a travers un
systeme de deux équations différentielles non linéaires du premier ordre dite systeme de

Lotka-Volterra.

0.1 Modélisation mathématique

La modélisation, c’est 'ensemble de processus qui permet 'intervention des mathéma-
tique dans une science basée sur I’expérience ou 1’observation , par exemples dans différentes

disciplines scientifques : physique, chimie, économie, écologie animale

0.1.1 Démarche d’une modélisation

On peut distinguer plusieurs étapes :
- Le scientifique fait des hypotheses sur les phénomenes étudiés.
- Les hypotheses sont traduites mathématiquement en un modele.
- On étudie le modele mathématique ; et en tire des conséquences qualitatives ou quan-
titatives et on fait des prévisions.
- On compare les prévisions aux réalités expérimentales.
- On revient éventuellement sur les hypotheses pour modifier le modele, et le cycle
continu.
Le modele matématiques qui est au centre de notre étude a été proposé, indépendam-
ment, par Vito Volterra (mathématicien et physicien Italien) en 1926 et Alfred James Lotka

(statisticien Américain) en 1925, d’ou le nom Lotka-Volterra. Il joue un réle important dans
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I’étude de la dynamique des populations et il a été introduit pour décrire I'interaction entre
deux types d’espéces : les prédateurs et les proies. Avant de décrire ce modele, on donne une

interprétation de ses parametres.

0.2 Systeme Lotka-Volterra

0.2.1 Description des variables

On g’intéresse a 1’évolution au cours du temps d’un systeme biologique composé de deux
especes : des proies (lapins ou sardines) et des prédateurs (renards ou requins, respective-
ment).

Pour cela, on note X (t) et Y (¢) le nombre de proies et de prédateurs respectivement au
temps t. Alors X : t+— X(t) et Y :tr~— Y(t)sont des fonctions de R™ dans N, donc elles
sont discontinues .

Afin de disposer d’outils mathématiques, on préfere travailler avec des variables continues.

C’est pourquoi on considere deux nouvelles quantités :
Y(t)

et y(t)= %

ou Xy est un nombre de proies et, Yy est un nombre de prédateurs, fixés et grands.

Les quantités x et y sont donc des proportions de proies et prédateurs respectivement.
Les variations de z(t) et y(¢) sont donc des quantités petites, si bien que I'on peut faire
I'hypothese que ¢t — x(t) et t — y(t) sont des fonctions continues de R* dans R.(Car : X
étant tres grand par rapport a la différence X (t1) — X (ta) : t1,t2 > 0, d’on x(t1) — z(t2) est
trés petit).

Pour la suite, on faira I’hypothese de régularité supplémentaire de supposer ces fonctions

dérivables. on définit le taux de variation sur un intervalle [t,¢ + At] comme suit :

A;ig) tel que AX(t) = X(t+ AAti — X(t).
C o Ax(t)  AX(t) on offet -
D’ou W X t e[t t+ At ffet :
X(t+ At) — X (t)
Ault x(t+ At) —x(t) Xo X(t+At) - X(t)
o(t) = At N At N XoAt
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Si on suppose que les variations de x(t) sont petites par rapport a X(f) (ce qui parait

vraisemblable seulement pour des populations nombreuses), on peut passer a la limite :

t (t
lim z(?) = I—()
At—0 x(t) z(t)
Par le méme méthode pour y.
0.2.2 Mise en équation
L LTt L . . y(t)
D’apres ce qui précede ik est le taux de variation de la population de proies, ﬁ :
Y

est le taux de variation de la population de prédateurs.

1.

En absence de prédateurs, les proies auraient une croissance exponentielle, car dans
’

x (t)

ce cas, on aurait W =a; (oua > 0 est le taux de naissance). C’est ’équation
x

de reproduction normale d’une populations biologique en suppsant l’abondance de

nourriture et 'absence de compétition (c’est a dire que les individus se comportent

comme s'ils étaient isolés et équivalents) voir [1].

. En absence de proies, les prédateurs auraient une décroissance exponentielle, faute de

y (1)
y(t)

qui régit la décadence d'une populations biologique).

nourriture, car on aurait = —c; (ou ¢ > 0 est le taux de mort) . C’est ’équation

Si les deux especes sont présentes, on prend en compte les interactions entre les deux
especes. dans ce cas on suppose que le taux de prédation (capture) des proies est
proportionnel au nombre de rencontres entre les prédateurs et les proies, représenté
par

by,

ou b > 0 est le taux de la mortalité des proies dii aux prédateurs.

De la méme fagon, le taux de variation du nombre de prédateurs est proportionnel a
la quantité de nourriture a leur disposition, c¢’est-a -dire au nombre de proies.
représenté par

dx,

ou d > 0 estle taux de croissance relative des prédateurs dii a I’abondance de

nourriture (les proies).
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Ces considérations nous conduisent aux systeme d’équations différentielles suivantes :
—~ =a—by et —= =—c+dx (a,b,c,d > 0)

Du point de vue mathématique, il s’agit d’'un systeme de deux équations différen-
tielles, auquel on ajoute des conditions initiales (population au départ de chacune
des éspeces) :
z'(t) = x(a — by)
, (z(0),4(0)) = (zo,%0), wo0,% >0 (1)
y (t) = y(—c+dx)
Ce systeme est appelé systeme de Lotka- Volterra qui modélise les nombres des proies

et prédateurs durant une période de temps. voir [15].

0.2.3 Objectif de I’étude

On désire obtenir des informations sur les solutions du systeme (1), ¢’est-a-dire connaitre
I'évolution des quantités x et y au cours du temps : est-ce que z(t) et y(t) restent des
quantités positives au cours du temps, est-ce qu'une des deux populations s’éteint en temps
fini, en temps infini, etc. ? Il est important que le modele soit fidele aux observations faites
dans la nature afin d’étre utile dans un but prédictif.

Dans le premier chapitre nous rappelons, sans démonstration, quelques définitions et
propriétés fondamentales a propos 1’étude des équations différentielles ordinaires, qui seront
utilisées directement dans la suite de ce mémoire, citons par exemple : I’équations autonomes,
solutions ( locales - globales - maximales), théoréme de Cauchy-Lipshitz, points d’équilibres,
notions sur la stabilité , fonction de Lyapunov...etc .

le deuxiéme chapitre porte sur I'application des notions introduites dans le premier
chapitre dans 1’étude qualitative des solutions du systéme Lotka volterra (existence : locale
et globale, positivité et périodicité des solutions et comportement au voisinage de ses points
d’équilibres).

Dans le troixiéme chapitre nous rappelons les schémas de quelques méthodes numériques

et les utilisons dans I'approximation numérique des solutions du systéme Volterra-Lotka.



Chapitre 1

Préliminaires et Notions Primaires

1.1 Equations différentielles d’ordre 1

1.1.1 Conventions et définitions

Sauf mention contraire, on entend par intervalle tout intervalle de R d’intérieur non vide.

On s’intéresserai aux systemes différentielles du type :

y' )= fty), (1.1)

ou f: U — R™définiepar f (t,y) = (f1 (t,y), fa (t,y), ..., fm (t,y)) est une fonction continue
et U est un ouvert de R x R™.

Pour les démonstration de résultats dans chapitre voir [3], [11], [14], [16].

1.1.2 Solutions d’une Equation différentielle

Une solution de 1’équation (1.1) est un couple(y;J) ou J est un intervalle et ¢ =
(P01, P2, .oy ) est une fonction dérivable sur J a valeurs dans R™ telle que (t; p(t)) € U

pour tout t € J et
ol (t) = ft,pi (t),Vte Ji=1,2,...m

On remarque tout de suite que, f et ¢ étant deux fonctions continues, par composition,

o (t) = (@) (t), 05 (), ..., @, (1)) est également continue sur J alors, ¢ est de classe C! surJ.
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Remarque 1.1.1. Pour simplifier I’énoncé de certains théorémes, nous supposerons en
général que Uouvert U est de la forme U = 1 x Q2 ou I est un intervalle ouvert de R et 2
et un ouwvert de R™. Dans ce cas, la condition pour tout t € J, (t,y (t)) € U se réduit alors
aJ ClIety(t)eQ. On remarque également que si f est de classe C*, alors toute solution

de (1.1) est nécessairement de classe C**1.

1.1.3 Prolongement d’une solution - solutions maximales

Définition 1.1.1. Soient (p; J), (¢; J') deux solutions de (1.1). On dit que (¢; J') prolonge
(p;J) st J C J ety = ¢ sur J. Une solution (¢;J) de (1.1) est dite mazimale si elle
n’admet aucun prolongement.

Si J =1, la solution mazimale (1; J) de (1.1) est appelée solution globale.

Exemple 1.1.1. soient X\ un réel et x) : R — R la fonction définie par x5(t) = Xe™ est une
solution mazimale de [’équation x'(t) = ax(t). La restriction de x) a ’ensemble de départ

10, 1]est aussi une solution, mais ce n’est pas maximale.

1.1.4 Equations autonomes

L’équation (1.1) est dite autonome si f ne dépend pas de t, et non autonome sinon.

Une équation différentielle autonome est donc du type

y ()= fy(). (1.2)
Exemple 1.1.2. (avec m =1) : y'(t) = y(t) (autonome); y'(t) = y(t) +t (non autonome).

Remarque 1.1.2. Une équation non-autonome dans R™ peut étre résolue via une équation
autonome auziliaire dans R™. En effet, associons a l’équation non autonome (1.1), avec

f:IxQ—R™, [’équation autonome
X'(t) =g(X (1)) (1.3)

avec g : I X2 — R™ telle que g(X) = (1, f(X)). On vérifie que y : J — R™ est solution
de (1.1) si et seulement si, la fonction X : J x  — R™*! définie par X () = (¢,y(t)) est
solution de (1.3). On peut donc déduire les solutions de (1.1) des solutions de (1.3). En
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revanche, le fait qu’on puisse le faire en théorie implique qu’il suffit de démontrer certains

résultats pour les équations autonomes.

1.2 Probleme de Cauchy

Un probleme de Cauchy est la donnée d’une équation différentielle et d’une condition

initiale (aussi appelé probléme aux valeurs initiales). C’est donc un probléeme du type :
(1.4)

avec tg € I, yo € Qet f: I x Q— R™ une fonction continue.

Définition 1.2.1. Soit (to,y0) € U (=1 x Q). Résoudre le probléme de Cauchy (1.4)
consiste @ déterminer (yp;J) ot J est un intervalle conteant ty et v : J — R™ une fonction

dérivable (en fait de classe C') sur J telle que J C I et pour tout t € J, nous avons
p(t) €Q et ¢ (t)=f(tp(t))
Par exemple, dans le cas scalaire, le probleme de Cauchy

y—y—t=0

nous avons f: R x R' - R f(¢t,y) =y + t. Ce probléeme admet la solution maximale

unique p : R - R, ¢ (t) = 2exp (t) — (t+ 1), car

o (t)—p@t)—t=0et p(0)=1.

Un probleme de Cauchy peut ne pas avoir de solutions si f n’est pas continue et peut

avoir plusieurs solutions maximales (méme si f est continue).

Exemple 1.2.1. : Considérons le probléme de Cauchy vy = 5]y\% et y(0) = 0. Les
fonctions yy et yo définies sur R par y; (t) = 0,y (t) = t5 sont deuz solutions, ce probléme

n’a donc pas une solution unique .
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Dans la définition précédente, en intégrant l’équation différentielle ordinaire (en abrégé
EDO) du probléme de Cauchy (1.4) entre ty et t et en tenant compte de la condition initiale
y(to) = yo, on obtient que

0 =0+ / f (5,0 (s)) ds (1.5)

ouft ds—(ftofl s,y (s))ds, ftof2 s,y (s ftofmsy ))ds).Réci—
proquement, toute fonction o vérifiant (1.5) est bien une solution de classe C de (1.4).

Nous utiliserons souvent l’équivalence entre les deux formulations

1.2.1 Fonction lipschitzienne localement lipschitzienne

Définition 1.2.2. Soit f : U = 1 x Q — R™ une fonction (m > 1).0n dira que f est
lipschitzienne en y (uniformément par rapport a t), et on notera f € Lip(U), s’il existe

k>0 tel que :

1 (8 y2) = F (G y)llgm < Kllya = villgm s

pour tout (t,y1), (t,y2) € U.

Remarquer que cette notion n’entraine pas que f est continue sur U comme le prouve
I’exemple suivant :
1, sit>0

0,sit <0
En revanche, si f est lipschitzienne au sens classique, c’est a dire s’il existe k > 0 tel que

U=RxR, f(t,y) =

1f (t2,92) = f (b, ) llgm < B (2 = 8] + lly2 = 1 llgm) ;

pour tout (t1,41), (t2, y2) € U, alors f est en particulier lipschitzienne en y (uniformément

en t).

Définition 1.2.3. On dira que f est localement lipschitzienne sur U si pour tout (t1,y,) € U,
il existe une boule B ={(t',y') e U;|t' —t1| < e et ||y — y1|lgm < €} et une constante k > 0

telles que f soit lipschitzienne sur B. On note alors f € Lipoc(U).
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Cas particulier : Soit f : Q@ — R™ une fonction ot © est un ouvert de R™ (m > 1)
c’est a dire que f ne dépend pas de t. Dans ce cas f est dite lipschitzienne de rapport k sur

Q) et on note f € Lip(Q2),s'il existe k > 0 tel que :

1f (2) = f W)llgm < Ely2 — villgm -

De méme, f est dite localement lipschitzienne sur €2 si pour tout y; € €2, il existe une
boule B = {y € U; ||y — v
sur B. On note alors f € Lip;.(€2).

gm < €} et une constante k > 0 telles que f soit lipschitzienne

Remarque 1.2.1. — La fonction exp sur R est localement lipschitzienne mais pas
globalement.
— Une application lipschitzienne est continue.
— Une fonction globalement lipschitzienne [’est localement.

— Une fonction de classe Clest localement lipschitzienne.

1.3 Problémes d’existences

On rappelle dans ce paragraphe les résultats classiques concernant 1’existence de solutions

pour les systemes différentiels, en particulier les systémes autonomes

1.3.1 Existence Locale (théoréme de Cauchy Lipschitz)

Théoréeme 1.3.1. Soit f: I x Q — R™une fonction continue et localement lipschitzienne
eny € Q , uniformément en t € I. Pour tout (to,yo) € I x Q le probléme de Cauchy (1.4)
admet une solution mazximale unique Pmax : Jmax — R™ ot Uintervalle Jya.x C I est ouvert.

La démonstration de ce théoréme repose sur le théoréme du point fize contractant en
utilisant la formulation (1.5). Si on affaiblit la régularité de f, le résultat ne persiste pas :
si [ est seulement supposée continue, on conserve l’existence (théoréme de Cauchy-Péano),
mais on perd ['unicité.

Pour plus de détail voir [11], [14], [16] .
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Remarque 1.3.1. Les solutions de (yp,J) du probléme de Cauchy sont exactement les res-
trictions de ['unique solution mazimale pmax i-€. les couples (@maxu) avec J sous-intervalle
de Jpax-

De ce fait et sauf indication contraire, on ne s’intéressera plus qu’aux solutions maxi-

males par la suite.

1.3.2 Explosion de la solution maximale

Sous les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lispchitz, soit (o, |7, T’ [) la solution maxi-
male du probléme de Cauchy (1.4). Le théoréme suivant nous dit que si Ty < supl ou

T_ > inf I la solution maximale explose au voisinage de T, et T_.

Théoreme 1.3.2. Soit f: [ x Q — R™une fonction continue et localement lipschitzienne
par rapport a la seconde variable. Si Ty < sup I, alors pour tout compact K C €, il existe

t €T, T, tel que ¢ (tx) ¢ K.
La démonstration utilise la caractérisation des compacts en dimension finie.

Corollaire 1.3.1. 5i Q = R™, avec les hypothéses de Cauchy-Lipschitz. Soit (p,|T—, T[)

la solution maximale du probléme (1.4). Si Ty < supl, alors lim_,p,_||¢ ()| = +oo.

1.3.3 Existence Globale

On peut parfois montrer que toutes les solutions maximales du probleme de Cauchy
(1.4) sont globales . C’est le cas si la fonction f est définie sur R™ tout entier et si elle est
globalement Lipschitzienne : car alors il n’y a pas de risque de sortir de son domaine de

définition, ni du domaine de validité de sa constante de Lipschitz.

Théoréme 1.3.3. Soit f € C(I x R™;R™) et globalement lipschitzienne par rapport a y
alors, quel que soit (to,yo) € I x R™, il existe une unique solution globale ¢ : I — R™ du

probléme (1.4). De plus, toute solution locale est une restriction de celle-ci.

10
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1.3.4 Quelques conséquences consernant le cas d’un systéme au-

tonome

Soit le probleme de Cauchy associé au un systeme différentiel autonome suivant

y () = fy()

1.6
y (0) = yo ( )

ou f:QCR™—R™, Q est un ouvert de R™ contenant .

Corollaire 1.3.2. Si la fonction [ est localement lipschitzienne sur €, alors le probleme

(1.6) admet une solution mazimale unique y € C* ((=T,T),R™).

Définition 1.3.1. On appelle trajectoire (ou orbite) partant de yo l'ensemble

Oy = {(t)/t € ]=T,TT}
ot (¢, |=T,T|) estla solution mazximale correspondante d la condition initiale p(0) = yo.

Selon le théoreme de Cauchy-Lipschitz, et 'explosion de la solution maximale on déduit

que
Corollaire 1.3.3. Deux trajectoires distinctes sont disjointes.
Définition 1.3.2. On appelle portrait de phase la partition de ) en trajectoires.

En pratique, on peut tracer le portrait de phase sans résoudre explicitement 1’équation
ce qui nous permet d’avoir des informations importantes sur le comportement qualitatif des

solution.

Théoréme 1.3.4. Soit (p,|=T,T]) la solution mazimale de (1.6). Si ¢ est bornée sur [0,T),

alors T = +o00.

1.4 Notions sur la stabilité

Considérons le systeme continu de dimension finie décrit par une équation différentielle

autonome vectorielle non-linéaire du premier ordre :

11
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y ()= [y () (1.7)

c’est a dire que f: R™ — R™ (m > 1) est une fonction verifiant au moins les conditions

de Cauchy-Lipschitz, avec t > 0.

1.4.1 Point d’équilibre

Définition 1.4.1. Un vecteur E € R™ est dit point ou état d’équilibre si f (E) = 0. La

trajectoire de cette équilibre est réduite au point F

Remarque 1.4.1. Le point d’équilibre y = E est l'unique solution de (1.7)avec la condition

initiale y (ty) = E avec ty > 0.

En effet, pour y=F,ona EF' =0= f(F) et y(ty) = E.

Remarquons aussi qu'en posant ¢ (y1) = f(y1 + E), on verifie que E est un point
d’équilibre de (1.7) si et seulement si 0 est un point d’équilibre de y; = ¢ (y1). Donc, sans
perte de généralité, les définitions et théoremes qui suivent seront établis en considérant :
E=0.

Exemple 1.4.1. Soit le systéme différentielle
=10 (y — x)
y =28 —y—xz
2=y — %z

ici, on a f:R® — R3 telle que f(z,y,2) = (10(y —z),28z —y —az,ay — 52) . E =
(0,0,0) est l'unique état d’équilibre pour ce systéme car c’est la solution unique de I’équation

f(z,y,2) =(0,0,0).

1.4.2 Stabilité local de I’état d’équilibre E= 0

Soit ¢ (t, o) la solution unique du probéme de (1.7) avec la condition unitiale y (0) = yo

c’est a dire ' (t,y0) = f (¢ (t,40)) et ¥ (0,%0) = vo.

Définition 1.4.2. L’état d’équilibre E =0 du systéme (1.7) est

12



Notions sur la stabilité

1. stable : si,
Ve >0, >0: |yl < n=, Vt>0,l¢(ty)l <e

2. instable : s’il n’est pas stable .

3. asymptotiquement stable : s’il est stable et si
I >0l < n= lim_[l¢{ yo)l =0
—400
4. marginalement stable : s’il est stable sans étre asymptotiquement stable.

Exemple 1.4.2. Le point d’équilibre (0,0) est asymptotiquement stable pour le systéme
différentiel

T =—x
y =3y
: . . Y z (0) =z
car on peut montrer que sa solution vérifiant la condition
y(0) =1yo

est o (t) = (xg.exp (—=t),yo.exp (=3t)) . Pour tout € >0, on a

lp (D < &=zl - exp (1) < cetyo| . exp (=3t) <,

et comme exp (—t), exp (—3t) < 1, il suffit de prendre n =¢ d’ou le point d’équilibre
(0,0) est stable. D’autre part, si |zo] <2 et |yo| <2, on a limy_,o ¢ (t) = (0,0).

1.4.3 Stabilité asymptotique globale

Définition 1.4.3. Si le systeme est asymptotiquement stable quelque soit le vecteur d’état
initial yo , alors le point d’équilibre est globalement asymptotiquement (ou exponentiellement)

stable.

Les dessins qui suivent illustrent les notions qui viennent d’étre introduites :

13
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0 >0 0 o

stable asymptotiquement-stable instable

1.4.4 Stabilité dans le cas linéaire

Pour le systeme différentiel linéaire

y (1) =Ay(t) (1.8)
ou A € M, (R) est une matrice constante. On s’intéresse au point d’équilibre E = 0.
Théoréme 1.4.1. le point d’équilibre E = 0 du systéme linéaire (1.8) est
1. stable, si A est diagonalisable et ses valeurs propres ont des parties réelles négatives

ou nulles.

2. asymptotiquement stable, si toutes les valeurs propres de A ont leur partie réelle

strictement négative.

3. instable, si I'une au moins des valeurs propres de A est de partie réelle strictement
positive.

voir [12].

Remarque 1.4.2. Le cas 1) peut étre exprimer autrement : le point d’équilibre E = 0 du

systeme linéaire (1.8) est stable si pour toute valeur propre \ de la matrice A, on a
1. Re(\) <0 et
2. Re(\) = 0= dimker (A — \]) =p,

ot p et ordre de multiplicité de la racine X du polynome det (X1 — A).

14
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Exemple 1.4.3. Soit le systeme différentiel

C’est équivalent au systéme linéaire Y' = AY, tel que

x(t 0 —1
Y (t) = ®) et A= . S7 A est une valeur propre de la matrice A, alors
y (t) L0
-2 -1 )
det (A —A\) = =N+1=0
1 =X

ce qui donne \ = %i, c’est a dire que Re (\) = 0, donc le point d’équilibre (0,0) de ce

systeme n’est pas asymptotiquement stable.

1.4.5 Stabilité dans le cas non linéaire

Dans le cas non linéaire ou utilise :

Linéarisation autour d’un équilibre
Supposons que et E est un point d’équilibre pour le systéme différentiel
y () =rfy@®), (1.9)

et que que f est différentiable en E. Pour approcher la fonction f (y (¢)), formons au voisi-

nage de E sa matrice Jacobienne,

of;
prm-(gt)
i/ 1<ij<m

ol les dérivées partielles sont calculées au point E, L’approximation affine de f s’écrit sous

la forme :

fy)=f(E)+Df(E).(y— E) = Df (E) .u

ol u =y — F, ce qui montre qu’au voisinage de £ nous avons

W' =y — B = f(y) = Df () ,

car f (E) = 0.
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Définition 1.4.4. On appelle systéme linéarisé autour de E associé au systéme nonlinéaire
(1.9) le systéme linéaire

W =Df(E)u . (1.10)
Théoréme 1.4.2. Si le systéme (1.9) est linéarisable autour de E, alors

1. le point d’équilibre E' est stable si et seulement si I'origine est stable pour le systeme
linéarisé.
2. le point d’équilibre E est asymptotiquement stable si, et seulement si, I'origine est

asymptotiquement stable pour le systeme linéarisé.

voir [12].

1.4.6 Théoreme de Lyapunov

On considere toujours f(0) = 0 et on regarde le point d’équilibre 0.

Définition 1.4.5. Soient U un voisinage de 0 dans Q2 etV : U — R une fonction continue
et différentiable sur U \ {0} telle que

-V(0)=0etVu#0, V(u) >0.

- V(w) = (f(u), VV(u)) <0, Vu € U\ {0}.

On appelle une telle fonction fonction de Lyapunov.
L’utilité des fonctions de Lyapunov réside dans le résultat suivant :

Théoréme 1.4.3. (Lypunov) S’il existe une fonction de Lyapunov pour l’équation

(1.11)

ot f:QCR™ — R™ ety € €.

alors le point d’équilibre O est stable.

Le théoréme précédent ne fournit qu’'une condition suffisante, mais permet souvent de
conclure quand la méthode de linéarisation ne s’applique pas.

voir [4] ou [10].
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Notions sur la stabilité

Théoréme 1.4.4. (minima relatif) Soient N un espace vectoriel normé réel , W un
ouwvert de N et f: W C N — R différentiable en un point w € W, et leur dérivées partielles
secondaires sont existent et continues en w.

s’il existe un voisinage V de w 'V C W, et f vérifie ce que suit :

I- Df(w)=0 ie Vi=12.n: 83055’) =0

2- Yh = (hy,ha, ....;hy,) € ViR #0: D*f(w)(h.h) >0 i.e

~ ¢ P’ f(w)
Vh = (hy, ho, .. ;hy) € Vi £ 023 Y hiby Ty > 0
i=1 j=1 v

Alors f admet en w un minimum local (ou relatif )
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Chapitre 2

Applications au systeme de

Lotka-Volterra

2.1 Existence de solutions

2.1.1 Existence Locale

En posant u = (z,y), le systéme (1) devient
avee  f(z,) = (v(a — by), y(—c + da))

ou (av b7 G, d > 0) et (m(O), y<0)) = <x07 yO)? Zo, Yo > 0
Soit v(zg, o) C C([0,T),R?),un voisinage de (zo,yo) tel que :

v(@o, o) = {(z.9) ER*\ [z —m| < et |y—gyo| <B}:ia>0,5>0

18



Existence de solutions

muni de la norme :||ul| = ||(z, y)|| = || + |y|.

Vg, ug € v(xo, yo) on a:

1 (ua(®)) = Flus@))] = ll(z1(a = byr), yr(=c + d1)) = (a(a = bys), ya(—c + d2))||

[(a(z1 — 22) + b(@1y1 — T2Yy2), —c(y1 — ¥2) + d(y171 — Yox2)) ||

< alwy — zo| + blziyr — 2ays| + clyr — vo| + dlyizr — Yoo

< alwr — x| +elyr — yo| + (0 + d)|z1yr — Tayr + 22y1 — 2210

< alry — x| +cyr — yo| + (0 + d)|ya||xr — 2| + (b4 d)|xa]|yr — yo

< (a+ O+ d)yil)|lzr — 22| + (e + (0 + d)|z2])[y1 — v2]

< (a4 (b+d)(B + |yol))|z1 — z2f + (¢ + (b + d) (o + |zo|)y1 — 12l
car : |z| < a+ |xol, [y| < 8+ [yol

< kil|wy — @a| + ko|yr — yol, tel que:
ki=a+ (b+d)(B+|yl), k2 = c+ (b+ d)(a + |20

< k(lxy — x| — |y1 — y2), tel que : k = max(kq, ko)

< Ellua(t) — ug(t)]|

Alors f est localement lipschitzienne,donc le systéme (1) admet une unique solution maxi-

male u € C([0,T),R?) d’aprés le théoréme (1.3.1).

2.1.2 Positivité des solutions

Proposition 2.1.1. 1) Sixzg =0, doncVt € [0,T), z(t) =0.
2) sl existe tg < T tel que x(ty) = 0, alors ¥t € [0,T),z(t) = 0.
3) si xg >0, donc Vt € [0,T), z(t) > 0.

Par le méme méthode pour y.

Preuve

1) Sizg =0 le systéme (1) devient :
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Existence de solutions

r(t)=0 = fot z'(s)ds = fot Ods

= xz(t)—2(0)=0 = x(t) =29=0.

Doty (t) = —cy = y = yoe~ . Alors la solution de systéme (1) est :(0, yoe=),

donc Vt € [0,T), z(t) =0 .

On voit ainsi que les ensembles de la forme {0} x]0, yo] sont des trajectoires.

2) S'il existe ty < T tel que z(ty) = 0, alors la trajectoire associée coupe l'axe des

ordonnées, ce qui est interdit par le corollaire 1.3.3 .

3) Supposns que zg >0 et Tty €]0,T) : x(t1) = 0, alors d’apés le 2éme cas a devancé

xo = 0 alors contradiction , donc V¢ € [0,T), x(t) > 0.

Méme démonstration pour y.

2.1.3 Existence Globale

Pour l'existence globale, on utilise la proposition suivante

Proposition 2.1.2. Soit H : R? — R définie pour x,y > 0 par :

H(z,y)=dx —clnz+by —alny ot (a,b,c,d > 0)

Alors H est une intégrale premiére pour le systeme (1), i.e. si (x(t),y(t)) est solution de (1)

sur [0,T), alors

Vit € [0,T); H(x(t),y(t)) = cste

Preuve : On a:

(apres séparation des variables)

Perrorl

x z(a — by)

v y(—c+dx)

v (—c+dr)  y(a—1by)
z )

t —Cx/(5> ZL’, S S = t &yl(s> — , S S
[t i = [ @l (s

[—cIn(z(s)) + da(s)]y = [aln(y(s)) — by(s)]
—clnx +dr =alny — by + cste

H(x(t),y(t)) = cste
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Existence de solutions

Proposition 2.1.3. On tout point M (z,y) le gradient de H est perpendiculaire au champ

/

de vecteur u' = :17/ ot (x,y) est une solution de systéme (1).
Y
En effet
On a le gradient de H : VH(x,y) = 8H(x,y)’ OH(x,y) = <d —<bh— 9) .
ox oy v Y

alors on obtient :

(W ,VH(u)) = (ax —bxy)(d— g) + (—cx + dxy) (b — g)
= adx — ac — bdzy + bcy + ac + bdxy — adx
= 0.

D’ ot le gradient de H est perpendiculaire au champ de vecteur (z',y')t pour le systéme (1).
La connaissance de cette intégrale premiére nous permet de montrer que (z,y) sont

bornées :

2.1.4 la bornitude de solution maximale

Lemme 2.1.1. La solution maximale (x(t),y(t)) est bornée.

Preuve : Cela provient de la coercivité de 'intégrale premiere. Il existe A > 0et B > 0

tels que
d b
Ve > A, clnx<7$ et Yy > B, alny<5y
D’autre part :
dr > clnz + « dr —clhz > a .. (01)
JaeR:Vr,y >0 =
by > alny + « by —alny >a .. (02)
On a:
Vo> A, chr<%® =Vr>A dr—chha>% .. (03)

(02) et (03) =Vo>A; dr—clhr+by—alny=H(z,y) >a+ %
Etona:Vy>DB; alny<% =Vy>DB; by—alny>4...(04)
(01) et (04) = Vy> B; Vx>A:dx—clnx—i—by—alny:]—](;p,y)>a+%y,
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Comportement au voisinage d’un point d’équilibre

Alors :
(H(:Cay) —CK) >

(H(z,y) —a) >y

v

Ve > A Vy > B :

(SN

On déduit que :

Vit e [0,T]: 0 <o(t) < max{d, 5(H(x0.30) ~ )} car : H(x,y) = este = H(xq, yo)
0 < y(t) < max{B, 2(H(zo,y0) — )}

Alors la solution maximale (z(t),y(t)) est bornée.

Remarque 2.1.1. On déduit d’aprés le théoréme (1.3.4 )que T = +o0.

Alors les solutions mazximales (x(t),y(t)) du systéme de Lotka-Volterra sont définies ¥t > 0.

2.2 Comportement au voisinage d’un point d’équilibre

Les points d’équilibre du systéme (1) :

(1) = X =fX):X=(29):f(z.y) = (z(a—1by), (~c+dr))

fX) =0 = z(a—by) =0 N r=0 ou y=7%
y(—c+dx) =0 y=0 ou x=F%

Alors on a deux points d’équilibre du systéme (1) qui sont : O(0,0) et w(g, %)

2.2.1 Etude de I’équilibre O(0,0)
On a

' (t) = x(a —by) = filw,y)

Y (t) = y(—c+dr) = fa(z.y)

La fonction f est différentiable en O(0,0) et

tel que  f(x,y) = (f1, f2)

ofi Ofi
prooy = = w |- °
’ of2  Of2 0 —c

ox oy
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Comportement au voisinage d’un point d’équilibre

a 0
0 —c
det(A—X)=0=—(a—AN)(c+AN)=0=>X\=a>0 et I=-—-c<O.

dott  Df(0,0) = A=

Une valeur propre est de partie réelle a strictement positive, le théoreme (1.4.1 et 1.4.2)
s’applique et 1’équilibre O(0,0) est instable. On peut méme affiner le résultat et dire que la

direction x est instable alors que la direction y est asymptotiquement stable.

2.2.2 Etude de I’équilibre w(5,%)

Onposex =g+ 5 et y=h+¢ Alors (2,y) = (5, %) < (9,h) = (0,0)

(1.6) < @ =ala=by)
y, = y(—c+ dz)
[ =t bt
=
| 7=+ §)(—etdlg+ )
o 9= ) (2.2)

K =dg(h+%)

g =—bh(g+35) , c a
, & G =F(G): F(g,h) = (—bh(g+ 3), dg(h + 3))
h =dg(h+ %)

La fonction F est différentiable sur R?. Alors la linéarisation du systéme (2.2) est le systéme

linéaire suivant :

On pose :
G(0) = Gy telque : Fy(g, h) = dg(h + %)
gn ga —bh —bg—
orgn - (0 B ),
S o dh + ¢ dg
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Comportement au voisinage d’un point d’équilibre

dott  DF(0,0) =B =
de
b

det(B—X)=0= N +ac=0= )\ =iyac et M\ = —iy/ac

A1 et Ay sont imaginaires pures.
Dans ce cas , le principe de linéarisation ne s’ applique pas .

Il y a trois comportements possibles des orbites du systéme (1) a s’avoir :

y

0

a

. . d
tigl.llre 1 Iigltlre 3

On recherche une fonction de Lyapunov.

Etape 1. La fonction H; admet en O(0,0) un minimum local .

Hy: Dy, =] — §,+00[x] — §,+oo[— R. tel que : Hy(z,y) = H(z + 5,y + 7).
Hy(z,y) =dv —cln(zx + §) + by —aln(y + §) +a+c

On a H, est différentiable en O(0,0).

8H1<x’y) C aHl(l‘,y) a
GOy g 2Dy, @

Oz T+ g dy y+3

aHl(OaO) 8H1(0,0)
= t =
or € 8y 0
Et on a
PH\(ry) _ ¢ PHiey)  PHi(ry) | PHiry) _ a
axQ - <x+ §)27 axay - ayax - ) ay2 — (y+ %)2

Alors les dérivées partielles secondaires de H; existent dans Dy, et sont continues en O.
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Comportement au voisinage d’un point d’équilibre

Vh = (hy,hy) € R% W #£0

0?H,(0,0) 0?H,(0,0) 0?H,(0,0) 0?H,(0,0)
D?*H,(0,0)(h,h) = hi——~2"% + hihy——— "> + hyh - h3 ’
1(0,0)(h ) L Ox? +12(’31:(9y +210y0x e oy?
d? b2 h3d® hib?

D?H,(0,0)(h, h) = h%? + hihy % (0) + hohy x (0) + hgg = 1C + == > 0.

Alors d’aprés le théoréme (1.4.4 ) H; admet un minimum en o :
c a
H,(0,0)=H(=,-).
1( ) ) (d’ b)
Etape 2. La fonction V est une fonction de lyapunov .
Vi Dy =] = g, +oo[x] = §,+00[= R.: V(z,y) = Hi(z,y) — H(G, §)-
D’aprés ce qui précéde on déduit que :
V(I,y> € DH1 :] - C%,—FOO[X] - %7+OO[: Hl(‘r7y) 2 H(§7 %)
Alors :
i) V(z,y) =0« (z,y) = (0,0)?

On a (z,y) = (0,0) = V(z,y) = 0 évident .

Vi(z,y) = 0= (z,y) = (0,0)7

Supposons que : 3(x1,y1) € Dy, — {(0,0)} : V(x1,11) = 0.

On a d’aprés la définition de Hy , ¥Y(x,y) € Dy,; V(x,y) > 0.

Donc V(z1,y1) est une valeur minimum de V.

OV (x1,y1) —b a 0
Ox ot n=0
Alors : OV (21, 41) 4 c b &
A ALY LV d— -=0 1 =0 contradiction,
8y T+ Fi

d'ou: V(z,y) =0< (z,y) = (0,0).
ii) V(2,y) € Du, —{(0,0)}; V(2,y) > 0 car : H(§, §) est une valeur minimum de H; au
point (0,0).
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Etude globale des solutions

iii) Y(x,y) € Dpg, :

Viz,y) = Z—Z.%+%—Z.%
= (= )+ 0=
= (= ) Chlat g) + (0= el + )
= G+ )+ () + )

= —dbxy + dbxy = 0.

Alors V' est une fonction de Lyapunov , donc le point (0, 0) est stable par rapport au
systeme (2.2 ). Dot I'équilibre w(§, §) est stable .

Par conséquent le deuxiéme figure n’a pas lieu .

2.3 Etude globale des solutions

2.3.1 Périodicité des solutions

D’aprés ce qui précéde il reste deux cas : est ce que les orbites de systeme de Lotka-

Volterra sont périodiques, ou stables non périodiques ?

Le théoréme qui suit répond a cette question .

Théoréme 2.3.1. Les solutions du systéme de Volterra-Lotka sont périodiques.

Preuve :

On a dessine sur le schéma suivant Y

le champ des vecteurs pour le sys- A ~
N

teme de Lotka-Volterra . Celui-ci N S
P <0 T T v <0

Ja LY ¥ - - -

délimite le quart de plan en quatre by <0 - 5 - >0
i . ‘ < ~ R » -

zones, notées LILIIT et IV, dans al. ey _;__l_\_’j_l_!!;___ e
N N

lesquelles x et y sont monotones. CMs0 0t T Y07
CyYy<0 - 2 -y >0 -

O C X

26



Etude globale des solutions

En effet :

I = {(z

I = {(z,y) e R}

IV = {(z,y) e R}

xR\ z <

xR\ —c+dx <0 et a—0by>0}

C

d

a
t oy <=
ety b}

xR\ y(—c+dx) <0 et x(a—by) >0}

xR \2' >0 et y <O}

xR\ z >

xR\ —c+dx>0 et a—0by>0}

C

d

a
t —
e y<b}

xR\ y(—c+dx) >0 et x(a—Dby) >0}

xR \2' >0 et y >0}

xR\ x>

xR\ —c+dx>0 et a—0by<0}

c

d

a
t —
e y>b}

xR\ y(—c+dzx) >0 et x(a—by) <0}

xR*\2' <0 et y >0}

xR\ z <

xR\ —c+dr <0 et a—0by<0}

Cc

d

a
t —
e y>b}

xR\ y(—c+dx) <0 et x(a—by) <0}

xR \2' <0 et y <O}

Dans les quatre zones x et y sont monotones .

Notre preuve consiste a suivre une trajectoire a travers de ces zones pour montrer qu’elle

est périodique.

Soit donc (z, o) le point initial, qu'on suppose - sans perte de généralité - dans la zone I.

On note (x(t),y(t)) la solution de (1) qui part de (xq, yo).

Etape 1. La solution parcourt les quatre zones successivement.
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Etude globale des solutions

- Dans I on a : z croissante et y décroissante , et comme y(t) # 0 pour tout ¢ > 0, il
existe t; > 0 a partir duquel M (t) = M (x(t),y(t)) quitte la zone I et rentre dans la
zone 1.

En effet si M(t) reste dans I pour tout temps, alors x et y sont bornés. Comme ils
sont monotones, ils convergent tous-deux vers des limites respectives ., Yoo. D’apres
(1), on en déduit que z et y convergent aussi; leur limite ne peut étre que 0 : en
effet si @' tend vers # 0, alors z est équivalent & ¢, donc ne peut converger. En
conséquence, toujours grace a (1), (s, Yso) €St un point stationnaire.

Or, comme x croit, o, > 0 et puisque y décroit, y., < 3 . On aboutit donc a une
contradiction, puisque les deux seuls points stationnaires sont (0,0) et (4, 7).
Ainsi, M (t) sort de la zone 1. C’est, bien-siir, dans la zone II qu’elle entre, puisque y
décroit.

- Dans IT on a : x et y croissante et comme elles sont bornées d’aprés le lemme (2.1.1) |
il existe to > t; a partir duquel M (t) = M (x(t),y(t)) quitte la zone II et rentre dans
la zone III.

Ici encore x et y sont monotones et bornées (attention, dans cette zone, il faut
invoquer le lemme (2.1.1)). Par le méme raisonnement qu’a 1'étape précédente, on
prouve l'existence d’un instant ¢, > ¢; a partir duquel M(¢) quitte la zone II pour la
zone III.
Les points suivants se démontrent de méme :
. il existe t3 > ty a partir duquel M(t) = M (x(t),y(t)) quitte la zone III et rentre
dans la zone IV.
. il existe t4 > t3 a partir duquel M(t) = M (z(t),y(t)) quitte la zone IV et rentre
dans la zone I.
. il existe t5 > t4 a partir duquel M(t) = M(z(t),y(t)) quitte la zone I et rentre

dans la zone II.
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Etude globale des solutions

Y

= =2

y(t1)
y(ts)

O

Etape 2. Les points M(t;) et M(t;) sont confondus.

Par définition, on a déja z(t,) = x(t5) = §. De plus, comme M (1), M (t5) sont des points
d’une méme trajectoire, alors :

H(a(t), y(t)) = este = H(x(ts), y(ts)).

D’ou H(x(t1),y(t1)) = H(z(ts), y(ts))...(x)

(x) = by —aln(y) =bys —aln(ys)......(xx) car: x(t1) = z(t5) .

Soit A une fonction telle que

h 10, ¢[—= R; h(y) = by — aln(y).

Onah/(y):b—izbyT_“

<
o
SIS

h(3)

Comme h est strictement décroissante , alors h est injective .
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Etude globale des solutions

Donc : (xx) = y(t1) = y(ts)

Alors : M(t5) = M(ty)

Etape 3. Les solutions sont périodiques
Pour t € R%, on pose

T(t) =az(ti+1t) et y(t) =yt +1)

et
Z(t) =z(ts +1t) et T(t) = x(ts + 1)

Et comme (Z,7) et (Z,7) vérifient le méme probléme de Cauchy :

T 0,000 = ()
y =y(—c+dx)
ouzy = 2(0) = § = z(ts) = T(0) et y1 = y(0) = y(t5) = ¥(0).
Drou ((0),5(0)) = (z(0),%(0)).
Alors d’aprés corollaire (1.3.3)  (x(t; + ¢, y(t1 +t) = (x(t5 + t,y(ts + 1)
Dou Vt € Ry :
(@(tr+t+ (6 —1), y(t +t+ (ts — 1)) = (@(t +15),y(t +t5)) = (x(tr + 1), y(t1 + 1)

Vs e Ry, M(s+ (ts —t1)) = M(s)
Et par suite la solution est périodique, de période (t5 — ;).

Remarque 2.3.1. Le caractére autonome du systéme différentiel (1) est essentiel. Dans
le cas contraire, le deuxieme "tour" peut étre effectué a une vitesse différente du premier,
st bien que les solutions ne sont pas périodiques alors que les trajectoires sont des courbes
fermées.

Pour prouver le théoréme (2.5.1), on peut montrer dans un premier temps que les trajec-
toires sont des courbes fermées (il s’agit d’étudier la géométrie des lignes de niveau de H ).
Ensuite on utilisera une argumentation voisine de celle décrite plus haut, pour conclure a la

périodicité des solutions.
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Etude globale des solutions

2.3.2 Moyenne sur une période

On définit les moyennes de = et y sur une période [0, 7] comme suit :

@ =7 | atit e =7 [ v
Proposition 2.3.1. Ona (z) =5 et (y) = 1.
Preuve :
z (t) = x(a — by) . y:—g%l—i-%
y (t) = y(—c+ dz) :E:Cll%—i—ﬁ
Alors : . / . /
W=7 [ Grytiha a =7 [ G-
)= G+ g et )= 5= g nteen]
Dot (z) = § et (y) =%

Remarque 2.3.2. Si, dans le modele de Lotka-Volterra, on ajoute un prédateur commun

auz deux espéces (chasse ou péche), on transforme (1) en

z'(t) = z(a — by) — ex z'(t) = xz(a — by)
d’ot tel que @ =a—e,¢c = c+f.

y' (t) = y(—c+dx) — fy y (t) = y(—c + da)

On retrouve donc un systéme du type Lotka-Volterra. Les moyennes de x ety sur une période

sont donc
a a—e

Considérons maintenant ’explication de Volterra pour le probléme initial, concernant l’aug-

mentation des poissons prédateurs. Pécher reduit I’augmentation du nombre des proies, cect

signifie que la constante a dans ’équation initiale diminue et devient a — e pour un certain
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Calcul de la période

e > 0. Au méme temps, le tauxr de diminution de la population des prédateurs devient plus
grand (au lieuw de ¢ on a ¢+ f avec f > 0). Par contre, les constantes d’interaction a et b

ne changent pas.

a—e
Pour conclure, la densité des prédateurs devient donc plus petit et celle des proies
c+ . N R o . ,

Tf plus grand. Si on arréte de pécher, on constate ainsi une augmentation des prédateurs

et une diminuation des proies. Ceci explique bien le fait analysé par Volterra.

2.4  Calcul de la période

Si on effectue le changement de fonction inconnue

p(t) = n[Sa(t)] et a(t) =In[-y(0)

alors le systeme (1) devient :

I

p =a(l—ef)

/

q¢ =—c(l—e)
si bien qu’en posant G(p, q) = a(q — €?) — ¢(p — €P), il se met sous la forme

/

p = 0,G(p,q)

!

q = 9,G(p,q)

(2.3)

un tel systeme est dit hamiltonien.

Le point d’équilibre correspondant a (4, §) est (po, qo) = (0,0).

Théoréme 2.4.1. On pose F(r,0) = G(rcost,rsinf) — G(po, qo). Alors la période de (p,q)
est donnée par
2 de 0,F(g(0),0)

T = i W avec  F(0) = o(0)

ot la fonction g est définie implicitement par F(g(0),6) = 0.

Preuve :
Etape 1. g est bien définie

I1 suffit d’appliquer le théoréme des fonctions implicites, apres avoir vérifié que

F(r,0) =0= 0,F(r,0) #0
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Calcul de la période

Soit (r,0) # 0 tel que F(r,0) = 0; on pose p = rcosf et ¢ = rsinf.
Alors 3t, (p,q) = (p(t),q(t)). D’autre part,

0, F(r,0) = cos#0,G(rcosd,rsind) + sind0,G(rcos, rsinf)

olt on a posé r%(t) = p*(t) + ¢*(t). Ainsi 9, F(r,0) = 0 signifie

af(@)+cf(p) =0 avee f(z)=a(l—e")

Comme f est strictement positive sur R*, nulle en 0, I’équation précédente n’a pas de
solutions (p, q) # (0,0) donc 9, F(r,8) = 0 et le théoréeme des fonctions implicites s’applique.
Etape 2. 0 = Fof

On dérive p(t) et q(t) :

/ /

q (t) =7 (t)sin(0(t)) + r(t)cos(0(t))0 (t)

En multipliant la premiere égalité par sin(6(t)), la seconde par cos(0(t)) et en ajoutant,

on obtient :
%(Q(t)p' (t) = p(t)q (1)) = r(1)6 (t)
d’ou le résultat car g(0(t)) = r(t).

Etape 3. Conclusion
Soit to tel que O(ty) = 0, alors 0(t + 7) = 2m. Le changement de variable t = ¢(f) est

admissible (car strictement croissant) :

to+T1 2T d@ 2T de
T :/ dt :/ ; = —
to o 00)  Jo F(O)
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Chapitre 3

Approximation numérique des

solutions

3.1 Rappels sur les méthodes numériques

L’objet de ce paragraphe est de présenter brievement les méthodes simples les plus
utilisées pour la résolution numérique des équations différentielles ordinaires.

On renvoie [5], [7], [§]

3.1.1 Quelque méthodes classiques

On désire approcher la solution du probleme de Cauchy :
(3.1)

On suppose que la fonction f est lipschitzienne. Afin de construire une approximation nu-

mérique sur 'intervalle [0, 7], on introduit une subdivision

O=to<ti < ---<ty=T

de pas h,, = t,+1 — t,. Notre but est de trouver une suite (u,)o<n<ny telle que u, soit une

approximation de wu(t,). Toutes les méthodes présentées ici sont des méthodes de Runge-
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Rappels sur les méthodes numériques

Kutta; leur point de départ est la formule suivante :

ultysr) = u(ty) + /t bt = u(ty) + /t " () dt (3.2)

Il suffit ensuite d’utiliser une formule d’intégration numérique pour approcher l'intégrale

précédente : t
n+1
| s = 15 0wt o)
tn

la méthode d’Euler explicite :
L’intégrale (3.2) peut s’approcher par La mé- Rectangle & gauche
thode des rectangles a gauche : f(u(v)

_—
o
|~

I(f ou, tna tn—l—l) = hnf(U(tn))

D’ou le schéma itératif suivant i
approximation

Up+1 = Up + hnf(un)

u(0) = uyg " tora

la méthode d’Euler implicite :

De la méme fagon, la formule des rectangles a

droite fournit la méthode d’Euler implicite : Rectangle & droite

erreur

fu() _ B

P
e
—
e

Upt1 = Up + P f(Uny1) (3.4)

u(0) = wug

tn tﬂ+l
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Rappels sur les méthodes numériques

La formule des trapeézes, quant a elle, Méthode du trapize

est a l'origine de la méthode de Crank-

f(u() ) ——
Nicolson : -
/_/"'
ho,
Upt1 = Up + 7(f(un) + f(un+1))
t
Enfin, on peut utiliser la formule de Simp- b tnt1
son :
I hy,
I(f(u(), tn tusr) = = (F(ultn) + 4f (ulta + 7)) + fultnr))
h
aprés I'approximation de u(t, + 771) ou peut définir alors u,.; comme suit :
hy,
Up+1 = Up + g[kl + 2]62 + 2]{53 + k’4]
N h/n hn
ou ]{31 = f(un), kg = f(un + ?kl), k’g = f(un + 71{32), k4 = f(un + hnk;),)

On vient de décrire la méthode de Runge-Kutta classique.

Explication :

Les quatre méthodes décrites dans ce paragraphe, deux sont explicites : il s’agit des méthodes
d’Euler explicite et de Runge-Kutta classique. Cela signifie qu'un simple calcul permet de
déterminer u,,, a partir de u,. En revanche les méthodes d’Euler implicite et de Crank-
Nicolson nécessitent la résolution d’une équation pour calculer u, 1, connaissant u,,. De telles

méthodes sont dites implicites .

3.1.2 Notions de consistance et de stabilité

On peut écrire tous les schémas du paragraphe précédent sous la forme :

Up+1 = (I)hn (un)

Exemple 3.1.1. par exemples :

1- la méthode d’Euler explicite : ®p, (un) = Up + by f(uy)
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Application au systeme de Lotka-Volterra

hn,
2- la méthode de Crank-Nicolson : @y, (u,) = u, + 7(f(un) + f(unyi1))
hn
3- la méthode de Runge-Kutta classique : ®p, (up,) = tUpi1 = Up + F[k:l + 2k + 2ks + k4]

Définitions :

Définition 3.1.1. (I’erreur de consistance locale ) : On définit l’erreur de consistance

locale e, comme 'erreur commise par le schéma sur la solution exacte u(.) :

en = U(tnt1) = On, (u(tn))

Définition 3.1.2. (La consistante) : On dit que la méthode est consistante d’ordre p € N

st [’erreur de consistance globale est d’ordre p par rapport a h = max, h,

N-1
> leal = O(h?)
n=0

Définition 3.1.3. (La stabilité ) : La stabilité se définit comme suit : soit v, une suite

vérifiant un schéma perturbé :

Up+1 = (I)hn (Un) + Hn

On dit qu’il y a stabilité si on peut maitriser l’erreur commise :

N—-1
Jmax |Un — vn| < c(|ug —vo| + 2% |ten])
n=

Proposition 3.1.1. Si le schéma est a la fois consistant et stable alors il est convergente .

En effet : si on prend pour v, la solution exacte u(t,), alors u, = &, par définition
de Perreur de consistance. Si on choisit uy = u(0) pour initialiser la suite (u,), et que la
méthode est consistante d’ordre p et stable, alors

max |u, — u(t,)| < ch?

0<n<N

ce qui prouve la convergence.
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Application au systeme de Lotka-Volterra

3.2 Application au systéeme de Lotka-Volterra

3.2.1 Visualisation des solutions numériques

On a programmé les quatre méthodes a ’aide du logiciel scilab et on les a appliqué au

systéme (1) pour les parameétres suivants :
a=3b=1c=2 et d=1
On a fixé la condition initiale a :
Ty = 1, Yo = 2

On calcule la solution exacte sur l'intervalle [0,7] avec T' = 10; le pas de discrétisation est

constant h = 0.05. Les courbes suivantes représentent la solution numérique dans le plan de

phase (z,y)
. Methode d’Euler explicite = Methode d’Euler implicite
12{ 477
4.3 -
101 39
8 35 4
6/ 31 4
4] . 2.7 4 .
) P, 2.3 4
2\e ' 1.9 b
0 T T T T ————— T 1.3 T . T T . .
0 1 2 3 4 5 6 T &8 9 10 10 14 18 22 26 30 34 38
54 Methode de Crank-Nicolson 54 Methode de Runge-Kutta classique
5.0 e T 5.0 ] ' '
6] o 46
24 / \ 4.2 4
384/ \ 3.8+
344 \ 3.4 ]
304 : 3.0 4
2.6 / 2.6 4
22 e 227
18] % 1.8 ]
14 - — 14

08 12 16 20 24 28 32 36 40 08 12 16 20 24 28 32 36 40

-le caractere @ repere la condition initiale :

Seul les deux dernieres méthodes fournissent une solution apparemment périodique.

Les solutions numériques obtenues a 'aide des méthodes d’Euler sont des spirales.

Le paragraphe suivant se propose d’en faire 1’étude dans le cas plus simple d’'un systeme

différentiel linéaire.
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Application au systeme de Lotka-Volterra

3.2.2 Etude théorique des schémas dans le cas linéaire
A une affnité prés , linéarisé du systéme de Lotka- Volterra au voisinage du point d’équi-
libre intérieur s’écrit :

(3.5)

la solution exacte est

x(t) = wocost — yosint
y(t) = xosint + yocost

Les trajectoires de (3.5) sont des cercles d’équation z2 + y* = cste. Il s’agit de savoir si les
schémas numériques conservent cette propriété. Pour cela on calcule 22 + 42, en fonction
de 22 + y2 pour chacun des schémas :

— Euler explicite :

$721+1 + 9121-4-1 = (:En + h(_yn))2 + (yn + h(xn))2
= aji + h2yi — 2hx,y, + yi + thi + 2hz,y,

= (1+h%) (2, +yn)

Donc 7, +yny = (1 +2?) (23 + 7))
— Euler implicite :
Ona,r =20 +h(=Ynt1) » Ynt1 = Yn + M(@ni1).

Alors z, = Tpi1 + WY1 5 Yn = Yns1 — h(zpy1), don

(7 +y2) =1+ Rh*)al, + oy

1
Donc 22, + 42, = m(w% + y2), par la méme démarche on trouve :

— Crank-Nicolson : 22| + 42, = 22 +y2
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Application au systeme de Lotka-Volterra

— Runge-Kutta : 22, + 42, = (1 — ?—; + %)(zi +y2)
Il apparait que seule la méthode de Crank-Nicolson conserve 'intégrale premiere 2 + 2.
La méthode d’Euler explicite augmente sa valeur (1 + h? > 1) alors que pour la méthode
d’Euler implicite le rayon du cercle diminue. Cela explique le comportement en spirale vu
au paragraphe précédent (au moins au voisinage de 1’équilibre). Enfin la méthode de Runge-
Kutta ne conserve pas l'intégrale premiere, mais le coefficient multiplicateur est trés proche

de 1, donc on observe numériquement une solution périodique, tant que 7' n’est pas trop

grand.
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Conclusion

A la lumiere de ce qui précede, nous avons vu que la modélisation mathématiques per-
mettre la description qualitative et quantitative du comportement des populations de dif-
férentes especes dans la nature. Cette technique peut étre utilisée aussi comme un outil
éfficace pour I'étude de la stabilité de certains phénomenes (biologiques , ecologique..). Du
point de vue mathématique, I’étude du systeme Lotka-Volterra montre que

- Il admet une solution maximale positive, périodique.

- Le point d’équilibre (fl, %) est stable et point d’équilibre O(0,0) est instable.

-Les portraits de phase sont fermés pour chaque point de départ (zo, yo) -

Pratiquement, Le modele Lotka-Volterra est un modele prédateur-proie classique de la
dynamique du systeme qui permettra d’atteindre I'équilibre de la fagons suivante : a mesure
que la population de prédateurs augmente, la population de proies diminue, entrainant la
chute de la population de prédateurs et le maintien de I’équilibre du systeme.

Ils existent d’autres approches pour le probleme prédateur -proie, qui pourraient bien

étre des perspectives pour la suite de notre recherche scientifique.
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Abstract

One of the most widely used ecological applications of differential equation systems is the predator-prey problem
In fact differential equations are very useful in many elds of applied science. However, most of nature problems
are related to an unknown function. In this thesis, we studied a case containing two populations consisting of two
species: prey and predator. Each is expected to influence the size of the other. The mathematical model of such a
problem is the classical autonomous differential system known as Lotka volterra.

Key words and phrases: Predator-prey, Lotka-Volterra, maximal solution, equilibrium point, autonomous dif-

ferential system

Résumé

L’une des applications écologiques des systemes d’équations différentielles les plus utilisées est le probleme prédateur-
proie . En fait les équations différentielles sont tres utiles dans beaucoup des domaines des sciences appliquées.
Cependant, la plupart des probléemes de la nature sont liés & une fonction inconnue. Dans ce mémoire, nous avons
étudié un cas contenant deux populations formée de deux especes: proies et prédatrices. C’est attendu que chacune
exerce une influence sur la taille de 'autre. Le modéle mathématique d’'un tel probléme est le systéme differentiel
autonome classique dite de Lotka volterra.

Phrases et mots clés: Prédateur-proie, Lotka-Volterra, solution maximale, point d’équilibre, systéme differentiel
autonome.



