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NOTATIONS

si Q est un domaine de R%(d = 2, 3), on note par

Q
r

].—‘7,('& = 1,_3, a, b)

mes 'y
v

UV? UT

I’adhérence de €2,

la frontiere de €2 supposée réguliere,

une partie mesurable de la frontierel’,

la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T,

la normale unitaire sortante a I,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v,
les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel o,
I'espace des fonctions réelles continfiment différentiables sur €,
I'espace L?(Q)%,

'espace H*(),

I'espace L2(Q)%*¢,

'espace {c € H/Divo = (0y5,) € H},

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I

Pespace Hz ()4,

Pespace dual de Hz (),

I’espace dual de Hr,

l'espace {¢ € H'(Q)/¢ = 0surT,},

lespace {D = (D;) /D; € L*(Q), D;; € L*},

I’application trace pour les fonctions vectorielles.



Notations

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

() le produit scalaire de H,

(. )prey le produit de dualité entre H et H',

|-l e la norme de H,

xr, — x la convergence forte de la suite (x,) vers I’élément x dans H.

r, —x la convergence faible de la suite (z,) vers I’élément x dans H

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < oo, on note par

C(0,T;H) I'espace des fonctions continues sur [0, 7] dans H,

CH0,T; H) I'espace des fonctions continument dérivables sur [0, 7] dans H,
LP(0,T;H) I’espace de Lebesgue,

1| e 0,750 la norme de LP(0,T; H),

WHkP(0,T; H) Tespace de Sobolev,

|-\lwrorm — lanorme de WH(0,T; H).

Autre notations :

u,u  les dérivées premiere et seconde de u par rapport au temps,
Vo le gradient de ¢,

Diveo divergence de o

div D divergence du vecteur D,

e(u)  le tenseur de déformation,

S 'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?,
1y le tenseur identité du second ordre sur R¢,

A" puissance n de 'opérateur A,

C une constante générique strictement positive,

p-p- presque partout.
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INTRODUCTION

Les travaux sur les matériaux dits actifs se sont considérablement multiplies au
cours des dix derniéres années; ils se caractérisent par leur capacité a fournir une
action mécanique sous l'effet d’un couplage, généralement réversible, de type électro-
mécanique (matériau piézoélectrique), magnéto-élastique (matériau magnétostrictif)
ou bien encore thermo-élastique (alliage & mémoire de forme). L'intérét est en effet
de développer des matériaux, ou des structures dites intelligentes dans de nombreuses
branches de I'industrie.

La piézoélectricité traduit I'aptitude que présentent certains cristallins a se polariser
sous 'action d'une contrainte mécanique (effet direct) ou bien a se déformer lorsqu’il
leur est appliqué un champ électrique (effet inverse). La piézoélectricité ne peut se
manifester, ni pour des corps conducteurs, ni pour des corps a haut degré de symétrie,
autrement dit, tous les matériaux piézoélectriques sont anisotropes. Ceci signifie qu’ils
possedent des propriétés physiques variant selon la direction considérée. Bien qu’ayant
été prédit par Coulomb et découvert par Becquerel en 1879, I'effet piézoélectrique n’a
été correctement expliqué par expérimentation qu’en 1880 par les freres Jacques et
Pierre Curie. Par la suite le formalisme de la piézoélectricité a été développé par P.
Duhem, F. Pockels et particulierement par W. Voigt en 1894.

Les matériaux piézoélectriques sont des matériaux intelligents (adaptatifs); ils ont
surtout trouvé application dans le controle des vibrations dans les domaines de 1'au-
tomobile (injecteurs), l'aérospatiale, le contrdle de forme (ailes d’avion, miroirs des

télescopes) ainsi que dans le controle en acoustique des nuisances sonores : le quartz



Introduction

est largement utilisé dans le domaine des télécommunications en tant que filtre contro-
leur ou générateur de fréquence. Actuellement, il y a de nouvelles applications dans le
domaine de la médecine, du suivi de grossesse aux problemes cardiaques en passant par
I’examen du tube digestif, le principe est le méme que celui du sonar. Dans la plupart
des systémes de la mécanique des structures, il existe des situations dans lesquelles
un corps (piézoélectrique) déformable entre en contact avec d’autres corps : dans un
contexte médical, la modélisation correcte de l'interaction entre les outils de chirurgie
et les organes est de premiere importance pour réaliser des simulations réalistes.

Ainsi, ce travail se donne pour objectif I’étude d’un probleme de contact entre une
structure piézoélectrique et une fondation, il est évident que le caractere de ce contact
peut jouer un role fondamental dans le comportement de la structure : sa déformation,
son mouvement, la distribution des efforts, etc .... Avant I'application de forces sur
un corps, la surface de contact réelle sur laquelle les corps se touchent est inconnue;
par ailleurs, les conditions de frontiere sur cette surface inconnue fait intervenir des
efforts et des déplacements inconnus. En conséquence, les modeles mathématiques de
contact impliquent des systemes d’inégalités ou d’équations non linéaires (non linéari-
tés géométriques ou matérielles). L’abondance de ce type de problémes a fait prendre
un essor considérable mais relativement récent a 1’étude mécanique, mathématique et
numérique de la Mécanique du Contact, engendrant de nombreux ouvrages sur le sujet.
Signorini fut le premier a énoncer un probleme de contact entre un corps déformable
et une fondation rigide. Ce probléme fut résolu pour la premiere fois par Fihera. La
Théorie Mathématique de la Mécanique du Contact débute avec Duvaut et Lions, qui
présenterent des formulations variationnelles des problemes de contact et des résultats
d’existence et d’unicité.

Notre travail, qui s’inspire de l'article [0], représente une contribution a l'analyse
d’un probleme de contact en tenant compte de l'effet piézoélectrique du matériau.
Sous I'hypothese de petite transformation nous étudions un processus est supposé étre
électriquement statique, c’est-a-dire que tous les effets du rayonnement sont négligés et
mécaniquement dynamiques, pour de matériau électro- viscoélastiques. Les conditions
aux limites sont de compliance normale et sans frottement. Les conditions électriques

sont introduites dans le cas ou la fondation est conductrice. Notre étude de phénomene
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de contact comprend les étapes suivantes : la modélisation mathématique, ’analyse
variationnelle incluant de résultat d’existence et d’unicité de la solution.

Cet mémoire se compose de trois chapitres : Le premier chapitre introduit des nota-
tions générales de la mécanique nécessaire pour une bonne compréhension de la suite
du probléme traité. Nous commencons par le cadre physique et les modeles mathéma-
tiques utilisées. Dans le deuxiéme chapitre nous rappelons les espaces fonctionnels et
les principales notations utilisées. Ensuite nous passons aux résultats fondamentaux
d’analyse non linéaire, concernant les équations variationnelles, les équations et les
inéquations d’évolution, les lemmes de Gronwall et de certains théorémes tres utiles
dans notre travail. Enfin on a consacré le dernier chapitre pour étudier un probléme de
compliance normale entre un corps électro-viscoélastique et une fondation conductrice
sans frottement ; nous présentons une formulation variationnelle du probléme et nous
démontrons 'existence et I'unicité dune solution faible, en utilisant les techniques de

point fixe et de monotonie.



CHAPITRE 1

MODELISATION DU CONTACT PIEZOELECTRIQUE

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus ou nous
allons introduire le cadre physique utilis¢é dans ce mémoire; il est déstiné a rappe-
ler ’équation de mouvement de Cauchy, et décrire les lois de comportement électro-
viscoélastique. Par ailleurs, nous précisons dans ce chapitre les conditions aux limites

de contact sans frottement.

1.1 Cadre physique

Nous considérons un corps matériel piézoélectrique déformable qui occupe un do-
maine borné Q C R%(d = 2,3) avec une frontiére Lipschitzienne I', partitionnée en
trois parties mesurables I'1, 'y et I's, correspondant aux conditions aux limites méca-
niques tel que mesI'y > 0. D’autre part, I'y U T’ est divisée en deux parties disjointes
et mesurables I', et I', correspondant aux conditions aux limites électriques telle que
mes[', > 0. On note par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps est encastré
sur I'; dans une structure fixe. Sur 'y agissent des tractions surfaciques de densité f,
et dans €2 agissent des forces volumiques de densité f, et des charges électriques de
densité volumiques ¢g. On suppose que fy et fy varient tres lentement par rapport au

temps. Le corps est soumis a 'action de potentiel nul sur la partie I', de la frontiere
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F1GURE 1.1 — Corps piézoélectrique en contact avec une fondation

ainsi qu’a ’action des charges électriques de densité surfacique ¢o, agissent sur la partie
['y. Soit T' > 0 et soit [0, 7] U'intervalle de temps en question. Le corps est en contact
sans frottement avec une fondation conductive sur la partie I's. Nous supposons que
le matériau peut étre endommagé durant le contact. On étudie 1’évolution de ces pro-
priétés dans 'intervalle de temps [0, T, sous 'hypothése des petites transformations.

Nous désignons par S? I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R? (d = 2,3) ;

et | - | représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur

R? et S?. Ainsi, nous avons
u-v=u; v, | v||= (v-v)%, Vu,v € RY,

0T =04 Tijs |7 ||= (T~T>%, Vo, eS¢,

avec la convention de I'indice muet.
Pour un vecteur v, nous notons par v, et v, les composantes normale et tangentielle
a la frontiere définies par

Uy, =0V,

(1.1)

Uy =0 — 0, - L.
Nous désignons par o = o(z,t) le champ des contraintes, par u = u(x, t) le champ des
déplacements et par e(u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les

notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport
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azeQettecl0T).
Pour un champ des contraintes ¢ nous dénotons par o, et o, les composantes

normale et tangentielle a la frontiere données par

o, = (ov) - v,

(1.2)
O, =0V —0," V.
En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation
(ov)-v =00, +0: - vy, (1.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans 1’établissement de formulation
variationnelle de probleme mécanique de contact.
En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport

au temps; par exemple

du . d*u
_ U= —
dt’ dt?’

ou u désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations. Pour le

U=

champ des vitesses u les notations 1, et u, représentent respectivement les vitesses

normale et tangentielle a la frontiere, c’est-a-dire
Uy =V -V,
Uy = U — Uy - V.

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans I’hypothese des pe-

tites transformations
1 .
e(u) = (eyj(w), ey(u) = 5uiy +uje), 1<i4j<d (1.4)
En outre, le champ électrique est défini par la relation suivante
E(p) ==Vo=—(¢4). (1.5)

Nous allons maintenant décrire le modele mathématique associé au cadre physique que

nous avons vu au paragraphe précédent.
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1.2 Modele mathématique

Le modeéle mathématique étudié dans ce mémoire, décrit 1’évolution du corps oc-
cupant 2. Les fonctions inconnues du probleme sont le champ des déplacements u :
Q x [0,T] — R4, le champ des contraintes o : Q x [0,T] — S%, le champ de dépla-
cement électrique D : 2 x [0, 7] — R? et le potentiel électrique ¢ : Q x [0, 7] — R.
On sait qu’en général, ’évolution d’un corps matériel est décrite par 1’équation de

mouvement de Cauchy
Divo + fo = pii dans Q x (0,7), (1.6)

ou p: 2 — R, désigne la densité de masse; ici "Div" représente 'opérateur divergence
pour les tenseurs Div o = (0y; ;). Le processus d’évolution défini par (1.6) s’appelle pro-
cessus dynamique. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier.
Par exemple, dans le cas ou le champ des vitesses u varie trés lentement par rapport au
temps, le terme pii peut étre négligé. Dans ce cas, le processus s’appelle quasistatique

et ’équation (1.6) devient
Divo + fo =0 dans Q x (0,7).

L’évolution du corps piézoélectrique est décrite par I’équation d’équilibre pour le champ

de déplacement électrique
divD = ¢ dans 2 x (0,7, (1.7)

ou "div" est I'opérateur de divergence pour les vecteurs, div D = (D, ;), et g représente
la densité des charges électriques volumiques.

Puisque le corps est encastré sur 'y, le champ des déplacements s’annule

u=>0 sur I'y x (0,7). (1.8)
La condition aux limites en tractions est

ov = [y sur I'y x (0,7, (1.9)
le potentiel électrique s’annule sur la partie I', de la frontiere

=0 sur I'y x (0,7). (1.10)
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Tandis que sur 'y, une charge électrique de densité ¢y est prescrite,
D-v=gqg sur Ty x (0,7). (1.11)

Ce modele piézoélectrique (1.6)-(1.11) sera complété ultérieurement par les conditions

aux limites sur la surface de contact I's.

1.2.1 Lois de comportement des matériaux électro-viscoélastiques

Un matériau est dit électro-viscoélastique s’il possede une loi de comportement de

la forme

o= Az(u) + Be(u) — E*E(yp), (1.12)

D = E&z(u) + BE(p).

Dans laquelle 'opérateur A est 'opérateur de viscosité a champ électrique nul, B
est Popérateur d’élasticité pas forcément linéaire a champ électrique nul, € = (e;;1) le
tenseur piézoélectrique a champ constant ou nul, 5 = (§;;) le tenseur de la permittivité
électrique a déformation nulle et E(p) = —V représente le champ électrique. Par

ailleurs £ = (e;‘jk) ou e, = ex;j, dénote le transposé du tenseur & tel que
Eo-v=0-E, VYoe&S'veR (1.13)
Un exemple de la loi électro-viscoélastique non linéaire est le suivant :
o = Ac(it) + é@ ~ D) — £ B(p), (1.14)

ou A est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes a;;r, s’appellent "coefficients de
viscosité", K C S? est un convexe fermé non vide et Py : S¢ — K est 'opérateur de

projection de S¢ sur K. L’opérateur d’élasticité est donné par :

B(e) = (e - Py).

«

et £ est un tenseur d’ordre trois. Ses composantes e;;, s’appellent "coefficients piézo-
électriques’.

Finalement, afin de compléter le modele mathématique qui décrit I’évolution du corps,
il faut préciser les conditions aux limites sur I's; c’est 'objet des conditions de contact

et des lois sans frottement que nous décrirons dans le paragraphe suivant :
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1.3 Lois de contact sans frottement

Dans un contact parfait, ou sans frottement, ’action mécanique transmissible par
obstacle entre deux solides ne peut étre en tout point que normale au contact (perpen-

diculaire au plan tangent commun du contact). Ceci se traduit par la relation
o, =0. (1.15)

Qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que le
mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige & introduire une
loi de frottement qui prend en considération la composante tangentielle avec les autres

variables du systeme.

Contact avec compliance normale

Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas
connue a priori. La contrainte normale o, satisfait la condition dite de compliance

normale.
— Oy :pu<uu_g)a (116)

ou u, est le déplacement normal, g représente 'interstice entre le corps et la fondation
et p, est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette
condition indique que la fonction exerce une action sur le corps en fonction de sa
pénétration u, — g. Si le corps repose sur la fondation l'interstice est nul, g = 0.

Comme exemple de la fonction p, nous pouvons considérer,

pu(r) =cyry (1.17)

ou ¢, est une constante positive et r, = max {0,r}. Un deuxiéme exemple est donné
par :

core st r<a
Py = (1.18)
c,a sior>a

ou « est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. Dans se cas, la condition
de contact (1.16) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle

dépasse a la fonction se désintégré et n’offre plus de résistance a la pénétration.

9
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1.4 Conditions électriques a la surface de contact

Dans ce paragraphe nous allons énoncer les conditions de contact électrique, asso-
ciées aux problemes électro-mécaniques, sur la partie I's de la surface. Nous supposons
que la fondation est électriquement et son potentiel est maintenu a g : La condition

électrique sur I's est donnée par :

D-v==Fk)(u, —g)pr(¢ — ¢o) sur '3 x (0,7), (1.19)

ou ¢ et  sont des fonctions données qui seront décrites ultérieurement. Cette condition
représente une condition régularisée qui peut étre obtenue a partir des considérations
suivantes : Lorsqu’il n’y a pas de contact en un point sur la surface (i.e. u, < g);
'interstice entre le corps et la base est supposé étre isolant ( disons qu’il est rempli
d’air ) et la composante normale du champ de déplacement électrique s’annule pour

qu’il n’y ait aucune charge électrique libre sur la surface. Ainsi,
u, <g= D -v=0. (1.20)

Durant le processus de contact, (i.e. quand u, > g) la composante normale du champ
de déplacement électrique ou la charge électrique libre est supposé étre proportionnelle
a la différence de potentiel entre la surface du corps et la fondation, avec une constante

positive k£ comme facteur de proportionnalité. Ainsi,
u, > 9= D -v==Fk(p— o). (1.21)
Combinons (1.20) et (1.21) pour obtenir

D-v= kX[O,OO[(UV - g)(QD - 900)7 (1'22)

oll X[o,00[ st la fonction caractéristique de I'intervalle [0, 00[; qui est donnée par :

0 si r<0,
X[O,OO[(T) =
1 si r>0.
La condition (1.22) décrit le contact électrique parfait et elle est en quelque sorte

semblable a la condition bien connue de contact de Signorini. Les deux conditions

peuvent étre considérées comme des sur-idéalisations dans plusieurs applications.

10



Modélisation du contact piézoélectrique

Pour la rendre plus réaliste, nous régularisons la condition (1.22) par la condition (1.19)
dans laquelle v est une fonction réguliere qui va étre décrite ci-dessous et ¢ est une

fonction de troncation,

—L si s<-—L,
or(s) =4 s si —L<s<L, (1.23)
L si s>1L,

ou L est une constante positive tres grande. De cette facon, la différence ¢ — g est
remplacé par ¢ (¢ — o) : Notons que cette troncation ne pose aucune limitation pra-
tique sur l'application du modele puisque L peut étre arbitrairement grand et donc
dans les applications ¢ (¢ — ¢o) = ¢ — ©o-
Les raisons de la régularisation (1.19) de (1.22) sont mathématiques.
Premierement, nous avons besoin d’éviter les discontinuités dans les charges élec-
triques lorsque le contact est établi et donc nous régularisons la fonction kx|o [ dans

(1.22) par une fonction Lipschitzienne : Un choix possible est I'exemple suivant :

.

0 si r>0,
1
PY(r)=<Ckér si 0<r< 5 (1.24)
1
k i -
\ st > 5’

ol 0 > 0 est un parametre assez grand. Ce choix veut dire que durant le processus du
contact, la conductivité électrique augmente avec le contact a travers les aspérités de
la surface, et se stabilise quand la pénétration u, — g atteint la valeur %
Deuxiémement, nous avons besoin du terme ¢, (¢ — o) pour rendre le terme ¢ — g
borné.

Notons que lorsque ¢ = 0 dans (1.19) nous obtenons
D-v=0 sur I's x (0,7), (1.25)

ce qui découple les problemes électriques et mécaniques sur la surface de contact. La
condition (1.25) modélise le cas ou l'obstacle est un isolant parfait et a été utilisée
dans [3, 18]. La condition (1.19) & la place de (1.25); introduit un couplage fort entre
les conditions aux limites mécaniques et électriques et mene vers un nouveau modele

mathématique, non standard.

11



CHAPITRE 2

OUTILS MATHEMATIQUES

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans ce mé-
moire, et donnons quelques propriétés nécessaires dans la suite. Partout dans ce chapitre
Q) est un domaine borné et lipschitzien de R%(d = 2,3), de fronti¢re I' représentable
localement comme le graphe d’une fonction lipschitzienne sur un ouvert de R,
étant situé localement d’un seul c6té de I'. Par ailleurs, nous considérons une partition
I" en trois parties mesurables disjointes I'y, I'y et I's d’un ¢6té et une partition de I'yUT'y

en deux parties ouvertes ', et I'y, d’un autre coté, telles que mesI'y > 0 et mesI', > 0.

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces de fonctions a
valeurs réelles qui nous aident & comprendre les propriétés des espaces appropriés a la
mécanique. Nous allons définir les espaces de fonctions continues, contintiment diffé-

rentiables, les fonctions p-intégrables et les espaces de Sobolev.

Fonctions continues et continiiment différentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur € est noté par C(Q) et il est un

espace de Banach pour la norme donnée par :

12
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|U|C(§) = sup{|v(z)|, = € Q}.
Toute fonction uniformément continue est bornée et possede une unique extension

continue sur Q. Pour tout entier k, I'espace C*(Q) donné par
C*(Q) = {v e C(Q)/D* € C(Q) pour|a| <k},

est I'espace des fonctions continues sur € dont les dérivées d’ordre au plus k sont

également continues sur 2. Il est aussi un espace de Banach s’il est muni de la norme

|U|ck(§) = Z |D%|C(ﬁ)

laf<k

L’espace C*°(Q2) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables :
o
=Nc®
k=0
Nous pouvons maintenant parler de I’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur
I’ensemble a support compact inclus dans, défini par

Ce(Q) = fv € C(Q)/supp v C O,

ou supp v = {v € C®°(Q)/v(x) # 0} est le support de la fonction v. Si supp v est un

sous ensemble propre de €2, on dit que v est une fonction a support compact dans 2.

Espaces LP(2)

Définition 2.1.1. (Espace de Lebesgue). Soit p € R, 1 < p < oco. On appelle ’espace
de Lebesque LP(2) l’ensemble :

LP(Q) ={v:Q — R/ v Lebesque mesurable sur Q) et |v|P Lebesque integrable sur Q}.
C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme
ol = ( [ oPar)”
sip=o00 et v:Q — R mesurable, alors on définit ||v] ey par
|v]| Lo () = supess (v) = inf{c: |v(z)| < c}.
L’espace L>®(Q)) est aussi un espace de Banach.
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Espace de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H c’est-a-dire

(.,.)m : H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||z 'application de H — R, définie par :
1
Il (= (u,u), (2.1)
et on rappelle que || - || g est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz :
0l <l fal @ g, Va0 € H. (2.2

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par
(2.1). Soit H' l'espace dual de H c’est & dire I'espace des fonctionnelles linéaires et
continues sur H muni de la norme :

_ | <nv >H'><H |
|7 [lp=sup
veH—{0} | v lla

)

ol {.,.) ;. représente la dualité entre H et H.

Espace de Sobolev

L’espace de Sobolev ont été introduit au début du siecle et ont permis de résoudre
bon nombre de probleme concernant les équations aux dérivées partielles sans réponse
jusque la.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur ’espaces de Sobolev

H'(Q2) défini par :
H'(Q)={uel*Q)/ouecl?Q)i=1,---,d}.

On note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L2*(Q)? pour tout
ue HY(Q).

On sait que H'(Q) est un espaces de Hilbert pour le produite scalaire :

(u,v) 1) = (U, V)12(0) + (Oiw, Oiv)12(0),

14



Outils mathématiques

et la norme associée :
1 .
| w @)= (uju);{l(m,et on écrit || u “%—Il(ﬂ):” u ||i2(9) + || Vu ||i2(Q)d :
On a le résultats suivant :

Théoreme 2.1.1.
C(Q) est dense dans H*(Q).

Théoréme 2.1.2. (Rellich)
HY(Q) C L*(Q2) avec injection compacte.

Théoréme 2.1.3. (trace de Sobolev)
11 eziste une application linéaire et continue & : H () — L2(T") telle que du = ulp

pour tout u € C*(Q).

Remarque 2.1.1. L’espaces L2(T') ci-dessus représentent l’espaces de fonctions réelles
sur I’ qui sont L2 pour la mesure superficielle dT. L application § s’appelle application

de trace, elle est définie comme le prolongement par densité de l'application u +— ulp

définir pour u € C*(Q).

Remarque 2.1.2. On note que lapplication de trace § : H'(Q) — L*(T') est un

opérateur compact.

Définition 2.1.2. Pour tout k € N et pour tout p € [1,+00|, nous définissons l’espace
de Sobolev W*P(Q) par :

WEP(Q) = {u € LP(Q) Va, |a| < k; Fv, € LP(Q), tel que ,v, = D*u}.

Remarque 2.1.3. Nous ferons trés souvent l'abus d’écriture qui consiste a identifier

D*u et v,,.

La norme sur I'espace W*?(Q) est donnée par

ST

si 1 <p< oo,

( > I D% lLegey )

<k

| u ||wk»p(s2)—
Da e} 1 - .
‘fgé}]g | D% (| Sl b =00
Pour p = 2, on note par H*(Q) I'espace W*?2(Q) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.
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2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et
de divergence

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u

et o:
rH = {u= () / u; € L2(Q)} = (L*(Q))4,
H = {0 =(0y5) [ 0ij = 00 € L2(Q)} = (LZ(Q)™,

Hy = {u=(u) [ w; € H'(Q)} = (H'(Q))",

Hl :{O'GH / 04,5 EH}
\
Les espaces H,H, H, et H; sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires suivants :

4
(u,v)Hz/uwidx,
Q

o,T)y = | 0;;T:dx,

(U)U)Hl = (U7U)H + (5(u)76(v))7-b

(O-v T)Hl = (0', 7—)7{ + (DIV g, Div T)H7
\

respectivement, ou € : H; — H et Div : ‘H;y — H sont respectivement les opérateurs

de déformation et de divergence, définis par

1 :
e(u) = (ej(w)), €5j(u) = 5 (uij +1ujs), Divo = (03;5).
Les normes sur les espaces H, H, Hy et H;y sont notées par || - ||m, || - |2, || - ||, et

|| - ||%,, respectivement.

Puisque la frontiere I' est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiere
est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour
désigner la trace yv de v sur I'. Rappelons que I'application de trace v : H; — L?(I")? est
linéaire et continue, mais n’est pas surjective. L’image de H; par cette application est
notée par Hp = H2(I')% ce sous-espace s'injecte contintiment dans L2(I")%. Désignons
par Hy le dual de Hy, et (-,-) le produit de dualité entre Hy et Hp. Pour tout o € H,,

il existe un élément ov € Hy tel que :
(ov, 'VU)H’FxHF = (0,e(v))y + (Divo,v)y Yv € Hy. (2.5)
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En outre, si o est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule

(ov, 'YU)H’FxHF = /Fm/ -vda Vv € H;. (2.6)
Donc, pour o assez régulier nous avons la formule de Green suivante :
(0,6(v))y + (Divo,v)y = /au -vda Yv € Hy, (2.7)
r

Nous introduisons a présent un sous-espace fermé de H;, dont la définition est donnée
ci-apres

V = {fU € Hl / v=20 SUI'Fl}. (28)

Inégalité de Korn. Soit mesI'; > 0. Alors il existe une constante Cj > 0 dépendant

uniquement de €2 et 'y telle que
le@) = Crllvlla, YveV. (2.9)

Nous considérons sur I'espace V, le produit scalaire donné par

(u,v)v = (e(u),e(v))n Yu,v € V, (2.10)
et soit || - ||[v la norme associée, i.e.
[ollv=lle@)ln  VoeV. (2.11)
Par l'inégalité de Korn et (2.4), il vient que || - ||, et || - |[[v sont des normes
équivalentes sur V et ainsi (V, || - ||v) est un espace de Hilbert.

En effet, d’apres (2.4)

(w,v)m = (u,v)n + (e(u), £(v))xn.
Alors
Jollzr, = (ol + le(@)IB)*
En utilisant (2.9), il résulte

Crllvllm, < lle(@)lls < Nvlla- (2.12)

Alors || - ||, équivalent || - ||%.
En outre, d’apres (2.9) et (2.11) et le théoreme de trace de Sobolev, on trouve qu’il

existe une constante Cy > 0 dépendante uniquement de €2, I'; et I'3 telle que :
| v l2@yye< Collvllv  YoeV. (2.13)
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Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev associés aux inconnus élec-
triques (Le champ des déplacements électriques D et le potentiel électrique ) de

probléme électro-mécanique qui va étre introduit dans cette these. Soit les espaces
W={e€H Q) /{=0surl,}
W - {D = (Dz) / Dl S L2(Q), Di,i € LQ(Q)},

ou divD = (D;;). Ces espaces W et W sont des espaces de Hilbert réels munis des

produits scalaires donnés par

(0, )w = Vo,V u, (D,E)w = (D,E)x + (divD,div E)2q). (2.14)
Soient || - |lw et || - |l les normes associées ; c’est-a-dire
I Iw=l V€ lu, | D IEy=II D lli + || div D [If2(q) - (2.15)

Puisque mesI', > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,
| VE[u= C | € @), YEEW, (2.16)

ou C' > 0 est une constante qui ne dépend que de €2 et I',. Il s’ensuit de (2.16), que
|- |1 et || - ||w sont des normes équivalentes sur W et donc (W, || - [|w) est un espace
réel de Hilbert. De plus, par le théoréme de trace de Sobolev, il existe une constante

Cy dépendant uniquement de Q, ', et I's telle que
1< z2r) < CollCllw,  ¥¢ € W (2.17)

Aussi, rappelons que lorsque D € W est une fonction réguliere, la formule de Green

est satisfaite
(D, V&) + (divD, &)y = /D.V&da Ve € HY(Q). (2.18)
r

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur
par exemple a [1, 9, 12].

Triplet de Gelfand

Dans cette section nous rappelons la définition d’un Triplet de Gelfand. Pour cela on

va commencer par un rappel sur le théoreme de représentation de Riesz-Fréchet
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Théoréme 2.2.1. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) Soit H un espace de
Hilbert et soit H son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H' il existe f € H unique tel
que

(o, V)wm = (f,v)g Yve H.

On a de plus
[Nl = 11 flla

pour une démonstration, voir ([9], pages 81-82). L’importance de ce théoréeme
est que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter a ’'aide du produit
scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme isométrique qui permet d’identifier
H et H'. Soit maintenant H un espace de Hilbert réel tel que V dense dans H et
I'injection V' C H est continue. On identifie H et H'. Soit V' le dual de V, on peut
alors prolonger H dans V' grace au procédé suivant : étant donné f € H, application
v €V i (f,v)y est une forme linéaire continue sur H et a fortiori sur V'; on la note

Tf € V' de sorte que
(Tf.v)vxy = (f,v), VfEH, YveV.

On vérifie que T : H — V' possede les propriétés suivantes
W NTFllv <Cllflla VfeH.
(2) T est injective.
(3) T(H) est dense dans V.

En général T n’est pas surjective de H sur V'. A 'aide de T" on prolonge H dans V' et
on a le schéma

VCH=H cV, (2.19)

ou les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé Triplet de

Gelfand. On dit que H est I'espace pivot.

2.2.1 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions dé-

finies sur un intervalle de temps et a valeurs dans un espace de Banach réel. Soit
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0<T < ooetsoit (X, ] -] x) un espace de Banach réel. Nous notons par C([0,7]; X)
et C*([0,T7]; X) les espaces des fonctions continues et continiment différentiables sur

[0, T] avec valeurs dans X, respectivement, avec les normes

Il = mas (D)

Jelen oy = mas lo(t)x + ma (6) .

Nous notons par C.([0,7T]; X) I'ensemble des fonctions continues a support compact

dans (0,7) a valeurs dans X.

Définition 2.2.1. Une fonction u : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous-
ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (u,)nen de fonctions appartenant

Ce(0,T; X) telle que ||un(t) —u(t)||x — 0 quand n — +oo, pour tout t € [0;T]/E.
Définition 2.2.2. Une fonction u : [0,T] — X est dite fortement dérivable en t, €

du
(0,7) sl existe un élément E(to) € X appelé la dérivée forte de u en tgy, tel que

lim H—( (to +h) —u(to)) — du

B0 at (0 llx =0.

Définition 2.2.3. Une fonction u : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite

(Un)nen de fonctions appartenant a C.([0,T]; X) telle que

T
lim / [t (£) = ()| et = 0.
0

Théoréme 2.2.2. (Bochner)Une fonction u : [0,T] — X mesurable et intégrable si et

seulement si t — ||u(t)||x : [0,T] — Ry est intégrable. Dans ce cas

||/ Bt x < / () .

Soit 1 < p < 0o. L'espace de Lebesgue LP(0,T; X) est l’ensemble des classes de fonc-
tions u : [0,T] — X mesurables, telles que Uapplication t — ||u(t)||x appartient a

LP(0,T). On sait que LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

lu||Leo,x:1) = /|u |pdt si1<p< oo,

|ul| Lo o, x;m) = inf{e >0/ |lu(t)||x <c p.p. t€(0,7)} si p=oc.
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Proposition 2.2.1. 1. LP(0,7; X)(1 < p < o0) est un espace de Banach.

2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x, alors L*(0,T; X) est

ausst un espace de Hilbert avec le produit scalaire
T
(U,, U)LQ(O,T;X) = / (U(t), U(t))th
0
3. L"(0,T; X) C L0, T; X), avec injection continue, 1 < g <r < oo,
4. Si X est un espace de Hilbert, alors
/ . 1 1
LP(0,7;X) = L0, T;X), si 1<pg<oo, —+-=1,
p
LY0,T; X) = L™(0,T; X)
ot LP(0,T; X)) représente le dual de l’espace LP(0,T;X),1 < p < oc.
Définition 2.2.4. Soit u,w € L'(0,T; X). La fonction w s’appelle la dérivée généra-

lisée d’ordre n de u sur (0,T) si

/OT e (Hyu(t)dt = (—1)" /OTgo(t)w(t)dt, Vi € C=(0,T)

C(0,T) étant l’espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables a support compact
dans (0,T) .
Nous écrivons w = 0 pour n =1 et w = u"™ pour n > 2.

Soit 1 < p < co. L'espace de Sobolev WHP(0,T; X) est l'espace des fonction u :
[0,T] = X telles que uw € LP(0,T;X) et v € LP(0,T; X). W'P(0,T; X) est un espace

de Banach muni de la norme

[ullwrrorix) = llullzeorix) + 1@l zro,r:x)-
En particulier, W12(0,T; X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.

Définition 2.2.5. Une fonction u : [0;T] — X est dite absolument continue si quelque
soit € > 0, il existe § = §(e) tel que pour toute suite d’intervalles (a;,b;) disjoints,

inclus dans [0; T, tels que > (b; —a;) < d ona Y, ||u(b;) —u(w)|y <e.

Théoréme 2.2.3. Soit 1 < p < 00, X un espace de Banach réflexif et soit u €

LP(0,T;X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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1. uwe Whr(0,T; X).

2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la

dérivée forte dans LP(0,T; X).

3. Il existe ug € X et g € LP(0,T; X), telles que

u(t) = uo + /tg(s)ds vVt € [0,T].

Lespace W5P(0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

k

||u||W’“vP(O,T;X) = ||U||LP(O,T;X) + Z ”u(a) HLP(O,T;X) :
a=1

2.3 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces

de Hilbert

Dans cette section nous rappelons quelques éléments d’analyse dans les espaces
de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations variation-
nelles d’évolution paraboliques du premiere ordre qui interviennent dans ’étude des

probléemes mécaniques. Puis nous rappelons le théoréme de point fixe de Banach.

Equations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous commongons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement
monotones et de Lipschitz. Pour cela, on considere un espace de Hilbert V muni du
produit scalaire (.,.)y et la norme associée || - ||y et V' I'espace dual de V en notant

par (.,.), .y pour le produit de dualité entre V et V'

Définition 2.3.1. L’opérateur A :V — V' est dite :

1. monotone si

(Au — Av,u — v)yiy >0 Yu,v € V;

2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au — Av,u — v)yiy > mlu —v||}  Yu,v e V;
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3. de Lipschitz s’il existe L > 0
|Au — Av|ly: < L||lu — ||y Yu,v € V.

4. est dite hemicontinu si pour toute suite numérique (\,) C R telle que A, — A

lorsque n — 400 on a
(A(u+ M), W)y = (Alu+ Av), w)yrwy quand n — +o0.

En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant :
Proposition 2.3.1. Tout opérateur de Lipschitz est hemicontinu.

Théoreme 2.3.1. Soit V-.C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : 'V — V' un

opérateur hemicontinu et monotone qui satisfait.
(Av, V)vrixy > wlv|l3 + A, Yo eV, (2.20)

|Av|lyv < Cy(||v]lv +1), VYveV. (2.21)

Pour des constantes w > 0,Cy > 0, et A € R. Etant donnée ug € H et f € L? (0, T7;V"),

alors il existe une fonction unique u satisfait

we L20.T,V)NnC([0,T];H), ue L*(0.T;V"),
i(t) + Au(t) = f(t) pp. t € (0,7),
u(0) = uo.
Théoréme 2.3.2. Soit V un espace de Hilbert. Soit A :'V — V un opérateur Lipschit-

zien et fortement monotone. Alors, pour chaque f € V, il existe un élément unique

u eV tel que Au= f.

Le théoreme 2.3.2 montre que si A : V' — V un opérateur Lipschitzien et fortement
monotone défini sur un espace V de Hilbert, alors A est inversible. Les propriétés de

son inverse, noté A~!, sont données par le résultat suivant.

Proposition 2.3.2. Soit V' un espace de Hilbert. Soit A :'V — V' un opérateur Lip-
schitzien et fortement monotone. Alors, A™* : V. — V un opérateur Lipschitzien et

fortement monotone.
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Les démonstration du théoréme 2.3.2 et proposition 2.3.2 peuvent étre trouver
dans ([19] p 23, 24).
Théoreme du point fixe de Banach
Le théoreme de point fixe de Banach va étre utilisé plus tard dans cette these pour
démontrer l'existence et 1'unicité. Soit X un espace de Banach muni de la norme
|l.llx, K € X une partie de X et soit A : K — X un opérateur défini sur K. On

s’'intéresse a ’existence d’une solution de I’équation
Au=u, uwekK. (2.22)
Une telle solution de (2.22) s’appelle un point fixe de A dans K.

Théoréme 2.3.3. (Théoréme du point fire de Banach) Soit K une partie non
vide et fermé de l’espace de Banach X et soit A : K — K wune contractante, i.e,
3k €]0, 1] tel que

[Au— Av||x < Ek|lu—2|x, uveK.

Alors il exists un unique élément u € K tel que Au = u, i.e, A possede un point fize
unique dans K

Nous allons ainsi utiliser une version du théoreme de point fixe de Banach que nous
présentons ci-dessus.

Pour cela, nous rappelons que les puissances de 'opérateur A sont définies récursive-

ment par

A" =A (A”’l) pour n > 2.

Théoreme 2.3.4. Sous les mémes conditions du Théoréme 2.3.3, on suppose que A™

est une contractante pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fize unique

dans K.

Les démonstrations du théoréme 2.3.3, 2.3.4 peuvent étre trouver dans [13].

2.3.1 Lemme de type Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problémes de contact, en particulier pour établir I'unicité de la solution. Pour

avoir plus de détails sur le rappels figurant dans ce paragraphe, on pourra consulter
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par exemple [16]. Notons par ailleurs que dans certains paragraphes de ce mémoire,

nous allons utiliser de versions " presque partout" de ces lemmes.

Lemme 2.3.1. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t € [0, 7] soit a > 0 une constante, et 1 € C([0,T];R) est une fonction telle que

1. Si
P(t) <a+ /Otm(s)ds - /Otn(s)w(s)ds, vVt € (0,77,
alors
P(t) < (a + /Otm(s)ds> exp (/Otn(s)ds) vVt € [0,7].
o P(t) <m(t)+a- Otw(s)ds vt € [0, 7],
alors

/Otib(s)ds < el /Otm(s)ds vt € 10,7,

pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 2.3.1. Soient n € C([0,T];R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et
soit a > 0. Siy € C([0,T];R) est une fonction telle que

P(t) <a+ /Otn(s)w(s)ds vt € 0,77,

alors

¢@§aem(£n@%) vt € [0,7).

Le corollaire 2.3.1 est souvent utilisé pour montrer I'unicité de la solution, de la
facon suivante. On suppose deux solutions, en notant par ¢ la norme de la différence

entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

wwgé%@wmm vt [0,7],

avec une certaine fonction n > 0. En appliquant corollaire 2.3.1 donne immédiatement

la nullité de .
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2.4 Enoncés de certains théoremes

Théoréeme 2.4.1. (Cauchy-Lipschitz) Soit (X, || - |x) un espace de Banach réel
et soit F(t,-) : X — X un opérateur défini p.p. sur (0,T), qui satisfait les propriétés

sutvantes :

‘
(a)il existe Ly > 0 tel que

I F(t,z) —F(ty) [x<Lr lz—-ylx VryeX pp. te(0,7);

(b)il existel < p < oo tel que

kF(-,x) e LP(0,7;X) VzeX.
Alors, pour tout xo € X, il existe une fonction unique v € WHP(0,T;X) tel que
(t) =F(t, z(t)), p.p. t€(0,T),

z(0) = zo.

Théoréme 2.4.2. Dans le cas ou U'espace (H, (.,.)g) est un espace de Hilbert et si la
fonction u appartient a ’espace W2(0,T; H), alors
1. la fonction t — S|lu(t)||3; est une fonction absolument continue sur Uintervalle
0,71
lu®)[IF; = (@), u(t))s pp. t€]0,T]

3. gllu®)E = %IIU(0)|I%+/O (@(t), u(t))uds vt €]0,T].

SIEN
o=
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CHAPITRE 3

ETUDE D'UN PROBLEME ELECTRO-VISCOELASTIQUE
SANS FROTTEMENT

Dans ce chapitre nous étudions un probléme dynamique sans frottement avec com-
pliance normale pour une loi des comportement électro-viscoélastique entre un corps
piézoélectrique et une fondation électriquement conductrice et déformable.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la premiere section, nous commencgons a
proposer et décrire notre probleme puis nous introduisons des hypotheses tres utiles
pour la derniere section. Ensuite, dans la deuxieéme section, nous prouvons une formu-
lation variationnelle du probleme. Enfin, dans la troisieme section, nous énongons un

théoreme de 'existence d’une solution faible unique du probleme, et nous le prouvons.

3.1 Formulation mécanique du probleme

Nous nous plagons dans le cadre physique de la fig 1.1. On considére que le corps
est électro-viscoélastique, plus exactement on utilise une loi de comportement de la
forme (1.12). En ce qui concerne le contact, on modélise par une compliance normale
sons frottement.

Alors, le modele classique pour ce processus est le suivant :
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Formulation mécanique du probleme

Probléme P. Trouver un champ des déplacements u : Q x [0, 7] — R? | un champ
des contraintes o : Q x [0, 7] — S%, un potentiel électrique ¢ : Q2 x [0,7] — R et un

champ de déplacement électrique D : © x [0, 7] — R? tels que

o = As(t) + Be(u) — E*E(p)  dans Q x (0,T), (3.1)
D = Ee(u) + BE(p) dans Q x (0,7, (3.2)
Divo + fo = pii dans Q x (0,7), (3.3)
divD — gy =0 dans Q x (0,7), (3.4)
u=0 sur 'y x (0,7, (3.5)
ov=f sur 'y x (0,7), (3.6)
— 0, =py (uy, — g) sur I's x (0,7), (3.7)

o, =0 sur T's x (0,7), (3.8)
© = sur I'y x (0,7), (3.9)
D-v=gq sur T, x (0,7), (3.10)

D-v="Fk(u,—g)éL(p—p) surTsx(0,7), (3.11)
w(0) =up,  w(0)=1v, dans €. (3.12)

Nous décrivons maintenant les notations dans (3.1)-(3.12) et fournissons quelques com-
mentaires sur les égalités et les conditions aux limites. D’abord, les équations (3.1) et
(3.2) représentent la loi constitutive électro-viscoélastique que nous avons introduite
dans (1.12) ou A et B sont les opérateurs de viscosité et d’élasticité, respectivement ;
& représente le tenseur piézoélectrique, £* est son transposé et 3 dénote le tenseur de
permittivité électrique. Ensuite, les équations (3.3) et (3.4) sont les équations d’équi-
libre des champs de contrainte et du déplacement électrique, que nous avons déja vu
dans (1.6) et (1.7). Les conditions (3.5) et (3.6) sont les conditions aux limites de
déplacement-traction, tandis que (3.9) et (3.11) représentent les conditions aux limites
électriques que nous avons définie dans (1.10), (1.11) et (1.19). Rappelons par ailleurs
que ¢ est la fonction de troncation définie par (1.25). Le contact avec compliance nor-

male est modélisé par la condition (3.7) qui figure dans (1.16) et sans frottement est
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Formulation mécanique du probleme

décrit par la relation (3.8) qui peut étre écrite sous la forme (1.15). Finalement, (3.12)

est la condition initiale ou ug est un champ de déplacement donné.

Nous listons maintenant les hypotheses sur les données du probleme. L’opérateur

de viscosité A et I'opérateur d’élasticité B sont supposés satisfaire les conditions :

(

(a) A: QxS St

(b) Ml existe Ly >0 tel que
[A(z,6) — Az, &)|| < Lall& — &l
VéLE €S pp.x €.

(c) Il existe mq >0 tel que

(3.13)
(A(z,6) — A(2,&)) - (6 — &) = mall& — &
VEL & €S pp. v €S
(d) L’application x+— A(x,&) est Lebesgue mesurable sur €,
pour tout ¢ € S
\(e) L’application = — A(z,0) € H.
(@) B: 0 xs! st
(b) Nl existe Lg >0 tel que
1B (2,&1) — B(z,&)|| < Lsll& — &
Vé, & €S, pp. z € Q. (3.14)
(¢) L’application z +— B(z,§) est Lebesgue mesurable sur €2,
pour tout ¢ € S%
| (d) Lapplication z +— B(x,0) € H.
Le tenseur piézoélectrique £ et le tenseur de permittivité électrique 5 satisfont
(a) £: QxS — S
(b) E(x,7) = (egjr(x)Tj) V7 = (1) €S, p.p. € Q. (3.15)

(C) Cijk = €ikj € LOO(Q)
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Formulation mécanique du probleme

(@) B:QxRI R
(b) Bz, E) = (By(2)E;) VE=(E;)€R?! pp.ze.
(¢) By = Bji € L=(). (3.16)
(d) Tl existe mg >0 tel que b;(z)EE; > mg| E|?
VE = (E;) e R4, pp. x € Q.

La fonction de compliance normale p,, la masse volumique p et la fonction de conduc-

tivité électrique de surface v vérifient :
(@) p,: T3 xR —Ry.
() AL, >0 tel que |p, (z,u1) —p, (z,u2)| < Ly [y — uy
Yuy,us € R, p.p. x € I's. (3.17)

(¢) L’application z — p,(z,u) est mesurable sur I's, pour tout u € R.

(d) pu(z,u) =0 pour tout u <0, p.p. z € I's.
p € L>*(Q) Il existe p* >0 tel que p(x) > p* p.p.xz€Q, (3.18)
(a) ¥:T3 xR = R,.
(b) 3Ly > 0 tel que | (z,u1) — ¢ (x,u2)| < Ly |ug — uz
Yui,up € R p.p. z €l
(3.19)
(¢) 3 My >0tel que |YP(z,u)| <M, VueR, ppzxels

(d) L’application z +— 9 (x,u) est mesurable sur I's, pour tout u € R.

() Y(z,u)=0 Yu<O0, pp. =€l
\
On suppose que les forces volumiques fy et les tractions surfaciques f> satisfont la
régularité

fo€ L0, T L)) fy € L2 (0,75 L2 (T3)") (3.20)
De méme, la densité de charge volumique ¢qq et surfacique ¢, satisfont
Q@0 € W (0,T; L*(Q)), ¢ € W' (0,T;L* (Iy)). (3.21)

Finalement, nous donnons que l'interstice g, le coefficient de conductivité électrique k,

le potentiel donné et le déplacement initial satisfont :
geL*(T3), g>0 p.p. surls, (3.22)
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Formulation mécanique du probleme

ke L*(Ts), k>0 pp sur Iy,
po € L*(T'3),
g €V, vy € L*(Q)%
On donne une hypothese de petitesse sur la fonction de conductivité

mg

HkHL‘X’(FS) < —,
MyCf

ol les constantes positives My, mg et Cy sont définies dans (3.19), (3.16) e

respectivement.

Maintenant, On donne la fonction 5 : V x V — R par
jlu,v) = / Py (u, — g) v,da,
s
et la fonction J : V x W x W — R par
Hup.0) = [ ko (s = )61 (6 — ) G
s
soit la fonction f:[0,7] — V' défini par
(f(t), v)vixv = / fo(t) -vdz + [ fo(t) - vda,
Q 2
et la fonction ¢ : [0,7] — W par

@wmwzémmm—/@@wu

Iy

(3.23)
(3.24)

(3.25)

(3.26)

t (2.17)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

pour tout u,v € V; o, € Wet t€[0,T]. Notons que les définitions de f et ¢ sont

basées sur le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet ; de plus, compte tenu des

hypotheses (3.17), (3.19) et (3.20), il s’ensuit que les intégrales que nous venons de voir

dans (3.27) et (3.28) sont bien définies et
feL o1V,
q € W0, T; W).
Nous utiliserons le produit scalaire modifié sur H = L?(2)? donné par
((u,v))g = (pu,v)g Yu,v € H,
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Formulation variationnelle

et soit ||| - |||z la norme associée, c’est-a-dire
1
vz = (pv,v)f Vo€ H. (3.34)

De (3.18),il vient que ||| - |||z et || - ||z sont des normes équivalentes sur H. D’autre
part, application d’inclusion de (V.|| -||v) dans (H, || - || z) est continue et dense. Nous
notons par V' le dual de V. Identifiant le dual de H avec lui méme. Donc, nous pouvons
écrire le triplet de Gelfand

VCcHcCV.

La notation (.,.),. désigne le produit de dualité entre V' et V, on a

(u,V)vixy = ((u,0))g = (pu,v)g Yu € Hyv e V. (3.35)

3.2 Formulation variationnelle

En utilisant la formule de Green (2.7)
(0,6(v))y + (Divo,v)g = /Ul/.vda Vv € Hy,
r

on trouve

/0.6(v)dx+/Diva.vdx:/ Jl/.vda+/ crl/.vda—l—/ ov.vda Vv e V.
Q Q Iy ) I's

De la définition de 'espace V avec (3.3) et (3.6), on obtient
/J-s(v)dx—/f0~vda:+/pil.vdx: f2'UdCl+/ ov-vda Vv eV,
Q Q Q Iy I's
D’apres les formules (1.3),(3.7) et (3.8) on a
ov.v = —p,(u, — g)v,, (3.36)
il vient que
/ o-e(v)dr + / pi.vdr = / forvde+ | fo-vda — / pu(uy, — g)uyda.  (3.37)
Q Q Q T I's
De (3.27), (3.29), (3.33) et (3.35) nous obtenons :

(Pii(t), v) iy + (0 (1), €(0))3 + 3w v) = (f(t), V)yrsr
YoeV, te(0,T),

(3.38)
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Existence et unicité de la solution

((@(t), v)m + (o(t), e(v)3 + j(u, v) = (f(t),0) 1y
YoeV, te(0,T).

(3.39)

D’autre part, en utilisant la formule de Green (2.18)

(D.¥Ou + (v D, Oregey = [ Dvéda ¥¢ € HY(@),
I

on a

/D.vgd:c+/divp.gda:/ Duw(da+ | D.wCda+ | D.v(da V¢ €W.
Q Q Ty

Iy I's

De la définition de I’espace W avec (3.4) , (3.9)-(3.11), nous trouvons

/Q D.NCdr + /Q go.Cd /F = /F Rl — 0)6u(p — po)ida VG W

De (3.2), (3.28) et (3.30), on obtient

(D(t).VQu + (¢(t),Qw = J(u, ,¢) V¢ eW. (3.40)

Nous avons

(BVe(t), VO r—(Ee(u(t), VO u+J(u,,¢) = (q(t),Ow V(e W, t € (0,T). (3.41)

Enfin, on obtient la formulation variationnelle du probleme P
Probléme Py. Trouver un champ des déplacements u : [0,7] — V et un potentiel

électrique ¢ : [0, 7] — W tels que

(U(t), V) iy + (Ae((t)), e(v)n + (Be(u(t)), e(v))u + (EVe(t), e(v))y + j(u(t),v)
=(f(t), )y YveV, te(0,T),

(3.42)

(BVe(t), VO u — (Ee(u(t)), VO u + J(u(t), ¢(t), ) (3.43)
= (q(t),Ow YCeW, te(0,7T),

w(0) = up,  1(0) = vo. (3.44)

3.3 Existence et unicité de la solution

L’intéret principal dans cette section est le résultat d’existence et d’unicité suivant :
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Existence et unicité de la solution

Théoréme 3.3.1. Sous les hypothéses (3.13)-(3.26), le probléme Py admet une solu-

tion unique u,p ayant la régularité. En outre, la solution vérifie :
we WH0,T; VYN CH[0,T]; H), i€ L*(0,T;V"), (3.45)

© € W0, T; W). (3.46)

Les fonctions {u,p, o, D}, satisfaisant (3.1), (3.2) et (3.42), (3.43) s’appellent une

solution faible du probleme P.
o€ L*(0,T;H), DeWY0,T;W). (3.47)

De plus, en utilisant (5.1), (3.2) combinée avec (3.42), (3.43) et la notation (3.28)-
(3.30) il vient que pii = Divo(t)+ fo, div D = qo(t) pour tout t € [0;T] ; de la régularité
(3.20), (3.21)

Dive € L*(0,T;H), divD e W (0,T;W). (3.48)

La démonstration du théoreme 3.3.1 sera faite en plusieurs étapes, elle est basée sur
les résultats des inéquations variationnelles, les opérateurs monotones et les arguments
du point fixe. Nous supposons dans la suite de cette section que (3.13)-(3.21) sont
vérifiés.

Soit n € L2(0,T;V"). Dans la premicre étape, on considére le probléme variationnel
suivant.

Probléme P,. Trouver le champ de déplacement u,, : [0,7] — V" tel que :

(i (1), V) yr ey + (A (U (1)) €(0))3, + (1), V)vrscw = (f(2), 0)vrxy

(3.49)
YoeV, te(0,T),
un(0) = ug, Uy(0) = vp. (3.50)
Nous changeons 1, par w,, on obtient
(ty(£), )y ey + (A (wy (1)), €(0)g, + (N(E), V)vrxv = (f(E), V)vrxy (3.51)
Yu e V,te(0,T), '
w,(0) = . (3.52)

Pour le démontrer, nous avons besoin du lemme suivant :
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Existence et unicité de la solution

Lemme 3.3.1. Il existe une unique solution du probléme P, qui satisfait (3.45)

Démonstration. Nous définissons l'opérateur A : V' — V' par
(Aw, vYyyivy = (A(e(w)),e(v))yy Yw,v € V. (3.53)
Il résulte de (3.53) et (3.13) (b)
|Aw — Avlly: < Lyl|lw —vlly  Vw,v €V, (3.54)

I'inégalité (3.54) implique que l'opérateur A : V' — V' est de Lipschitz et ainsi est
hemicontinu (voir la proposition 2.3.1 ).

Maintenant par (3.53) et (3.13)(c), on trouve
(Aw — Av,w — )y > mallw —ol[i Yw,v €V, (3.55)
a savoir que A : V. — V' est un opérateur fortement monotone sur V. Maintenant,

nous choisissons v = 0y dans (3.55), on obtient

(Aw, w)vry 2 malwlli = A0y [ly, [lw]ly.

En utilisant I'inégalité de Young

1 mx
b < 24 2
a ZmAa + 5
On obtient
1 1
(Aw, w)yrey > =mallwl?, — =—— A0y |, VYw e V. (3.56)
2 2mA
Donc
(Aw, whyiy > wlw|i + X Yw €V, (3.57)
avec
1 1 )

Alors, la condition (2.20) du théoreme 2.3.1 est vérifiée. En plus, a l'aide de (3.54) nous
déduisons que

| Awl|ly: < Lallwlly + | A0y |, Yw € V. (3.58)

On pose Cy = max {L, ||AOy ||\, }, nous trouvons
|Awl|ly: < Ci(JJw|lv +1) Yw e V. (3.59)
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Existence et unicité de la solution

Alors, la condition (2.21) du théoreme 2.3.1 est satisfaite. En outre, de (3.31), nous
avons

f=nelLl*0,T;V").
Comme A est fortement monotone alors il est monotone, A est un opérateur hemicon-
tinu puisque est de Lipschitz et d’apres les deux inégalités (3.57), (3.59), nous remar-

quons que toutes les conditions du théoreme 2.3.1 sont vérifiées, donc, nous concluons

qu’il existe une unique fonction w, qui satisfait

w, € L*(0,T;V)NC(0,T; H), b, € L*(0,T;V’), (3.60)
() + Aw,y(t) +n(t) = f(t)  p.p.te(0,T), (3.61)
w,(0) = . (3.62)

Alors, il existe une unique fonction u, qui satisfait
we W0, T;V)NnCY0,T; H), i€ L*(0,T;V'). (3.63)
Nous définissons la fonction w, : [0,7] — V par
u,(t) = /t wy(s)ds +uy Vt €[0,T]. (3.64)
0

De (3.53), (3.60) et (3.64), nous déduisons que u,, est une solution unique du probleme

variationnel P, satisfait la régularité (3.45). O

Dans la deuxieme étape, nous utilisons le champ des déplacements u,, obtenu dans
lemme 3.3.1 et nous considérons le probleme variationnel suivant.

Probléme @),,. Trouver un champ de potentiel électrique ¢, : [0,T] — W

(BVen(t), VO i = (€ (uy(t)) , V) g + J (un (1), (1), C) = (q(t), Ow

(3.65)
V¢eW, telo,T].

Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.2. [l existe une solution unique du probleme @), et cela satisfait la ré-
gularité (3.46). De plus si @, et p,, sont deuz solutions de (3.65) correspondantes d
m,n2 € L2(0,T; V") alors il existe C > 0 tel que

[m () = m Ol < C g, (8) = un, Oy, VE € [0,T]. (3.66)
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Existence et unicité de la solution

Démonstration. Soit t € [0,T]. Nous utilisons le théoreme de représentation de Riesz-

Fréchet pour définir un opérateur A, (t) : W — W par

(A, Oy = (BV e, VQw = (Ee (uy(1)), VO + (J (uy (1), ¢, €)) (3.67)

pour tout ¢, € W. Soient 1,9y € W et nous utilisons les hypotheses (3.16)(d) et
(3.28) pour trouver

(Ay(t)p1 — Ay(t) o2, 01 — 92)

> mg |1 — pallyy + /F K (g, (t) — g) [0 (01 — w0) — oL (92 — o) (1 — 2) da.

Comme ¢y, est 1-Lipshitzienne, en utilisant (3.19) et (2.17), nous obtenons

(A (D)1 = Ay o2, 01 = 02)yy = Ml = @allyy = [kl ey My G llor = @2lliy -
(3.68)
Il résulte de 'inégalité (3.68) et de 'hypothese de petitesse (3.26) qu'il existe ¢ > 0 tel
que

(An(t)pr — Ap(t)p2, 1 — 02) = ¢l — ol - (3.69)

D’autre part, en utilisant (3.16), (3.19) et (3.28) nous avons

(Ay ()1 = Ay ()2, Oy

< Csller = @2l [Clw + (1Kl oo () . My [l = ol [Cllwda, V¢ e W,
3

(3.70)

ou Cj est une constante positive qui dépend de f. 11 s’ensuit de (3.70) et (2.17) que
(Ao = Ay(®2: vy < (Co+ MyCRl| Lo ) llor = @l I

ce qui implique que
14,81 = Ag(B)eally < (Co+ MuCEllkllzen ) o = @l (3.71)

Les inégalités (3.69) et (3.71) montrent que 'opérateur A, (t) est fortement monotone
et de Lipschitz sur W ; donc, en utilisant le théoréme 2.3.2 pour l'opérateur A,, il

s’ensuit qu’il existe un unique élément ¢, (t) € W tel que

Ay (t)en(t) = q(t). (3.72)
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Existence et unicité de la solution

Nous combinons maintenant (3.67) et (3.72) pour déduire que ¢, (t) € W est I'unique
solution de I’équation variationnelle (3.67) d’aprés la proposition 2.3.2.

Maintenant, on va démontrer que ¢, € W'?(0,T;W). Pour ceci nous considérons
t1,t2 € [0, 7] et, pour raison de simplifier, nous écrivons ¢, (t;) = i, Uy, (t;) = w;, q(t;) =

¢i, pour ¢ = 1,2. En utilisant (3.65), (3.15), (3.16) et (3.28) il résulte

mg [l¢1 — <P2H€v < Ceflur —uslly [lor = @2lly + llan — @2l ler — allyy
+HkHL°°(F3)/ ¥ (w1 — g) ¢ (01— @o) — ¥ (u2 — g) b1 (w2 — o) 1 — 2| da,
A (3.73)
ou C. représente une constante positive qui dépend du tenseur piézoélectrique £.
Nous utilisons les bornes [ (u; — g)| < My, |éL (pi — wo)| < L, les propriétés des
fonctions v, ¢, et 'inégalité (2.13) et (2.17), on obtient

A |9 (ur — g) o1, (1 — o) — ¥ (uz2 — g) br (Y2 — @o)| [p1 — 2| da

<M, Wrwﬁm+ML/WrWM%—wMa
Fg FS

< MyC o1 — @2l + Ly LCoCo llus — uslly o1 — w2l

Nous remplagons cette derniere inégalité dans (3.73) pour trouver

mg |1 — @2l < (OS + L¢Lcoéo||k\|m°(r3)> |ur — sy, + |lar — @l

A (3.74)
+MyC |l oo (ra) 101 — @2l -
Il s’ensuit maintenant de 'inégalité (3.73) et 'hypothese de petitesse (3.26) que
o1 = @l < C([lur — wally + lar — @llw) (3.75)

ot C' est une constante positive. Comme ¢ € W20, T; W) et u, € C*(0,T; H), l'in-
égalité (3.75) implique que ¢, € WH2(0,T; W). Soit maintenant 1,7, € L*(0,T; V") et
pour simplifier, notons ¢,, = ¢;, u,, = w;, 4 = 1,2. Nous utilisons (3.65) et en utilisant

des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve de (3.74) pour obtenir que
m lle1(t) = 2(8)lly < (Ce + LoLCoCollkll1qan) ) lfun(t) = ua()ly
+MyC3 |kl o rg) lr (8) — 2(t)lly, ¥t € 0,77,

Cette derniere inégalité, combinée a I’hypothese (3.26) conduit a (3.66), ce qui acheve

la preuve. O
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Existence et unicité de la solution

Pour chaque n € L?([0,T]; V') nous notons par u, la solution du probléeme P,
fournie dans le Lemme 3.3.1 et par ¢, la solution du probleme @), fournie dans le
Lemme 3.3.2. En outer, nous considérons maintenant l'opérateur A : L?(0,T; V') —

L*(0,T;V') défini par

(An(t), )y = (Be (uy(1)) ,£(v))y + (E"Viy(t), ()5, + J (uy(t),v) VYt €[0,T],
(3.76)

pour tout v € V et t € [0,7], nous avons le lemme suivant :
Lemme 3.3.3. I] existe un unique élément 1 € L*(0,T; V") tel que Aij = 7.

Démonstration. Soient ni,ny € L*(0,T; V"), soit t € [0,T] Pour simplifier, nous utili-

sons les notations u,, = u;, u,, = U; et @, = @;, pour ¢ = 1,2; nous avons

(Amu(t) = Ama (1), v) ey = (Be (ua(t)) — Be (ua(?)) ,€(v))y + (E*Vpr(t) — EVipa(t), e(v))y
+ (J(ur(t),v) = j(ua(t),v)),

| {(Amu(t) — Ana(t),0) [v - < |Be (ua(t)) — Be (ua(t)) ,e(v)| + [EVpi(t) — EVipa(t), e(v)]
+17(ui(t),v) — jlua(t), v)|.

Soit uy,ug, v € V', nous utilisons (3.27) et (3.17), on obtient

13 (ur, v) = j(ug, v)] (Pv (u1y = g) = pu (u2s — g)) vidal

= |
s

< |py (ulu_g) — DPv (uQV—g)| |UV|da’
I's

<UL, |u1, — ugy||v,| da.
I's

Notons que |uy, — ug,| < ||ug — uzl], [v,| < ||v|| p-p. sur I's, on obtient
(1, v) = j(ug, v)| < Ly [ [lur — uelll|v]|da.
I's

Nous utilisons maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et (2.13) pour trouver
51, v) = 5(uz, v)| < CG L[l — ualv[Jv]lv- (3.77)

Nous rappelons que ||[Ani(t) — Ana(t)|lv: = sup | (Ani(t) — Ana(t),v) | et d’apres

oll<1

(2.11), on obtient
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Existence et unicité de la solution

[Anu(t) = A () [[vr < || Be (ui(t)) — Be (ua(t)) |ln + [|E* Vi) — E*Vipa(t) ||

+|j(u1(t)v U) - j(UQ(t)v U)'
(3.78)

D’apres l'inégalité (3.78) combinée avec les hypotheses (2.13), (3.14) sur B et (3.15)

sur £, et aussi combinée avec (3.77), on obtient

[An(8) = Ana ()|l < e (lur = ually + ller = @ally) -
En utilisant I'inégalité suivant 2ab < a? + b?, pour trouver
1Am () = Ane ()17 < C (Jlur — sl + [lor = @2ll5y) - (3.79)

D’apres (3.64) et Comme u;y et up ont la méme valeur initiale, il s’ensuit que

Jur(t) —ua(®)ly, < /0 |41 (s) — 2(s)lly ds ¥t €[0,T]. (3.80)

Mettons n = my, v = 4y puis n = 19, v = Uy dans (3.49) et en combinant les inégalités

résultantes, nous trouvons

(tiy — dig, 1y — )y + (Al — Allg, Uy — )y, + (1 — Moy U — W)y, =0

p.p. t € [0,1].

En vertu de (2.11), (3.18), (3.35), (3.55) et le théoréme 2.4.2, I’équation précédente

devient

o Nl () = ()5 +ma i () = a5 < na(t) = m Ol i (t) = 20|y -

On intégre cette inégalité par rapport au temps et par I'inégalité de Young mene a

(ﬁfWﬁ%ﬂMW@+mAAHM®—ﬂﬂ\w%<——/Hm (5)|2 ds.

Par conséquence

/mm —wQ|ww<0/wm 52 ds pp te (1), (381

ce qui implique également, en utilisant (3.80), que

Mﬁ%ﬂmm@SCAWM@—mwﬁdsppteﬂT) (3.82)
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Existence et unicité de la solution

D’autre part, nous utilisons (3.66) et (3.82), pour trouver

lea (1) = 2By < C/O I (s) = mo(s)lly- ds p.p. t € (0,T). (3.83)

Alors, d’aprés (3.79), (3.82) et (3.83), en obtient

lAmi(t) — Am(O)]2, < / I (s) = ma(s)[13 ds. (3.84)

De plus, on a

() = A <€ [ mts) = )l

A%, (1) — A2 < / ¢ [ mtr) = matr) I, s,
1A% () — Am(0) 2 < / | ) =l ards,
[Ny (t) — ASm(0)] < O / | / s (1) = (D) |2, didrds,

t s h
AP0y (8) — AP 12 gCP// ......... Im() = |12, di...drds.
\0 J

p integrals

On sait que : / ds =r, € 0,77,

et que / / drds = / rdr = %
et que / / / dldrds = — = 3
t T 1P
/ / ...... al....... drds = —.
0o Jo 0 p!

Quand on note p = n ; nous déduisons :

A" — Anﬁz”i%o,nvq < (CT)" [ — 772”%2(0,T;V’) . (3.85)

nn
D’aprés I'équivalence de Stirling n! ~ v27mnn"e™, on a nh_g)lo = 0, I'inégalité
précédente implique que pour n suffisamment grand A™ est une contraction sur I’espace
de Banach L? (0,7; V") donc A a un point fixe unique. O
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Existence et unicité de la solution

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver le théorem 3.3.1

Démonstration du théoréeme 3.3.1

Existence. Soit 7 € L*(0,T; V") le point fixe de I'opérateur A et soit ug, ;5 les solu-
tions des problémes P, @), respectivement pour 1 = 7 c’est-a-dire u,, = uz, v, = 5.
L’égalités A = 7 combinées avec (3.76) montrent que (3.42), (3.43) sont satisfaites.
Ensuite, (3.44) et la régularité (3.45), (3.46) résulte de Lemme 3.3.1 et 3.3.2. Comme
u € WhH(0,T;V) N CY0,T; H) et o € W12(0,T;W), il sensuit de (3.1), (3.2),
(3.13), (3.14), (3.15) et (3.16) que o € L*(0,T;H) et D € WL2(0,T;W). Mainte-
nant les hypotheses (3.18), (3.20), (3.21) et la regularité @ € L*(0,T; V') impliquent
que Divo € L?(0,T; H) et divD € WH2(0,T; W).

Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de l'unicité du point fixe de

l'opérateur A défini par (3.76) et la solvabilité unique de probleme P, et Q.
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CONCLUSION

Cet mémoire est destinée a 1’étude variationnelle d’'un probleme de contact entre
un corps déformable et une fondation. Sous ’hypothése des petites transformations,
nous analysons un processus statique, i.e. que tous les effets du rayonnement sont
négligés et mécaniquement dynamiques, pour un matériau électro-viscoélastique. Les
conditions aux limites sont de compliance normale et sans frottement. Les conditions
électriques sont introduites dans le cas ou la fondation est conductrice. Notre étude de
phénomene de contact comprend les étapes suivantes : la modélisation mathématique,
I’analyse variationnelle incluant de résultat obtenus concernent 'existence et 'unicité
d’une solution faible pour le probleme étudié¢, en utilisant les techniques de point fixe

de Banach et de monotonie.
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Résumé

Notre travail représente une contribution a ’analyse d’un probléme de contact en tenant compte de
I'effet piézoélectrique du matériau. Sous ’hypothese de petite transformation nous étudions un proces-
sus dynamique, pour de matériau électro-viscoélastique. Les conditions aux limites sont de compliance
normale et sans frottement. Les conditions électriques sont introduites dans le cas ou la fondation est
conductrice. Notre étude de phénomene de contact comprend les étapes suivantes : la modélisation
mathématique puis 'analyse variationnelle incluant de résultat d’existence et d’unicité de la solution
faible du probleme.

Mots clés : électro-viscoélastique, compliance normale, piézoélectrique, permittivité électrique, sans

frottement, formule variationnelle, solution faible, point fixe.

Abstract

Our work represents a contribution to the analysis of a contact problem taking into account the piezoe-
lectric effect of the material. Under the assumption of small transformation we study a dynamic process,
for electro-viscoelastic material. The boundary conditions are of normal compliance and frictionless.
The electrical conditions are introduced in the case where the foundation is conductive. Our study
of contact phenomena includes the following steps : mathematical modeling and then the variational

analysis including the existence and uniqueness result of the weak solution of the problem.

Key words : electro-viscoelastic, normal compliance, piezoelectric, electrical permittivity, frictionless,

variational formula, weak solution, fixed point.
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