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Notations

: I’ensemble des nombres réels.

: 'ensemble des nombres naturels.

: 'ensemble des nombres complexes.

: ensemble des fonctions continues de U'intervalle [a, b] dans R.
: 'enveloppe convexe fermé d’'un ensemble 2.

: valeur absolue ou module.

s =sup{||z(t)|| : t € I}.

: 'espace des fonctions absolument continues sur [a, b].

A Q= C:f®el(ab),k=0...n—1,f"V € AC([a,b])}.
: fonction Gamma.

: fonction Béta.

: intégrale fractionnaire.

: Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

: Dérivée fractionnaire de Caputo.
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Introduction générale

A théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
L intéressant a explorer ces dernieres années. Selon une these d’histoire des mathéma-
tiques récente, la question des dérivées fractionnaires fiit abordée des 1695 par Leibnitz
dans une lettre a L’Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande qu’elle pourrait étre la
dérivée d’ordre un demi de la fonction z, Leibnitz répond que cela méme a un paradoxe
dont on tirera un jour d’utiles conséquences. Plus de 300 ans apres, on commence seule-
ment & venir a bout des difficultés. Des nombreux mathématiciens se sont penchés sur
cette question, en particulier Euler (1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832),
Riemann (1847),...etc. Différentes approches ont été utilisées pour généraliser la notion
de dérivation aux ordres non-entiers.

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
intéressant a explorer ces dernieres années. Notons que cette théorie a de nombreuses
applications dans la description de nombreux évenements dans le monde réel. Par exemple,
les équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables dans lingénierie, la
physique, la chimie, la biologie, ...etc.

Nous nous intéressons a étudier certaines équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Notre objectif est de présenter quelques résultats d’existence de solutions pour quelques
classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire. Pour obtenir I'existence des solu-
tions, des conditions suffisantes seront considérées dans I'étude des différentes classes des

problemes aux limites associés aux équations différentielles d’ordre fractionnaire de cette



Introduction générale

these. La démarche suivie consiste a ramener la recherche de l'existence (sous des condi-
tions convenables) de ces solutions & la recherche de 'existence des points fixes d’opéra-
teurs appropriés moyennant la fonction de Green en appliquant différentes alternatives
non linéaires dans les espaces de Banach, pour montrer I'existence des points fixes de
ces opérateurs qui sont les solutions de nos problemes. Cette méthode est basée sur de
célebres théoremes du point fixe tels que, le théoreme de point fixe de Monch.

Dans ce mémoire, ces études en donnant résultats d’existence des solutions pour cer-
taines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire, moyennant la dérivée frac-
tionnaire de Caputo dans des espaces de Banach de dimension infini. Cette étude se fera
principalement a ’aide de théoreme de point fixe de Ménch combiné avec la technique de

la mesure de non compacité

Ce mémoire comprend quatre chapitres.

Le premier chapitre intitulé "Préliminaires', contient un ensemble de définitions et
résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude.

Le deuxieme chapitre intitulé "Probléme aux limites pour des équations fractionnaires",
on traitera l’existence des solutions pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire
de type Caputo.

Le troisieme et quatrieme chapitre intitulé "Probleme aux limites avec des condi-
tions intégrales", on s’intéresse a 'existence des solutions pour les équations différentielles

d’ordre fractionnaire toujours de type Caputo.



Chapitre 1

Préliminatres

Ce chapitre contient certaines notions et quelques outils utilisées tout au long de ce

mémoire concernant la topologie faible et ’analyse fonctionnelle.

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Espaces métriques

On dispose sur R de la distance usuelle

d:RxR—R,
(z,y) — d(z,y) =[x —y |

On T'utilise pour définir la convergence des suites et la continuité des fonctions. Le but ici
est de généraliser cette notion.
Définition 1.1.1 Une distance sur un ensemble E est une application d : E X E — R,
telle que

1. Vx,y € E\d(x,y) =0< x =1y, (d est séparation).

2. Vx,y € E,d(x,y) = d(y,x), (symétrie).

3. Vx,y,z € B d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), (inégalité triangulaire).
Le couple (d, E) est appellé un espace métrique.

3



Préliminaires

Proposition 1.1.1 (seconde inégalité triangulaire)

Vo,y,z € B, | d(z,y) —d(y, z) |< d(z, 2).

Définition 1.1.2 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On dit que A est

bornée si et seulement si
IM € R, tel que Y(x,y) € A%, ona d(x,y) < M.

Définition 1.1.3 Dans un espace métrique (E,d), on appelle boule ouverte (resp. boule

fermé) de centre a € E et de rayon r > 0, le sous-ensemble
B(a,r) ={z € E,d(a,z) <r} (resp.Bf(a,r)={z € E,d(a,z) <r}).

Définition 1.1.4 Soit A une partie non vide et bornée de E.

On appelle diamétre de A le nombre 6(A) tel que

d(A) = sup d(z,y).

(z,y)€A?

Remarque 1.1.1
5(0) = 0.

Pour A # B,§(AU B) = sup{d(a,b) a€ A,be B}.

Définition 1.1.5 Soit (E,d) un espace métrique, A et B deuz parties de E et x € E.

On définie la distance entre x et A par :

da(x) = inf d(z,y).

yeA

On définie la distance entre A et B par :

d(A,B) = inf d(z,vy).

r€AyeB

Définition 1.1.6 (Topologie des espaces métriques)
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1. Une partie U de E est un ouvert de E si
Ve e U, Ir > 0,B(z,r) C U.

2. Une partie F' de E est un fermé de E si et seulement si son complémentaire F°

est un ouvert dans E.

Définition 1.1.7 (Le voisinage). Soit V une partie de E, et soit x un point de E, on

dit que V' est une voisinage de x si

de >0, B(z,e)CV.

Suites dans les espaces métriques

Définition 1.1.8 (Convergence).
Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,), € E une suite de points de E. Soit v € E.

On dit que (x,), € E converge vers x si
Ve >0,AN e NNVn e N:n > N = d(z,,x) < e.

Définition 1.1.9 (Suite de Cauchy).

Une suite (z,), € E est de Cauchy si
Ve > 0,3dng € N,Vn,m € N telque n,m > nyg= d(x,,z,) <c.
Proposition 1.1.2
1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Remarque 1.1.2 [l est aisé de voir que toute suite convergente est de Cauchy. L’inverse

n’est pas forcément vérifié, Puisqu’il existe des suite de Cauchy qui ne convergent pas.

Exemple 1.1.1 Dans E =|—1,1], la suite (1 — 1), est de Cauchy puisque la méme suite

n

converge vers 1 dans R, mais 1 ¢ E.

Définition 1.1.10 (Espace métrique complet). On dit que 'espace métrique (E,d)

est complet si toute suite de Cauchy est convergente dans E.
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La Continuité dans les espaces métriques

Définition 1.1.11 Soient (E,d) et (E',d") deuz espaces métriques, et f: E — E' est

une application, on dit que f est continue en a € E si et seulement si
Ve > 0,3a > 0,Vx € E,d(x,a) < a = d'(f(z), f(a)) <.

Remarque 1.1.3 Une application f est continue sur E si et seulement si elle est continue

en tout point a de F.

Définition 1.1.12 (Applications lipschitziennes)
Une application f : (E,dg) — (E',dg) est dite lipschitzienne s’il existe une constante

k >0 telle que

V(Sﬂ,y) € E27dE/(f(x)7f<y>> < kdE(xvy)

Remarque 1.1.4 Si la constante k < 1 et si E = E’, on dit que f est une contraction.

1.1.2 Espaces de Banach

Dans tout le chapitre K représente le corps R ou C.

Définition 1.1.13 (Espace vectoriel) On définit sur un ensemble non vide E deux
opérations, addition (+) des éléments E et la multiplication (-) par un scalaire. Si les

conditions suitvantes sont vérifiées :
1. (E,+) est un groupe abelian,
2. V(z,y) e EX E, Yo, €K on a :
x a(r+y) =axr+ ay,
x (a+ p)r = azx + Pz,
+ a(B.2) = (aB).a,
x l.r =z,

on dit que E est un espace vectoriel sur le corps K, et noté par (E,+,-).
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Définition 1.1.14 (Norme)

Soit E un espace vectoriel. Une norme sur E est une application de E dans R, habituel-
lement notée ||.|| vérifiant pour tous x,y dans E et tout o dans K :

|z =0 z=0,

o [laxll = |l llz|| (homogénéité),

o x4yl < ||z + |yl (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.15 (Espace vectoriel normé). Un espace vectoriel E muni d’une

norme ||.||, noté (E,||.||) sera appelé un espace vectoriel normé.
Remarque 1.1.5 Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Définition 1.1.16 (L’adhérence). Soit A une partie de E et x € E. On dit que x est

un point adhérent de A si et seulement si
Ve > 0,B(x,e) N A #0.
On appelle Uadhérence de A dans E et on note A l'ensemble des points adhérents de A.

Proposition 1.1.3 Soit A une partie de E et x élément de E. Alors x est un élément

de A si et seulement si x est une limite d’une suite (Tn)nen des éléments de A.

Proposition 1.1.4 Soit A une partie de E, alors A est fermé dans E si et seulement si

A=A

Définition 1.1.17 (L’intérieur). Soit A une partie de E. On dit que x € E est un
point interieur de A si

Jr > 0, B(z,r) C A.

On appelle intérieur de A et on note par A l’ensemble des points intérieurs de A.

Remarque 1.1.6 On appelle également frontiére de A l'ensemble 0A = A — ;1
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Définition 1.1.18 (La limite). Soient (E, ||.||) et (E',|.||) deux espaces vectoriels normes,
A une partie de E et f : A — E’ une fonction.

Soit a € A. On dit que f admet une limite en a s’il existe | € E' tel que,
Ve > 0,30 > 0, telque Va € B(a,d) NA=|f(z) =1 <e.

Si f admet une limite en a, cette limite est nécessairement unique.

1.1.3 Compacité et Convexité

Définition 1.1.19 (Compacité). Un ensemble A de E est compact si de toute suite

d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite converge vers un élément de A.

Définition 1.1.20 (Autre définition d’ensemble compact). Soit A un ensemble
d’un espace norme E, A est dit compact si de tout recouvrement de A par des ouverts de

A on peut extaire un sous-recouvrement fini, i.e.,

VYV, 5 € J (owverts); U C |JV},IVuy, (k) =1,2,...,n tell que U C | Vjw).
k=1

jeJ
Proposition 1.1.5
1. Si A est compact, alors A est fermé et borné.

2. Si A est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A est fermé et

borné.

On peut en fait énoncer un résultat bien plus général qui souligne la différence entre la

dimension finie et la dimension infinie.

Théoreme 1.1.1 La boule unité fermée de V' est compacte si et seulement si V' est de

dimension finie.

Définition 1.1.21 Un ensemble A de E est faiblement compact si de toute suite d’élé-

ments de A, on peut extraire une sous-suite converge faiblement vers un élément de A.
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Définition 1.1.22 On dit qu une partie A de E est relativement compact (faiblement

relativement compact) si et seulement si A est compact (faiblement compact).

Soient F et E’ deux espaces de Banach, 2 une partie non vide de E.

Définition 1.1.23 (L’application compacte) Une application f : Q C E — E' est

dite compacte si et seulement si elle est continue et ['image de tout ensemble borne X de

Q2 est un ensemble relativement compact de E', c¢’est-a-dire, f(X) est un compact.

Définition 1.1.24 (Convexité)

Une sous-ensemble X d’un espace vectoriel normé E est dit Convexe si et seulement si :
V(z,y) € X,VA € [0,1], (1—-Nz+Aye€ X.

Autrement dit, un ensemble est convexe s’il contient tout segment passant par deuz de ses

points.

Exemple 1.1.2 Soit ||.|| une norme sur l’espace vectoriel E. Pour tout x € E et r > 0,

la boule centrée en x et de rayon r (ouverte ou fermée) est convexe :
B(0,r) :={y € E/||lz| <r}.
Az + (1= Nyl < Allz] + (1 = Nyl
<A+ 1=Vl
<r.

Définition 1.1.25 (L’enveloppe convexe et fermée) Soit Q) un ensemble d’un es-
pace vectoriel norme E. L’enveloppe convexe et fermé d’un ensemble € est le plus petit

convexe fermé contenant a € i.e.
convQ =N{K C E: K D Q, K est conveze et ferme} .

Théoréme 1.1.2 (Ascoli-Arzela). [17, 9] Soit (E,d) un espace métrique compact,
(E',d') un espace métrique complet. Une partie A de C(E, E') est relativement compacte

si et seulement si
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1. l’ensemble A est uniformément borné, i.e. il existe une constante K > 0. Tel que
|f(z)]] < K pour tout x € E et tout f € A.

2. A est équicontinue,i.e., pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que
|2y — 29| <6 = || f(z1) — f(ro)|| <€ Vay,aa€e E et VfeA

3. Pour tout x € E, l'ensemble A(x) = {f(x); f € A} est relativement compact.

1.2 Musures de non-compacité

Considérons E est un espace de Banach avec la norme ||.||. On note par Mg la famille
de tous les sous-ensembles bornés non vides de E et par Ng sa sous-famille constituée de

tous les ensembles relativement compacts.

Définition 1.2.1 [/, 5] On dit que Uapplication v : Mg — R, est une mesure de non-

compacité dans E si elle satisfait aux conditions suivantes :
1. La famille kery = {X € Mg : v(X) = 0} est non vide et kery C Ng.

2. X CY =y(X) <~AY).

3. 7(X) = ~y(X).
4. y(convX) = v(X).
5.7 (AX + (1= NY) < My(X)+ (1= )v(Y) pour X € [0,1].

6. Si{X,}n>1 est une suite imbriquée. d’ensembles fermés de Mg tel que lim y(X,,) =
- n— 00

0, alors l’ensemble d’intersection Xo, = (| X, est non vide.
n=1

La famille ker v d’écrit dans 1 est appelée le noyau de la mesure de non-compacité ~.
On remarque l'’ensemble d’intersection X, est un membre du noyau kervy. En effet,
puisque v(X) < v(X,) pour tout n € N. Alors 7(X) = 0. Cela donne X, € ker~.
Plus les propriétés des mesures de non-compacité .

Dans la suite, nous allons utiliser des mesures de non-compacité ayant des propriétés

10



Préliminaires

supplémentaires. A savoir, une mesure est dite sous-linéaire si elle satisfait aux deux

conditions suivantes :
L y(AX) = [A\v(X), AeR.
2. Y (X +Y) <y(X)+~(Y).

Une mesure de non-compacité sous-linéaire v satisfaisant la condition
VX UY) = max{y(X),7(Y)},

et tel que kery = Ng est dit régulier.

Proposition 1.2.1 [17] invariance sous traslation :
7 (B +x0) = 7(B).

Définition 1.2.2 (Distance de Hausdorff) La distance de Hausdorff entre deur en-

sembles non-vide fermés et bornés €21 et 2y est définie par :

H(4, ) = max { sup d(z, ), sup d(z, Ql)} )

e €02

Notons que H(1,Qs) >0 et H(,s) =0 < Q) = Q.

Soit E un espace métrique et {2 un sous ensemble non vide, borné de F.

1.2.1 Mesure de Kuratowski

Définition 1.2.3 [// La mesure de non-compacité de Kuratowski, de ’ensemble 2, notée
a(Q) est Uinf des nombres d > 0, tel que Q admet un recouvrement fini par des ensembles

de diameétre inférieur a d, i.e.,

a(Q) = inf {d >0,Q=()Q telque 5() < d} .

=1

11
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1.2.2 Mesure de Hausdorff

Avant de donner la définition de la mesure de non-compacité de Hausdorff, rappelons
d’abord la notion de e-réseau dans le cas ou (£, ||.||) est un espace normé. Ici, on note par

Bg = B(0,1).

Définition 1.2.4 [3] Soit E un espace normé. Un ensemble S C E est appelé un e-réseau
de Q si
QCS+eBg= {s—i—eb,s € S,bGEE}.

Définition 1.2.5 La mesure de non-compacité de Hausdorff de ’ensemble 2, notée x(2)

est linf des nombres € tels que ) a un e-réseau fini dans E.

Remarque 1.2.1 Dans le cas ou ) est un sous-ensemble non vide et non borné, alors

Les deux mesures de non-compacité de Kuratowski et de Hausdorff sont liées entre elles

par les inégalités suivantes :

Théoréme 1.2.1 Soient « et x les mesures de non-compacité de Kuratowski et de Haus-

dorff et Q un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors
X(Q2) < a(2) < 2x(Q).

La mesure de non compacité de Kuratowski ou de Hausdorff sont invariantes par le passage

a la fermeture et 'enveloppe convexe, ce qu’affirme le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.2 Soient U une mesure de non-compacité (Kuratowski ou de Hausdorff) et

Q un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors

ou Q est la fermeture de ).

12
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Définition 1.2.6 (v-contraction d’ensemble)
Soient E et E' deux espaces des Banach.

Soit f . E — E' une application continue et bornée (i.e., f transforme les bornés de E

en des bornés de E').

1. On dit que f est une y-contraction d’ensembles s’il existe k > 0, tel que
V() <ky(Q), VQe Mg

2. f est appelée y-contraction stricte d’ensembles (ou contraction stricte d’ensembles)
St

0<k<l
3. f est dite condensante si
() <~(),
pout tout Q borné et non relativement compact ((2) > 0).

Lemme 1.2.1 [9] Soit C' un sous-ensemble borné, fermé et convexe dans d’espace du

Banach C(J, E), pour tout V' de C' borné et équicontinu, on a v(V(z)) est continu et que

y </Jx(s)ds .z e v) < /Jy(V(x))dx,

ouV(s)={x(s):xe€V,se J} et J=]a,bl.

Lemme 1.2.2 [17] Si V C C(J, E) est un ensemble borné et équicontinu, alors

i. la fonction v : t — v(V(t)) est continue sur J, et y. = sup (y(V(t)).
1<t<T

y </1Tx(5)ds 1T € V) < /IT’)/(V(S))dS, ouV(s)={x(s):x eV} seJ

1.3 Théoremes de point fixe

Dans cette section on presente la théoreme de Darbo et quelqune de ses généralisations

qui étude 'existence du point fixe des applications continues sur un sous-ensembles non

13
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vides, bornés, fermés et convexes des espaces de Banach.
Maintenant nous rappelons le théoreme de point fixe suivant qui est une version du point
fixe classique théoreme pour les applications lipschitziennes dans le contexte des mesures

de non-compacité.

1.3.1 Théoréme de Darbo

Théoréme 1.3.1 [6, 9] Soit Q un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convezxe d’es-
pace Banach E et T : Q0 — Q est une fonction continue et v est un mesure de non-

compacité définie dans E. Supposons qu’ il existe une constante k € [0, 1] telle que

(TX) < ky(X).

pour tout X sous-ensemble fermé dans ). Alors T admet un point fize dans 2.

Définition 1.3.1 [2/ Soit (E,d) un espace métrique, et f : E — E une application, on

dit qu’un point x € E est un point fixe de f si et seulement si f(x) = .

1.3.2 Théoréme de Monch

Théoréme 1.3.2 [14, 9] Soit Q) un sous-ensemble fermé, borné et convexe de espace de

Banach, tel que 0 € Q, et soit T une application continue de 2 dans 2.5i ["implication :
V =convT (V) ou V=T(V)U{0} = v(V)=0.

est vérifiée pour tout sous-ensemble V' de ), alors T admet un point fixe dans Q.

1.4 Calcul Fractionnaire

1.4.1 Intégrale fractionnaire

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler(«) :

La fonction Gamma(a) est définie par I'intégrale suivante :

14
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Définition 1.4.1 (fonction Gamma). On appelle fonction Gamma eulérienne (ou

intégrale eulérienne de seconde espéce) la fonction notée I' définie par :

“+oo
['(«) :/ t*te~tdt.
0
ot o est un nombre compleze quelconque tel que Re(a) > 0.

Proposition 1.4.1 Nous avons la relation suivante :
IMNa+1) = al'(a).

En particulier, nous avons

I'n+1)=n! VneN.

Définition 1.4.2 (fonction Béta). La fonction B(p,q) est la fonction Béta (ou inté-

grale eulerienne de premiére espéce), défini par :
1
B@ﬂ%:/xl—ﬂ%%W%tp>0ﬂ>O
0

Proposition 1.4.2 La fonction Béta est reliée aux fonctions Gamma par la relation sui-

vante pour tout p,q >0, on a

I'(p)L'(q)
B(p,q) = w——F—+-
#:9) I'(p+q)

Définition 1.4.3 [10]la transformée de Laplace de la fonction f pour variable reélt € R
définie par :

F(s) = L{f(t):s} = /;Oo exp(—st) f()dt,  seC.

Définition 1.4.4 [10] On peut reconstituer f a partir de sa transformée F a l'aide de la

transformée de Laplace inverse.

c+ioco
F(t) = L F(s): 1) = QLM / exp(st)F(s)ds ¢ = Re(s) > co.

Définition 1.4.5 L’orsque le produit f(x —t)g(t) est intégrable sur tout intérvalle [0, z]

de R, le produit de convolution de f et g est défnie par :
(Fr9)@) = [ fla =gt = [ g(o)f )t
0 0

15
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Proposition 1.4.3

La transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier est

n—1

L{f™(t);s} = s"F(s) =Y s" 1 f®(0)
k=0

_ SnF(S) . isk (n—k—l)(o)
k=0

La transformée de Laplace est linéaire on suppose que A € R.

L{M(t) + 9(t): s} = AL{f(t); s} + L{g(t); s} = AF(s) + G(s).

Si les transformées de Laplace de f et g existent, alors la transformée de Laplace

du produit de convolution vérifie :

L{f(t)  g(t); s} = L{f(t); s} L{g(t); s} = F(s)G(s).

Linéarité de la transformée inverse de Laplace.

L7HNf(s) + g(s)st}h = ALTHf(s)ith + LT H{g(s)s t} = Af(t) + g(2).

Définition 1.4.6 (Intégral Fractionnaire) [10, 13/ L’intégrale d’ordre fractionnaire

de la fonction f € C([a,b]) d’ordre a € Ry, est définie par

1°f(t) = ﬁ / (t — )"\ f(t)dt.

Proposition 1.4.4 Nous avons les propriétés suivantes :

i) I°f(t) = f(1).
i) I*IPf(t) = [°MP f(¢t).

iii) lopérateur intégral I* est linéaire.

ICONf(t) +g(t) = M"f(t)+1%9(t),a e Ry, A e C.
o B
i) (1) (1) = 1" (1),

16
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1.4.2 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, dans cette partie on va
citer celles qui sont les plus utilisées dans les applications.
Dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville

Définition 1.4.7 [10, 13, 11] Soit f une fonction intégrable sur |a,b], alors la dérivée

fractionnaire d’ordre a (avec n—1 < o < n) au sens de Riemann-Liouville est définie

par :
D) = gy ) 0 0
(1.1)
o e
= (e () = D (),

ici, n = [a] + 1 et [a] désignant la partie entiére de a.

Définition 1.4.8 On note l'operateur D", n € N différentiation de l’opérateur d’ordre

entier .i.e.,
d?’L

Dr=—.
dt

Proposition 1.4.5 Nous donnons les propriétés suivantes
1. Composition avec lintégrale fractionnaire
i) L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un in-

verse gauche pour intégral fractionnaire. Si f est continue alors
FED (I f (1) = f(1),

mais.Si f est continue telle que f®=(0) existent pour j = 1,...,n alors

3

I*FEDf(t) = () - ) w F09(0).

£
2T —j+1)

it) En général la dérivation et intégration fractionnaire ne commutent pas

n _ \ai—k
LD (EDP () = D ) = Y (DO L e

k=1

aveen — 1 < ay < n.

17
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2. Composition avec les dérivées d’ordre entier. La dérivation fractionnaire et la dé-
rivation conventionnelle (d’ordre entiére) ne commutent que, si f*)(a) = 0 pour
tout k=0,1,2,...,n—1

jTT; (RLDaf(t)) _RL Dn+af(t)7

- RL pyo dr ) =BL prtar(y = f®(a)(t —a)F—o™m
() = oregtn - St =

k=0

3. Pour Uopérateur différentiel fractionnaire Riemann-Liouville, la propriété d’inter-
polation correspondante lit

lim ® D f(t) = F ().

a<n

: RL N« _ r(n)
lm "0 = 110

4. c’est un opérateur linéaire « € Ry, \ € C

DA AF () + g(t)) = XD F (1) +7F DOg(1).

Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.4.9 [10, 20, 13] Pour une fonction donnée f sur l'intervalle [a,b] la dérivée

d’ordre fractionnaire au sens de Caputo de f , d’ordre o > 0 est définie par :

DU = g [ = s

= 10D (1),

(1.2)

icin = |a]+ 1 et [a] désignant la partie entiére de «.

Proposition 1.4.6 Nous donnons les propriétés suivantes :

1. Si f est une fonction continue on a

CDOLIO{f — f

18
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2. On suppose quen — 1 < a < n,m,n € N a € R et soit la fonction f(t) telle que

D*f(t) existe, alors
‘DD™f(t) = “DUTf(t) # D" Df(t).

3. Soitn—1<a<n,neN, acR etsoit f(t) telle que D f(t) existe alors, on a

les propriétés suivantes pour l'opérateur de Caputo.

lim D f(t) = f™)(t).

a—n

lim “D*f(t) = f*D(t) — f"D(0),

a—n—1
4. La dérivation fractinnaire de Caputo est un opérateur. Soit n —1 < a < n,n €

N, a, A € C lineaire
‘DY(Af(E) +g(t)) = XD f(t) +° D(2).

Lemme 1.4.1 [17] Six € AC™([0,1)),alors La Dérivée de Caputo *D® f(t) existe presque
par tout sur [0,1], o AC™([0,1]) = {z € AC"1(]0,1]), 2" Lest absolument continu}, et

n est le plus petit entier supérieur ou égal d
Lemme 1.4.2 [13] Soit a > 0, alors I’équation différentielles,
°“Df(t) = 0.

admet les solutions
f(t) = C —I— Clt —f- Cgt2 + R + Cn_ltn_l.
telque : ¢; € R;i=0,1,2,...,n—1,n=[a] + 1.

Preuve. supposons que “D*f(t) = 0,

d’apres la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

f”ﬂ(%)éﬂw:o,
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c’est a dire :
1 ¢ o1
e T s =0,

puisque I'(n —a — 1) #0, on a
¢
/ (t—s)"*f(s)ds =0,
0

et par suite

el f(5) = 0.
On applique la transformée de Laplace aux deux membres de ’égalité
L (" s f(1) (s) = L(0)(s) = 0

posant F'(s) = L(f)(s) on obtient

e <snF<s>— n s”’“f“‘””(o)) =0,

alors

donc

F(s) =30 s 0(0)

k=0
on applique maintenant la transformée inverse de Laplace

L™ (F(s) = L7 (Z S"‘“f”“‘”(@) (1

il s’ensuit que :

F&)y = D fEO)LT (s7F) (1),

tk*l

_ - (k1)
gf <0).F(k).

en faisant le changement de variable : = £ — 1 on trouve
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() (o
pour ¢; = fz.—!(),

n—1
= E Citl,
=0

Supposons maintenant que :

n—1
= E Citl,
i=0

on applique 'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres

de I’égalité :

‘DYf(t) = °D" (nz_:ct)

=0

n—1

Y ey
i=0
n—1 n

d

— ZI?’L—CM _ t'L
> (4)
=0

puisque (0 <i<n—1<n)ona
“Df(t)

Ce qui acheve la démonstration. m

Lemme 1.4.3 [11] Soit a > 0, alors

I°°Df(t) = f(t) +co+ it +cot? + -+ cpgt" L.

pour ¢; € Ri=0,1,2,....n—1,n=[a] + 1.
Preuve. On a d’aprés (1.2)
DR () = 17 )

Appliquant aux deux membre de 1’égalité

ac _ jan—o (n) n__"
1D () = ) =

on a par (1.1)

RLDa <dtn> I ozf
RLan <dtn> Jn= nf
0]

(1.3)
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donc (1.3) devient :
]acDaf(t) — InRLan(t),

on a
RO = f() = ﬁ 00 (0) = I°D° £().
j=1
on pose k=n — 7,
n—1 k n—1 (k)
D) = 50 - X 00 = f - 3 e
k=0 k=0 '
n—1
= f(t)+ ) _ at,
k=0

_IPO a

avec ¢ = o

Théoréme 1.4.1 [10, 11] Soient, « € R, avec n — 1 < o« < n,n € N, alors la relation
entre l'opérateur de Riemann-Liouville et de Caputo est :

1

3
|

tkz—a

“DYf(t) =" Df(t) - Thtl—a)

F8(0).

b
Il

0

Exemple 1.4.1 La différentiation de la fonction constante pour 'opérateur de Caputo

est

1 t )

‘D%k=——-— t—z)" k™ dr = 0.
['(n—«) /0 (t—2) .
Alors ¢D*k =0, k = const.
Et pour Riemann-Liouville
RL Doy, = Lt’o‘ #0, k=const
r'il—a) ’ '
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Chapitre 2

Probléeme aux limites pour des

équations fractionnaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse au résultat d’existence des solutions pour un probleme

aux limites.
2.1 Position du probleme

On considére le probleme suivant.

‘D(t) = f(t,x(t)) ,0<t<1, 1<a<2
(0) +2'(0) =0 (2.1)

(1) +2'(1) =0,

T

ou f:[0,1] x R — R est une fonction continue et “D* est la dérivée d’ordre frac-

tionnaire de Caputo.

Posant f(t,z(t)) = h(t) pour donner la formule générale de la solution, c’est a dire on

va tansformer notre probleme au proléeme d’existence d'un point fixe pour un certain
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opérateurs. En effet, considérons le probleme
cD(t)=h(t) ,0<t<1, 1<a<?2
z(0) +2'(0) =0 (2.2)
z(1) +2'(1) =0,

Lemme 2.1.1 Une fonction v € C([0,1],R) est une solution de (2.2) si et seulement si

x(t):/o G(t,s)h(s)ds (2.3)

ou G est la fonction Green donnée par

(=) (1=t (t=s)2! | (1= 201

+ 4
Glt,s) = (1 )a—l(lr((:)) (1-)*2(1 t)F(a_l) | 24)

/A

Preuve.
(I). D’apres le lemme (1.4.3), nous pouvons réduire I’équation du probleme (2.2) a une

équation intégrale équivalente

1 t
z(t) = I*h(t) + co + c1t = —— / (t — 5)* 1 h(s)ds + co + cit,
0

[(a)
pour certaines constantes ¢y, c; € R.
D’autre part, par les relations D*I%x(t) = x(t) et I*[Px(t) = I°tPx(t), pour a, 3 > 0,

x € L(0,1), nous avons :

d
Z’l(t) = Elah(t) +c
= DU ML) + ¢
= D' h(t) + ¢
= [ailh(t) + .

En tant que conditions aux limites du probléeme (2.2). Nous avons :

z(0) = ¢ 2'(0) = ¢
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et

Cest :

et

o+ = 07
co+2c; = —I*h(1) — I*7'h(1),

co = I°h(1) + I*7'h(1),

cy = —I*h(1) — I*7'h(1).

Par conséquent, solution unique pour (2.2) est donnée par

x(t)

1 ' a—1 1 ' — a—1 s)ds
m/g(t—s) h(s)ds+—r(a)/o (1— 5)*h(s)d

1 ! a—2 _ L ! — g a—1 s)ds
TG, (19" 0 g [, 09

t ! oo
m/o (1 —8)*"*h(s)ds

P =)t 1 —t)+ (t—s)t  (1—8)22(1—1)

| ( o) T e ) hs)ds
Lrl—s) M 1—1t)  (1—5)22(1—1)

/ ( M) | Ta-D ) ils)ds

/0 G(t,s)h(s)ds.

(I1). Soit = une fonction intégrale (2.3). Si nous désignons déferminée par la partie gauche

de I’équation intégrale (2.3) par y(t), puis en appliquant 'opérateur fractionnaire de Ca-

puto de part et d’autre de I’équation intégrale (2.3), par la définition de la fonction G(t, s),

puisque

£ = /0 G(t, s)h(s)ds
1 t

o1 1 1 —5)* h(s)ds

_m/o (t— )" "h(s)ds + F(a)/o (1 —=s)*"h(s)d
1 ! a—2 b 1 — ) Lh(s)ds
+m/o (1= )" hls)ds - () /o st

t ' a—2
_m/o (1 — )% 2h(s)ds.
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Donc,
Y (t) = %Iah(t) — I*h(1) — I*7'h(1)
= D'I°n(t) — I*h(1) — I*7'h(1)
= D'T' IO h(t) — I%Rh(1) — I*7*h(1)
= I h(t) — I*h(1) — I**h(1).
et

y//(t) — Dl[a—lh(t) — Dl[l—(Z—a)h(t) _ RLD2_ah(t)
cDay(t) — IQ—ay/l<t) — [2—04RLD2—0¢h<t) — h(t),

ici, utilisons la relation
IPI'g(t) = I"Tg(t), D°I°g(t) = g(t),s > 0,t >0, g€ L(0,1)

et la relation

I°Dg(t) = g(t),s > 0, g€ C([0,1]),

ot BLD* est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville. C’est, D%z (t) = h(t).

o= [ (U5 T e

e (R

Par ailleurs, on a

Donc

2(0) +2'(0) =0, (1) +2'(1) =0,

ce qui implique que z € C([0, 1]) est une solution du probléme (2.2)

qui complete la preuve. m
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2.2 Existence des Solutions

Nous considérons les hypotheses suivantes.

(A1) : 1l existe des nombres réels positifs K et fy tels que
(8 2(t) = F(ty(1) ][ < K2 = ylloo-

sup [[f(t,0)] = fo
0<t<1

(A2) : Pour tout sous-ensemble borné A de E, nous avons

Y(f(t,A)) < Kry(A),

ou v est une mesure de non compacité.
(A3) : 1l existe 19 > 0 tel que
M(KT‘Q + fo) < Tp,

ou M = sup{||G(t, 9)||, (¢,s) € [0,1] x [0, 1].

Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses (A1) — (A3), le probléme des valeurs limites (2.1)

a une solution dons E.

Preuve.

Soit I'opérateur
1
Tx(t) :/ G(t,s)f(s,z(s))ds
0

et I'ensemble D,, = {x € C([0,1], E) : ||z]|cc < 70} Dy, est un sous-ensemble fermé, borné
et convexe. Nous allons montrer que T satisfait les hypotheses du théoréeme de Monch.

La preuve sera donnée en trois étapes.

Etape 1 : On va montrer que 7' est continue.

Soit (x,,), une suite telle que x,, — = dans C([0, 1], E), alors pour chaque t € [0, 1],
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on a

T (2n) (t) = T(2) @) = ‘ /O G(t,5) [f (s, 2n(s)) = f(s,2(s))] ds

< [ 1G5t = T s, s
<M [ (5l 165 (6Dl s
<MK [ anls) — (o)l s

< MK /01 e — 2| ds

< MK ||z, — x|

e}

1T () = T(2) ]l < MK [l — 2|

0 o *

Puisque x, — x, pour chaque t € [0, 1].
\T (xn) —T(2)|,, —> 0 quand n — oo.

Etape 2 : Dans cette étape on va prouver que D,, est invariante par 7', c’est-a- dire

T(D,,) C D,,.

1
0

@Ol = | [ G50+ [ 695,005 - / (e, ) (5, 0)ds

/0 G(t,s)(f(s,a:(s))—f(s,O))ds+/0 G(t,s)f(s,0)ds

< /0 |G, )| ([[f(s,2(s)) = f(s,0)[| + [| f(¢,0)[]) ds
< |G s)| (K lz = 0f + [1f (s, 0)]])
< M(Krg + fo)

<T7p.

Alors, T(x) € D,,, pour tout z € D,,. Par conséquent T'(D,,) C D,,.

Etape 3 : T(D,,) est une partie bornée et équicontinue de D, .

D’aprés 'Etape 2 nous avons

T(Dy,) ={T(z) : x € D,,} C D,,.
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Ainsi, pour chaque = € D,, nous avons ||T(z)||. < 7o, ce qui signifie que T'(D,,)
est bornée.

Pour I"équicontinuité de T'(D,,). Soit t1,ty € [0,1],t; <ty et x € D,,. Alors

ITa(t) = Tot)] = | | Gleaes) 5.6 = [ Gl 9) ()

/0 (G(ta,8) — G(t1, 9)]f(s,2(s))ds

—I—/O (G(tg,s) — G(t1,5))f(s,0)ds
—/0 (Glta, 5) — Glt1, ) (5, 0)ds

+/ (G(tg,s) — G(t1,s))f(s,0)ds

/0 [G(ta, s) = G(tr, 8)](f (s, 2(s)) = [f(s,0))ds

/ 1[Gtar ) — Cltr, $)](F(5.2(s)) — F(s,0))]|ds
/ 1(Gtar 5) — Gty ) f (5, 0)ds

< |G(t2,s) = Gty s)|[[1f (s, 2(s)) = F(s,0)]
+ G (ta, s) — Gt )[[].f (s, 0)]]
< |Gt 5) = Gty )| (Ko + fo).
Comme ty — t1, le second membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.

donc T'(D,,) est équicontinu.

Maintenant, soit A un sous-ensemble de D,, tel que :

A € (T (A) U {0}).

A est borné et équicontinu. En plus, la fonction t — a(t) = v(A(t)) est continue
sur [0, 1].

En utilisant (A2), et les propriétés de la mesure v on a pour tout t € [0,1] ,
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car

D’autre part on a

T(A) (1) - { / (1, 9) f (s x(s))ds, 2 € A} .

Donc

at) <y(T(A)(1)) =~ <{/0 G(t,s)f (s, x(s))ds, v € A})

Y(T(A) (1)) < /01 IG(E, s)[[ K~ (A(s))ds

< M/1 K. a(s)ds.
0
Ce qui implique
lallee < MK |ja]|o.

Alors, ||lal|oo = 0, c’est a dire a(t) = 0.Vt € [0, 1], i.e v(A(t)) = 0.

Donc, A(t) est relativement compact dans E. Par le théoreme d’Ascoli-Arzela, A
est relativement compact dans D, (car A C D,, est borné et équicontinu). Puisque
toutes les hypotheses du Théoreme de Monch sont satisfaites, 'application T admet

par conséquent un point fixe qui est solution pour notre probléeme.

Remarque 2.2.1 On peut arriver au méme résultat du Théoréme (2.2.1) sans I’hypothése
(A2).
En effet, dans la derniére étape de la preuve du Théoréme (2.2.1), on a
1
T(A)(t) = {/0 G(t,s)f(s,z(s))ds, x € A}
donc :

1T (A)@) =~ ({/01 G(t,8)f (s, 2(s))ds, v € A})
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Probléme aux limites pour des équations fractionnaires

1T (A)@)) S/O |G, 5) [ Ky (A(s))ds

< MKvy(A(s))
On a :
Y(T'(A)) < ME~(A(s)).

On a MK < 1 alors l'opérateurT" est contraction. En conséquence de Théoreme de Darbo,

on en déduit que T a admet un point fixe solution du probléme (2.1).
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Probléme aux limites pour des équations fractionnaires

2.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer 'utilité de nos principaux
résultats.

Considérons le probleme des limites

sin x
(t+7)%(3 +sinz)

*Dig(t) =
z(0) +2/(0) = 0

avec
z(1) +2/'(1) = 0.
Nous posons

sinx
(t+ 7)2(3 +sinx)

ft,z) =

sin x siny H

|M@w@n_f@y@»“:H@+7V@+ﬁm$f_@+7P@+$nw

sinz(t + 7)%(3 + siny) — siny(t + 7)*(3 + sin z)
(t+7)*4(3 +sinz)(3 + siny)

3(sinx —siny) + sinxsiny — sinysinx
(t+7)%(3+sinz)(3 + siny)

sinz(3 + siny) — siny(3 + sinz)
(t+7)2(3+sinz)(3 +siny)

B 3(sinz — siny)
(t+7)%(3 +sinz)(3 +siny)

3 : .
< WH sinz — siny||
3

< —|lx —y||.
< eyl
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Probléme aux limites pour des équations fractionnaires

la fonction G est donnée par

(1_5)%(1—t>+(t—s)%+<1—3)—%(1—z) e
Glt.s) = . T6) Lo T
(1—s)2(1—t) (1—s)2(1—-1 Lo s
() L'(3) ’ N
On a
Sup |f(£,0)] = fo =0,
etona K = i,
196

M(Kro+ fo) < 0.

On choisit g = 1 est satisfait pour chaque « €]1,2]. Alors d’apres le Théoréeme (2.2.1), le

probléme admet une solution sur [0, 1].
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Chapitre 3

Probleme aux limites avec des

conditions intégrales

Ce chapitre est consacré a I’étude de I'existence des solutions du probleme aux limites

avec des conditions intégrales.
3.1 position du probleme

Soit (£, ||.||) un espace de Banach, on considré le probléme suivant.

D(t)+ f (t,z(t),*D«(t)) =0, 0<t<1L,1<a<?2
ax(0) — bx'(0) =0 (3.1)
(1) = [ h(s)g(s,x(s))ds + A,

ou °D* est la dérivée fractionnaire de Caputo, f : [0,1] x C([0,1),E) x E — E,g €

C([0,1], E),h € O([0,1}, E),a,bbA € Ry,a+b>0et 55 <a-—1

Définition 3.1.1 Une fonction x € C([0,1], E) est dite solution de (3.1) si x satisfait

léquation (3.1). Pour prouver lezxistence de solutions da (5.1), nous avons besoin des

auziliaires lemme suivants .
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Probléme aux limites avec des conditions intégrales

Lemme 3.1.1 Soient x,y € C([0,1], E). le probléme
cDox(t) = —k(t), 0<t<ll<a<?
ax(O) - bx/(O) =0 (32)
fo s)ds + A,

a une solution donnée par

at+b at+b
/Gts +b/h()()d+ )

0

ou G est une fonction de Green donnée par

(at+b)(1—s)>—1 (t—s)—1 s <t

- | O~ 5
a —8)*~
@b)T(a) t< s
Preuve.
1 t
z(t) = _—/ (t — 5)* 'k(s)ds + co + c1t.
[(a) Jo
1

2 (t) = _m/o (t — 5)*2k(s)ds + c;.

Par la condition aux limites dans (3.2) nous obtenons
acy — bey =0,

—m/o (1 —5)*"k(s)ds +co+c1 = /0 h(s)y(s)ds + .

Par conséquent

a+b | I'a)
cl_aib [ﬁ/olu 5)° k(s )der/Olh() ()ds+)\]

35



Probléme aux limites avec des conditions intégrales

Cela signifie que

ﬂw:—F%yA%—sW1M$%+ b hﬂﬁlu1—ga%@m&ﬁzﬁgw@my+q

a+b

# ot s [am ks + [ houss +]

B N O (O S el bl PR i ) [ ) R WO
= [ ) e K(s)d

at +b
a+b

= /1 G(t,s)k(s)ds +

! at +b
h d
| mewtons+ 25

at+b [* at +b
h d
a—l—b/o (S)y(s)s+a+b

A

La preuve est complete. m

Lemme 3.1.2 La fonction G satisfait

(at +b)(1 — s)>!
(a+b)(a)

0<G(t,s) <

et max G(t,s) =G(s,s), se€][0,1].

Preuve.

D’aprés on peut voir facilement que

(at +b)(1 — s)*!

G68) < 3 T (a)

Pour 0 <s<t¢ <1, par (3.3) on a

oG 1 (M1—gw1 a—1 )

ot T(a) a+b (t —s)2
(L)t 1
= T Ta) <a+b ( ”)<0'

Ce qui implique
G(s,s) > G(s,t) > G(1,s) = 0.

Dong, par la continuité de la fonction G' par rapport a ¢t on a G(s,s) > G(t,s). =

Lemme 3.1.3 Une fonction © est une solution de (3.1) si et seulement si

at +b
a+b

at +b
a+b

x(t) = /0 G(t,s)f (s,x(s)," D%z(s)) ds + /0 h(s)g(s,z(s))ds + A (34)
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Probléme aux limites avec des conditions intégrales

Preuve.

Selon le lemme (1.4.3), il est évident que la solution de équation différentiel fractionnaire

(3.1) est la solution de I’équation intégrale (3.4). D’autre part, si z € C([0,1], F) est la

solution (3.4), alors

() = —ﬁ /0 (t— 8% f (s,2(5), Dx(s)) ds

at +b

+m/o (1= )L f (s, 2(5). D°x(s)) ds

N (‘;ti[f) (/01 h(s)g(s, o(s))ds + A) |

(t) = —ﬁ / (t— $)°2F (5, 2(s).€ D x(s)) ds

(a+b F(a)/ (1 =) f (s,2(s),c D*2(s)) ds

(/h ds—i-)\)
a+b 0

1
= a—i—b /0 (1 —5)*'f (s,2(s),° D*x(s)) ds

S (/ hs)gls,2(6)ds 41

a

_ m/ﬂ (1= 5)°1f (s, 2(5). D*2(s)) ds
b ([ sists.atonas +2).

et
1 ! a—1 c N
z(l) = _m/o (1 —=35)*"f (s,2(s), D(s)) ds
a+b ! a—1 [ pYet
+ m/{) (1 —=35)*"f (s,2(s), D(s)) ds
a+b !
+ T ( i h(s)g(s,z(s))ds + )\) .
Donc :

ax(0) — bx'(0) = 0.

z(1) = i h(s)g(s,z(s))ds + A.
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Probléme aux limites avec des conditions intégrales

il est facile de voir que 2’ € AC([0,1]) et x € AC?([0, 1]). De Lemme (1.4.1) nous obtenons

que °Dx(s) existe presque partout sur [0, 1]. En notant que

210 =~ (g [ =9 ato)s Do) as)

d ¢ Mo
=~ I (t2(t). D(t)).

2(t) = =D f (1 2(8).C DY (t)) = —FEDP O f (1, 0(t) C D (t)).
cDog(t) = I*722"(t) = —[?7RL D2 f (¢ 2(t), D*x(t)) = — f (t,x(t),© Dz (t)),
on peut conclure que *D%z(t) = —f (t,z(t),* D*x(t)) et = est la solution de équations

différentielles fractionnaires (3.1) La preuve est compléte. m

3.2 Existence des Solutions

Théoreme 3.2.1 Sous les hypothéses suivantes

(A1) : Il existe des nombres réels positifs K et L tels que
LF( (t), u(t)) = f(ty(0), o)) < Kllz =yl + Lllu — o]
(A2) : Pour tout sous-ensemble borné A et B de E nous avons
V(f(t, A, B)) < Ky(A) + Ly(B),

ot 7y est une mesure de non-compacité.

(A3) : Il existe N > 0 tel que
lg(t,2(t)) — g(t,y(®)]| < Nl -yl
(A4) : Pour tout sous-ensemble borné C de E nous avons
1(9(t,C)) < Ny(C).

(A5) : % + NNy < 1, ot Ny = fol h(S)dS
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Preuve.

Transformons le probleme (3.1) en un probléme a point fixe. Considérons I'opérateur

T:C([0,1], E) — C([0,1], E') défini par

at +b

Tx(t) :/o G(t,s)F(s)ds + a—i—b/o h(s)y(s)ds + at + b

a+b

A, t€]0,1].

Ou F,g € C([0,1], E) tel que F(t) = f(t,z(t),c D*x(t)) et y(t) = g(t,z(t)). Claire-
ment, le point fixe de 'opérateur T est la solution du probleme (3.1).
Etape 1 : T est continue.

Soit (z,,) une suite telle que x, — x dans C([0,1], E'). Si ¢ € [0, 1] nous avons

at+b

)0 = T@)0] = | [ Gt )(Fuls) = Fods + 25 [ h)(an(s) =yl

at+b
a+b

< / G (t, )| Fa(s) — F(s)lds +

< at+b
~ a+b

=) =) 55 [ InGs)s
1

S Tatl)

/0 () () — y(s)ds

R~ FO) [ %d

[Fa(s) = F(s)] + Nolyn(s) — y(s)],

ou F,(s), F(s),yn,y € C([0,1], E) tels que F,(t) = f(t,zn(t)," D*x,(t)) et,

F(t) = ft,2(t),” D%x(t)), yn(t) = gn(t, za(t)) et y(t) = g(t, 2(1))-
Par (A1) et (A3), nous avons

1 (t) = F@I = |If (t; 2a(t), DY2a(1)) — f(2, 2(2),° D2 (2))]
< K ||lv, — 2| + L||°D%x,(t) —° Dx(t)|
< K |lzn =l + L{[f(t,2a(t),” D2n(t)) = f(E,2(2),” D*2(1))]

ensuite
K

IFa(t) = F@)I < 1=

H.Tn - I‘H )
et

19 () =yl = llgn(t, 2n(t)) = g(t, (@) < N [z — |
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Probléme aux limites avec des conditions intégrales

Donc
[T () (t) = T(2)(O)] < ﬁHFn(S) — F(s)|| + Nollya(s) — y(s)||
K
< (1 LT (a+1) |2y — || + NoN ||z, — ]| .
Alors

IT(@(0) = T@) O < (=i *+ Yol lon = ol

Puisque x,, — z, pour chaque ¢ € [0, 1].

T (xn) (t) —T(x)(t)]|, — O, quand n — 0.

Par conséquent, T est continue.

Soit la constante r telle que

et f*

sup || f(t,0,0)[[, go = sup |lg(t,0)]|.
te[0,1] t€[0,1]

Définissons B, = {z € C([0,1], E) : ||z|| < r}. Il est clair que B, sous-ensemble est

une borné, fermé et convexe de C([0, 1], E).

Etape 2 : T est borné donc on va monter que T(B,) C B,.

Soit # € B, nous montrons que T'(x) € B,. Sit € [0,1] alors ||T'(z)(¢)|| ¢’est-a-dire
que nous avons

17 () ()]

1 at+b 1 at+b
t.s)F(s)d h d A
[ atores+ 2 [y + 2 H
at+b [1(1—s)! at +b [*
< F d h d
< a+b/0 Fo— () s + Hb/() () ly(s)llds
at+b

a+b
1

< WHF(S)H + Nolly(s)[| + A
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Par (A1) et (A3), nous avons pour chaque t € [0, 1]

IE@ = [1f (8 (), D*x(t)) — f(£,0,0) + f(2,0,0)]]
< If(t,2,° D%(t)) — f(£,0,0)[ + [ £(2,0,0)]]
< Kllaf| 4+ L* D (8) || + f* (3.5)
< Kr+ L|F@)|| + f*

< (e,

1-—L
et
[yl = llg(t, z(t)) — g(¢,0) + g(t, 0)]]
< llg(t,z(t)) — (&, 0) || + [[g(¢, 0)]
(3.6)

< N[l + g0

< Nr + gdo-
Alors

IT2(8)]]o0 <

(1— L)11ﬂ(a n 1)(Kr ) 4 No(NT =+ go) + A,

il en résulte que pour chaque t € [0,1] on a ||Tx(t)||oc < 7 ce qui implique que
T(B,) C B,.

Etape 3 : T(B,) est borné et équicontinu.
Selon Etape 2, nous avons T(B,) = {T(z) : « € B,} C B,. Ainsi pour chaque

x € B, nous avons ||T(x)||« < r, ce qui signifie que T'(B,) est borné.
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Soient t1,ty € [0,1],t; < ty et © € B,, ensuite

Ia)) = el = | [ GttnsFeas+ 250 [ aeas
CLtQ + b
a-+b
atl + b
a+b

/0 (G(ta,8) — G(t1,8)] F(s)ds

+ A

- /0 1 G(t1,s)F(s)ds

! aty +b
/0 h(s)y(s)ds —A > H

+ aib/o h(S)y(S)(tQ —tl)dS—f—/\aib(tQ —tl)
< [ 6lta9) = Gl 91175
=) [ luto s + A5 - 1),

D’apres (3.5) et (3.6) on a

(@) ta) = T@)(0)] < =7 (K7 + £7) [ Glta9) = Gltn, o)) s

n a(N7+ go

" )/01|h(s)|(t2—t1)ds+/\ a

a+b

(tg — tl).

En tant que t, — t1, la partie droite de I'inégalité ci-dessus tend a vers zéro.
Donc T'(B,) est équicontinu.

Soit V' C B,, telque V = {Tx,x € B,} alors V' C conv(T' (V) U {0}),

le sous-ensemble V' est borné et équicontinu, par conséquent la fonction

v—v(t) =v(V(t)) € R est continue sur [0, 1].
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VTV)(E) =1((Tz)(t), z €V)
— ({/01 G(t, 5) (s, 2(s), D (s))ds + “at:bb /01 h(s)g(s, x(s))ds
+ Zti:A, ze V})
<o ({ [ at9s60) Dutis, v v}
+n ({C;ti;’ (/01 h(s)g(s, o(s))ds + A) ze v})

< [ Gttsn rsat D) s+ 5 [ hen (ols.a(s) ds

0

Puis par Lemme de la mesure de non-compacité impliquent que, pour chaque

€ [0, 1],

Y(f(s,x(s), D%(s)), v € V) < Ky(z(s), € V) + Ly(°D%x(s), x € V)

< %v(x(s), rev).
Ainsi,
Y(g(s,2(s)),x € V) < Ny(a(s), z € V),
ensuite
A(T(V) SLL/O G(t, 5)y ds+NC;t+:/0 h(s)y(x(s))ds
< 155 [ Gt s+ N5 [ hsnvos
K Lat +b at +b (!
< (1—L)I‘(a)/0 a—l—b( ) ( )ds+Na b/o h(s)v(s)ds
K
= <F(a+1)(1—L) +NN°> (5)
Donc
ol < (st + V%) Il

_NNO> SO,

nous obtenons ||v||. = 0, c’est-a-dire v(t) = 0, pour chaque ¢ € [0,1], et ensuite

V(t) est relativement compact dans E. En vue du Théoreme d’Ascoli-Arzela, V/
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Probléme aux limites avec des conditions intégrales

est relativement compact dans B,.
En appliquant maintenant le Théoreme de Monch, nous concluons que 7" admet

un point fixe qui est une solution du probléme (3.1). Ce compleéte la preuve.

Remarque 3.2.1 Si on remplace les hypothéses (A2) et (A4) par la condition

K + NNo(1 — L)T(a + 1)
Tla+1)(1—1L)

<1,

on peut obtenir le méme résultas par l'utilisation du théoreme de Darbo.

En effet, dans la derniére étape de la preuwve du Théoréme (3.2.1), on a

v(f(s,z(s),° D(s)), v € V) < Ky(z(s),x € V) 4+ Ly(“D%x(s), x € V)
K

< E”y(az(s), zeV).
Ainsi,
v(g(s,x(s)), v € V) < Ny(z(s), x € V),
ensuite
YT (V)()) < LL/O G(t, s)y(z(s))ds + at+bN/ v(z(s))ds
< 55 [ atsnmons - N [ o)
K Yat +b o1 at +0b
< TTDME /0 ) (Vs + NI /0 h(s)y(V)ds
K
= (I‘(a Ta-10) " NNO) (V).
Donc

K + NNo(1 - L)T(a + 1)

WIV) s —Fa 3 a1

Ye(V).

Donc, l'opérateur T est de Darbo. En conséquence de Théoreme Darbo’s,on en déduit que

T admet point fize solution du probléeme (3.1). Ce compléte la preuve.
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3.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer 'utilité de nos principaux
résultats.

Considérons le probleme limites suivant :

| 1 | 1
Dz2x(t) = 200(15311195 — zcost) + 3 sin < Dm(t)) + 5
avec
2(0) — 42’(0) = 0,
et
1 1
r(1) = —/ sz(s)ds.
100 J,
1 : 1 . /.3 1
flt,x,u) = %(t sin(x) — z cos(t)) + 5 sin ( D2u<t>> + 5

€ [0,1],z,u € C([0,1], £).

z(s) . .
——= g€ C(E,E), a=15, a=1, b=4. Evidemment a4 <a-—1,

h(s) = s.g(s,2) = 30

17662, w) = 7ty )| <grlill sine — siny] + o] costl — ]
1
—|——H sinu — sinv||

=l =yl + —Hu — vl

_100
t ty)l = —|x —
ot 2) — o(t.9)]| = o=l — ]
1 1

Par conséquent, les conditions (A1) et (A3) sont satisfaites avec K = W’L =3 et

1
N = — et le condition

100

+ NNy < 1,

Fa+1)(1-1L)
1
sont satisfaits de a = 1.5, Ny = 3 D’apres les hypotheses le probleme admet au moins

une solution sur [0, 1].
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Chapitre 4

Probleme des équations
intégrodifférentielles avec conditions

aux limites intégrales

Le but dans ce chapitre est d’établir un théoreme d’existence des solutions pour un pro-
bléme aux limites d’équations intégrodifférentielle avec des condition intégrales aux li-
mites. En utilisant le concept de mesure non-compacité combiné avec le théoreme de

point fixe de Monch.
4.1 Position du probleme

Soit (E, ||.||) étre un espace de Banach, nous considérons le probleme de valeur limite

suivant :
cDYx(t) :f(t x(t), Sx(t)) 0<t<l, 1l<a<?2
az(0) + ba'(0) = [ g1(x(s) (4.1)
ax(l) + ba'(1 fogng
ona>0,b>0,f:]0, ]XEXE—)E

Sx(t):/o h(t,s)x(s)ds,
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h:10,1] x [0,1] — [0,00) est une fonction continue g; : E — E,i = 1,2 et °D* la dérivée

d’ordre fractionnaire au sens Caputo.

Lemme 4.1.1 Une fonction x € C([0,1],R) est une solution de (4.1) si et seulement si

x(t) —/0 G(t,s)f(s,z(s),Sx(s))ds + % {a((l —t) + b)/o g1(z(s))ds

1 (4.2)
+(at — b)/ gg(:v(s))ds] :
0
a(t—s)* 1+(b—at)(1—s)*! b(b—at)(1—s5)*—2
G(t S) _ al'(a) + a?T(a—1) , 8=t (43)
’ (b—at)(1—s)®~1 | b(b—at)(1—s)*—2
al'() + a’I'(a—1) 7 t<s.

Preuve.

En utilisant le lemme (1.4.3), nous obtenons

x(t) = /0 %f(s, x(s), Sx(s))ds + co + c1t,

en dérivant on obtient

x/(t)_/o %f(s,x(s),Sx(s))ds—i—cl,

en passant aux conditions aux limites que nous obtenons
1 1 1 b 1 X
- _ — 1—s)*
=3 {(a%—b)/g g1(x(s))ds b/o gQ(:L'(s))ds] +aF(oz)/0( ) f(s,x(s), Sx(s))ds
b? 1
[ syt sats). S(s)as.
0

+a2F(a -1

o= [ / *gala(s))ds — / 1gl<x<s>>ds} - ﬁ / (1L ) (s, 2(s), Si(s))ds

b

_m/o (1= $)°2f(s, 2(s), Sx(s))ds.
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Cette solution du probleme (4.1) est donnée par

z(t) = /Ot (t ;(2;_1f(s,x(s), Sx(s))ds + % [(a +0b) /01 g1(z(s))ds — b/o1 gg(:v(s))ds]
bt [0 () S0 s P [0 07 0060, 5600
2T tetenas = [ mtaonas] — s [0 -9 6,60 50060

bt o
~al(a - 1)/ (1= 8)" (s, 2(s), Swls))ds

t alt — a 1 + — at)(l s)a*1 b(b _ at)(l o S)a—2
/ { ) T AT = 1) ] f(s,2(s), Sx(s))ds
(b — at)( b(b—at)(1 — s)*2
+/t [ + a’l'(a—1) ] f(s,2(s), Sx(s))ds

1

+ % [(aa — )4 b) /Olgl(x(s))ds 4 (at - b)/o
:/OIG(t, s)f(s,x(s),Sx(s))ds—i—% {(a(l—t)—%b) /Olgl(x(s))ds—l—(at—b) /Olgg(x(s))ds},

na(s)) s

ou G est fonction de Green donnée par (4.3).
Selon le lemme (1.4.3), il est évident que la solution d’équation différentiel fractionnaire
(4.1) est la solution de I'équation intégrale (4.2). D’autre part, si x € C([0,1],R) est la

solution (4.2), alors

[ [t oo MO ) i)

+/t { — at) 1—sa 1 b<b;2a;2$__1§)a2

1 [(a(l—t)—kb)/ \(2(s))ds + (at — b) /01 (x(s))ds]

] f(s,x(s), Sx(s))ds

a—1

flovat s+ ([ atatsnis + [ atetonas).

e —1t t —5)%72f (s, 2(s), Sz(s s——1 1a — )t —5)272
V() = ey [ =9 () S = s [ a1 =t b

azx(0) + ba'(0) = /o g1(z(s))ds.

az(1l) + ba'(1) = /0 go(z(s))ds.
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o) = & (;) /0 RTEY (s,x(s),Sm(s))ds)

Tt [Na—1
d 0
= 17U f (. (1), S(h)).

2"(t) = DL (¢, x(t), Sx(t)) =0F D2 f (t,2(t), Sz(t)).
cDex(t) = I*722"(t) = [>*BEDZf(t, x(t), Sz(t)) = f (t,z(t), Sx(t)),
on peut conclure que “Dx(t) = f (t,z(t),Sz(t)) et x est la solution de équations

différentielles fractionnaires (4.1) La preuve est complete. m

4.2 Existence des Solutions

Supposons que f : [0,1] x E x E — E est continue, ¢g; : E — E,i = 1,2 sont des
fonctions continues et A : [0, 1] x [0, 1] — (0, 00), est continu.
Nous considérons les hypothéses suivantes.

(A7) : 1l existe des nombres réels positifs L; et Ly tels que
£t 2(t), Sz(t)) — f(t,y(t), Syl < Lillz — yl| + La||Sz(t) — Sy(t)|l,
sup |f(¢,0,0)| = fo, sup h(t,s) = ho.
0<t<1 t€[0,1]
Pour tout sous-ensemble borné A et B de F, nous avons

Y(f(t, A, B)) < Liv(A) + Loy (B),

ol 7 est une mesure de non-compacité.
(Ag) : I existe K; > 0, i = 1,2 tel que |g;(z) — g:(y)| < K;|x — y|, pour tout sous-

ensemble borné C' de E nous avons
v (9i(t, C)) < Kiy(C).
(A3) : Il existe My et My pour satisfaisant

lgr(z(@)] < My,

et
lg2(z(t))]| < Mo.
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(Ay) : Il existe 7o > 0, tel que

a+b
CL2

M ((L1 + hoLo)ro + fo) + (M + Ms) < 1,

et M =sup{||G(¢t,9)|, (t,s) € [0,1] x [0, 1]}.

Théoréme 4.2.1 Sous les hypothéses (A1) — (A4), le probléme (4.1) a une solution en

E, si

a+b
a2

M(Ly + hoLs) +

(K1 + Ky) < 1. (4.4)

Preuve.

Définir 'opérateur T : C([0, 1], E) — C([0,1], E)
Tx(t) = /0 G(t,s)f(s,x(s),Sx(s))ds + % [(a(l —t)+ b)/0 g1(z(s))ds
+(at — b)/0 @(x(s))ds] :

Il est clair que le probleme (4.1) a une solution en C([0, 1], E') si et seulement si 7" admet
un point fixe dans cet espace.

Nous allons donner la preuve de notre résultat principal en trois étapes.

Etape 1 : Nous montrons 'opérateur 7' dans F en lui-méme est continu.

Soit (z,), une suite dans E qui est convergente vers x € E, donc nous avons

1

|Tx,(t) — Tx(t)| = /o G(t, s)f(s,xn(s), Swp(s))ds + o) ((a(l —-b)+ b)/O g1(zn(s))ds

+at —b) /Olgg(xn(s))ds> —/OIG(t, ) f(s, 2(s), Sz(s))ds

- % ((a(l —B) 4+ b) /Olgl(x(s))ds + (at —b) /Ong(x(s))ds)‘
< [1GUAN1F (520(5) S00(5)) = Fs,0(6), S5 s

N {(a(l — )4 h) / 191 (2a(s)) — g1(w(s))] ds

Hat =) [ 1ga o) = gala(s) ds]

< NG I (Lallzn(s) = z(s)l| + LallSzals) = Sx(s)])

(a(l —t) + D) (at —b)

+ K lzn(s) = ()| + Koz llwa(s) — z(s)II
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alors

ITa(t) — To(t)] < (M<L1 FhoLa) + () + £2) b) I — oo

Depuis les fonctions f, g1,92 et h sont continus, alors ||[Tz, — Tz|| — 0 pour

n — oo, alors T" est continu.

Etape 2 : Soit B,, = {z € E, ||z]|c < 70}, pour certains ro > 0. Il est clair que

B,, est fermé, borné et convexe. Nous montrons 7" est l'opérateur de B,, dans

T0

lui-méme. Pour € B,, nous avons

T (t)| =

/0 G(t,s)f(s,z(s),Sx(s))ds + % ((a(l —t)+ b)/O g1(z(s))ds

(ot =0) [ utalo)s )

/ G(t, 5) (f(s, 2(5), S2(s)) — £(5,0,0) + f(5,0,0)) ds
= (( (1—t)+b)/ \(a(s ))ds+(at—b)/ (x(s))ds)‘
S/O G(t,8)[[f(s,2(s), S(s)) = f(5,0,0)] + [f(5,0,0)|ds

1
+?( (1—1) +b/|g1 ))|ds + at—b/|92 |ds)

< (L1 + hoLa)ro + fo) / Gt 5)|ds

¥ 25 (@l =) + DA, + (at — b))
< M ((L1 + hoLa)ro + fo) + (M + MQ)a: b

Par (A4) nous obtenons

IT2(®)loe < M (Ly +hoLa)ro + fo) + (My + My) ™ '

< ry.

Donc T(B,,) C By,.

Etape 3 : Pour un arbitraire § > 0 tel que |t, — 1| < 8,2 € B,, et t1,t, € [0,1].
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Supposns t; < to, nous avons

/0 (Glta, 5) — Gt1,5)) F(5.2(5), Sa(s))ds
+ ! ( (tz—m/o gl(x(s))ds—l—a(tl—tQ)/O QQ(x(s))ds)
l/”b’ G, ) |f(s. (). Sa(s))|ds

+ — (G‘tl — t2|/ ‘91 ’dS + Cl’tz — tl‘ / ‘gg ))’dS)

< (L1 + hoLa2)ro + fo) |G(ta, s) — G(t1, s)|| + L—:J\@)

|Tx(ty) — Tx(ty)] =

[ty — t1].
Comme t; — t; la partie droite de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro, ce qui
implique que T'(B,,) est équicontinu.

Soit W un sous-ensemble non vide de B, tel que W C cono(T(W)U{0}). Le sous-
ensemble W est borné et équicontinu, donc a partir du lemme (1.2.1), la fonction

w:t— w(t) =y(W(t)) est continu et pour ¢ € [0, 1] nous avons
w(t) =y (W(t)) <A(T(W(1))).

Ao = ([ 6t s.ato), setods + o (et =0 +0) [ atalo)as

+ ot =) [ tatos) )

slGwmﬁ@aa&mmw+§0wvﬂ+wlv@w@Ws
+wm—mlv@u@mw)
< [ Glt.s) LW a(s)) + Lar (SO (a(s)))] s

+% ((a(l _h+0) /01 Kiy(W (x(s)))ds + (at — b) /01 K2’Y<W($(S))>ds)

< (La+ hoL)G(t, 5)u(s) + 2 (K 4 Kou(s).
Alors

a+b
2 (K1+K2):|7

uwmswm@m+mm>

ce qui implique

a—l—b

l|w]| oo [1 - ((Ll + hoLo) M + (K + Kg)):| <0.
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Donc w(t) = 0, pour tout ¢ € [0, 1], et w(t) est relativement compact. D’apres le
théoreme Ascoli-Arzela W est relativement compact dans B,,. En conséquence et

d’apres le théoreme de Monch, T admet un point fixe.

Remarque 4.2.1 On peut obtenir le résultat du Théoréme (4.2.1) par lutilisation du
théoréeme de Darbo au lieu ['autre de Manch.

En effet, le changement commence a partir la derniére étape de la preuve, ot on a

Ao = ([ 6tes)sals), seeds + o (et =0+0) [ atalo)as

+ (at — b) /Olgg(m(s))ds)>

SAG%WNW@@ﬂmm%+%<Mhﬂ+®Av@@@Ws

%4m—mlv@mwmw)
< /0 G(t, s) [Liy (W (2(s))) + Lav(S(W (2(s))))] ds

+% (<a(1 _H ) /01 Kiy(W(x(s)))ds + (at — b) /01 KQW(W(x(S)))ds)

a+b
o2

< (Ly+ ho L) |G (2, ) [y (W (x(s))) + (K1 + Ka)y(W(x(s))),

ce qui implique

a+b
a2

v@mwmg@m+mmmu- <m+mﬂwwmm>

a+b
o2

YT (W)) < K(Ll + hoLo) M + (Kq + K2>>:| y(W).

On a
a+b

a?

<(L1 + hoLa)M + (K, + KQ)) <1

Alors d’aprés Théoréeme de Darbo’s, on en déduit que T admet un point fize solution du

probléeme (4.1).
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4.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer 'utilité de nos principaux
résultats.

Considérons le probleme des limites

3 sin x te=(s=1)
‘Dzg(t) = d 4.5
1(t) (t+7)2(3+sinx)+/0 g9 vls)ds: (4:5)
avec
L ging
0)+2(0)= [ ——= g
#(0) +2(0) /0 8 +sinx 5
et
! 1
1 (1) = —d
(1) + (1) /0 12 + sz
On a
sin te=(s=1)
t,x,St) = d
f(t, 2, Sz) (t+7)2(3+sina})+/0 49 #(s)ds,
e~ (5-1) sin sin
ht,s)= S __smr _ sz
(t,5) 49 1) 8 +sinz’ 92(2) 12 +sinz

pour (A;), nous obtenons

1
1f(t, 2, Sx) = f(ty, Sy)|| < Sllw =yl + Sz = Sy,

— 49
et
e
h(t < —
It s)l < .
ainsi (A;) est satisfait L; = 5 Ly=1et hg= % (As) nous obtenons

1
91(x) — g1 (y)]| < gllx -yl

et
1

192(z) — g2(y)[| <
. s 1 1
puis (As) est satisfait de K; = 3 et Ky = L

1 1
pour (Ajz) nous obtenons ||g1(z)|| < = et [[ga(x)]| < TR Si (As) est satisfait,

pour (Ay), nous obtenons fy = 0 effacer

a+b
a2

M((L1 + Laho)ro + fo) + (My + Mo)
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ro(l+e)\, 6 . 36
<(5 ) G E e

il sufit de choisir rq = 1.

Pour inégalité (4.4), nous obtenons

a+b l+e 6 36
Ly + Loho) M Ky + K, < 0
(L1 + Loho) M + a2 (i + K) < 49 (P(g)) 77

8(1+e) 36

SIS |

49\/E+77 ’

alors (A4) est satisfait.
En conséquence, toutes les hypotheses du théoreme (4.2.1) sont satisfaites, puis le pro-

bléme (4.5) a une solution en E.
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7 ] Ans ce mémoire. Nous avons discuté 1’étude d’existence des solutions pour certains

4 problemes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo dans
des espaces de Banach avec des conditions locales et non locales (intégro- diférentielle).
Pour prouver l'existence des solutions de ces quelques problemes, ot on se ramene au
probleme d’existence de point fixe dans de tel espace fonctionnel. Ces résultats ont été
obtenus par l'utilisation du théoréme de point fixe de Moénch basé principalement sur la
notion de mesure de non compacité.

Cette méthode est 'une des méthodes faibles pour prouves l'existence des solutions
du probleme des équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Nous prévoyons dans le future 1’étude qualitative de ces probléemes, en particulier, on
examinera la stabilité et le comportement assymptotique des solutions.

Les résultats présentés dans ce mémoire offrent naturellement de nombreuses perspec-
tives. La premiere est 1’étude des équations différentielles fractionnaires dont 'ordre de
dérivation est compris entre 2 et 3. La deuxiéme perspective envisageable serait 1'étude
des équations inclusions differentielles d’ordres fractionnaires avec retard fini et infini,
ainsi que la stabilité des solutions de ces équations.

Finalement, une perspective, qui semble étre, une continuité logique de ce travail, est

le développement de modeles numériques correspondant aux problemes présentés dans ce

travail.
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Abstract

The fixed point principle is so important in the study of several non linear differential equations,
particulary, problems of existence and uniqgeness.

In this memory, we present several existence results for certain classes of differential equations
of fractional order in the sense of Caputo, These results were obtained by using the fixed
point theorem Monch combined with the measure of non compactness

Key words and phrases : fractional differential equations, existence of solutions,caputo
fractional derivative, the fractional order integral, fixed point, measure of non compactness.
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Résumé
Le principe de point fixe est tres important dans la résolution de plusieurs équations différen-
tielles non linéaires, en particulier, dans I’étude de I'existence et de 'unicité.
Dans ce mémoire, nous présentons plusieurs résultats d’existence pour certaines classes d’équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo, Ces résultats ont été obtenus par
I'utilisation du théoreme de point fixe de Ménch combiné avec la mesure de non compacité .

Phrases et mots clés : équations différentielles fractionnaires, existence de solutions, dérivée
fractionnaire de type Caputo, intégral fractionnaire, point fixe, mesure de non compacité.
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