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Notations générales

[]  ensemble des combinaison linéaires.
.|| norme.
B(xo,r) ={z;|| x —x0 ||[< r} boule ouverte, centrée en z¢ de rayon r.
Bp(xo,r) ={z;|| x —x0 ||[< 7} boule fermée, centrée en xy de rayon r.
d(.,.) une distance.
(.,.) produit scalaire.
H espace de Hilbert.
| .| module.
A1+ orthogonal de A.
T~ inverse d’un opérateur 7.
I; opérateur identité.
ker(T) noyau de lopérateur T'.
Im(T) image de opérateur 7.
La(X,Y) espace des opérateurs linéaires de X dans Y.
L(X,Y) espace des opérateurs linéaires borné de X dans Y.
L,(X) ensemble des opérateurs linéaires réguliers de X dans X.
L.(X,Y) ensemble des opérateurs linéaires compacts de X dans Y.
X' espace dual de X.
G(T) graphe de l'opérateur T.
T* opérateur adjoint de 'opérateur 7.
(T') ensemble spectrale de 7.

o
p(T) ensemble résolvante de 7.

op(T) ensemble spectre ponctuel.
o.(T) ensemble spectre continu.
o.(T")  ensemble spectre résiduel.

M,(R) ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

Q CR™ ouvert.

LP()) = {u mesurable sur Qet [ |u[P<oo} 1<p< oo}

L>*(Q) = {u mesurable sur Q et il existe C tel que | u(x) |< C presque partout sur Q}.
C(£2)  espace des fonctions continues sur €.

C.(Q) fonctions continues & support compact dans §.

C*(Q)  fonctions k fois contintiment différentiables sur © (k entier > 0).

iv



Introduction

La théorie des opérateurs linéaires d’un espace de Hilbert vers autre constitue un lieu de rencontre
privilégié pour diverses disciplines des mathématiques. Les opérateurs linéaires continus d’un espace
vectoriel de Hilbert vers autre forment une classe assez particuliere des opérateurs linéaires d’un espace
vectoriel normé vers autre .

L’étude des opérateurs linéaires continus d’un espace de Hilbert dans autre espace Hilbertien . demande
de définir ainsi les opérateurs adjoint d’un opérateur linéaire continu d’'un espace de Hilbert qui est
aussi un opérateur linéaire continu ,posséde les mémes propriétés de 'opérateur linéaire original. Aussi
les opérateurs inverses d’'un opérateur linéaire continu inversible d’un espace de Hilbert qui est aussi
un opérateur linéaire continu.

Dans ce mémoire, nous allons traiter quelques notions et applications et propriétés structurelles des
opérateurs linéaires continus inversibles d’un espace vectoriel normé de Hilbert vers autre .

Ce travail est composé de 3 chapitres :

- Le premier chapitre est consacré au rappel sur les espaces et sous espaces linéaires aussi les
ensembles linéairement indépendants ,sous-espaces engendrés. On expose rappel sur les espaces mé-
triques, et les espaces normés ,et sur les espaces de Hilbert, on parlera sur quelques propriétés fon-
damentales de I'orthogonalité : I’égalité de parallélogramme ,aussi le théoréme de la projection ortho-
gonale d’un point quelconque sur un sous ensemble fermé et convexe de cet espace de Hilbert. Dans
le deuxiéme chapitre, on présente les définitions et les propriétés générales des opérateurs linéaires
continus d’un espace vectoriel normé vers autre espace vectoriel normé.

En particulier on met ’accent sur quelques propriétés des opérateurs linéaires continus inversibles d’un
espace vectoriel normé vers autre et 'inégalité de I’énergie. On donne quelques exemples des opéra-
teurs linéaires continus inversibles , la transformation inverse est linéaire mais n’est pas en général
continue.

La famille des opérateurs linéaires continus d’un espace vectoriel normé vers autre constitue aussi un
espace vectoriel normé | qui nous permettra de définir opérateur adjoint de cet opérateur linéaire
continu qui est aussi linéaire continu et qui ont le méme norme.

L’ensemble des opérateurs linéaires continus inversibles d’un espace vectoriel normé dans lui-méme un

espace vectoriel normé.



Dans ce deuxiéme chapitre, nous étudierons les applications linéaires définies sur un espace linéaire

sur R ou C que nous appelons les fonctionnelles linéaires. Apres avoir introduit quelques résultats
généraux (partie 1), nous nous limitons dans cette partie a ’ensemble X’ des fonctionnelles linéaires
continues sur un espace normé X ou de Hilbert. On appelle X’ I’espace dual topologique de X et X'
est lui-méme un espace de Banach.
Dans la troisieme partie de deuxieme chapitre on étudiera Les opérateurs linéaires continus d’un espace
de Hilbert dans autre espace de Hilbert ,on parlera aussi sur les opérateurs adjoints des opérateurs
linéaires continus d’un espace de Hilbert vers autre espace Hilbertien, la composé de deux ou plusieurs
opérateurs linéaires continus est aussi opérateur linéaire continu. On parle ainsi sur les opérateurs
linéaires continus auto adjoints d’un espace de Hilbert vers autre espace Hilbertien et leurs propriétés
structurelles.( inverse d’un opérateur linéaire continu )

- Le troisieme chapitre s’occupe de deux applications sur ce qui nous avons étudié dans les deux

chapitres précédant, ces application sont illustrées par les propriétés structurelles citées aux chapitre
un et chapitre deux.
La premiere application concerne des résultats trouvés sur les opérateur associés a un opérateur
linéaire, et leurs propriétés structurelles. des opérateurs de projection et leur étude est important car
ils constituent les éléments simples en lesquels se décomposent naturellement les opérateurs hermitiens.
La deuxieme application s’occupe principalement sur I’étude des valeurs propres d’un opérateur linéaire
continu d’un espace de Hilbert dans autre espace de Hilbert, nous sommes intéressés a savoir pour
quels valeurs propres 'opérateur résolvant associé est inversible, il est a noter que I'espace de Hilbert
est toujours sur le corps de nombres complexes.

Le manuscrit se termine par une conclusion .



Chapitre 1

Préliminaires

Le premier chapitre est consacré au rappel sur les espaces et sous espaces linéaires aussi les en-
sembles linéairement indépendants , sous-espaces engendrés . On expose rappel sur les espaces mé-
triques , et les espaces normés , et sur les espaces de Hilbert , on parlera sur quelques propriétés
fondamentales de 'orthogonalité : 1’égalité de parallélogramme , aussi le théoréme de la projection

orthogonale d’un point quelconque sur un sous ensemble fermé et convexe de cet espace de Hilbert.

1.1 Espaces et sous-espaces linéaires

Définition 1.1.1  Un espace linéaire (vectoriel) X sur le corps K est un ensemble non vide des

éléments x,y, ..., appelés vecteurs, muni de deuzr opérations.

1. La premicre opération, l'addition, est une opération interne pour laquelle X devient un groupe

abélien. Il existe donc une application X x X — X, notée
(z,y) = = +y,

qui a les propriétés suivantes : pour tout x,y,z € X
(a) 2+ (y+2)=(x+y)+=2 (associativité).
(b) Il existe en X un vecteur 0, le vecteur zéro, tel que pour tout x € X on aura x+0 = 0+x = z.

(c) Pour tout x € X, il existe dans X un vecteur (—x), l'opposé de x,
tel que x + (—z) = (—x) +x = 0.
(d) z+y=y+zx (commutativité).
2. La deuxieme opération, la multiplication des vecteurs par les scalaires est donc une opération

externe. C’est Uapplication K x X — X, notée (o, ) — ax, qui posséde les propriétés suivantes :

pour tout x,y € X et a, f € K
(a) SileK alors lx = x.

(b) (aB)z = a(Bz) (associativité).



(c) (a+ B)xr = ax + Bz (distributivité par rapport a la somme des scalaires ).

(d) a(x+y) =ar+ ay (distributivité par rapport a la somme des vecteurs ).

Définition 1.1.2  Soit X un espace linéaire sur le corps K. Sous-espace linéaire de X est un sous-
ensemble X1 C X qui forme lui-méme un espace linéaire, sur le méme corps K, par rapport aux
opérations de X restreintes d X.

On peut vérifier facilement que X1 C X, Xy # 0, est un sous -espace linéaire de X si et seulement si
Ve,y e Xy = (x+y) € Xy.

et

Vr € Xi,Va € K = ax € X].

Exemple 1.1.1 R?(+, x) est espace vectoriel
1. (yy)+ @ +y)=(x+2,y+7v)
a(z,y) = (ar, ay)
2. Cl0,1]=A{f,f:]0,1] = R, f continue }
est un espace vectoriel sur R
E={ffeCl0,1],f(z) =1}
n’est pas un sous espace vectoriel sur C|[0,1], En effet
YVaoe EVf,pe E af+pekFE
af + p est continue
(af +p)(x0) = af(zo)+ p(xo)
= a+l1
=af+p¢E
Exemple 1.1.2  Soit N,, = {1,2,--- ,n} Uespace linéaire F(N,,K) est noté K". Chaque vecteur
r € K" est déterminé par n nombres de K, (1 = 2(1),(2 = x(2),- -+, = x(n). Les éléments de K"

sont des n-uples x = (C1,C2,++ ,Cn)-

SZ.’E - (C17C27"' 7Cn) ety = (77177727'” 77771)7 CLZO’I’S

$+y:(fl+7717C2+7727"' 7<7L+77n)

et
oar = (agl,aCQ, e ,OéCn)

L’élément nul est 0 = (0,0,---,0) et l'opposé de x est

—T = (*Cla 7<2; e 77Cn)



1.2 Ensembles linéairement indépendants,sous-espaces engendrés

Définition 1.2.1  Soit X un espace linéaire sur K et A = {z1,z2,...,2,} CX

n
Z QT (1.1)
k=1

S’appelle une combinaison linéaire. Les éléments oy, ao, ...,an, € K, s’appellent les coefficients de la

combinaison linéaire.

sur A.
Définition 1.2.2  Soit A = {z1,x2,3,...,2,} un ensemble fini contenu dans X.

n
L’ensemble fini A est linéairement indépendant < <Z aprr =0=> a1 =0,a0 =0, ...,ap, = O) .
k=1
(1.2)
n
c-a-d da; # 0 tel que > apxr =0
k=1

Dans le cas contraire A est linéairement dépendant.

Exemple 1.2.1  Dans l’espace linéaire C([a,b]) a < b, 'ensemble A = {1,t,t%,#3} est linéairement
indépendant.
En effet, la relation agl + ait + ast? + azt® = 0 pour tout t € [a,b] entraine a; = 0,i = 0,1,2,3. Par

convention, on considéré I’ensemble vide () comme étant linéairement indépendant.

Définition 1.2.3  Un sous-ensemble B de X s’appelle une base algébrique de l’espace linéaire X si :
1. B={x1,x9,...,2,} est un ensemble linéairement indépendant.

2. [B] =X, i.e. le sous-espace linéaire engendré par B est X.
n
c-a-dVxr € X dag+as+ -+ a, €K tel que x = > apxi
k=1
1.3 Espaces métriques

Définition 1.3.1  Soit X un ensemble quelconque non vide. Une semi-métrique, ou semi-distance,

sur X est une application

d:XxX—->R
telle que, pour tout x,y,z € X on a
c1) d(z,y) >0, (propriété de mnon-négativité).
) xz=y=d(z,y)=0, (propriété d’identité).
c3)  d(z,y) =d(y,z), (propriété de symétrie).
cy) dz,y) <d(z,z)+d(zy), (inégalité de triangle).



L’ensemble X muni d’une semi-métrique d s’appelle espaces semi-métrique que nous notons par (X, d).

Définition 1.3.2  Soit X un ensemble quelconque non vide. Une métrique ou encore une distance
sur X est une semi-métriqgue d : X x X = R, telle que

¢s). d(z,y) = 0 implique © = y.

L’ensemble X muni d’une métrique d s’appelle espace métrique, noté par (X,d) .

Exemple 1.3.1 d(z,y) = 15;@?}' est une distance sur R, car pour tout x,y € R on a :

1. d(z, y)_0<:>1f|xy|y|—Oﬁ\x—y]:0<:>x:y.

o3l _ |-ty _ ly—g]
2 d(@,y) = TRy = T-ily—al = Trh—al =~ 4 2)-

3. Pour vérifier la propriété cq), il est suffisant d’observer que pour tout | x—y |,| y—=z |,| x—z |> 0,
tels que |z —z |<|z—y|+|y—=z], ona

2=z _ lz—yl+ly—=2] _ [z—y] ly—=|
I+lz—z| " 1+|e—y|+|y—2]|  1+|z—y| 1+|z—y]

Définition 1.3.3 On dit que deux distances di, dy sur un ensemble E sont équivalentes s’il existe

deuz constantes réelles 5> o > 0 telles que :
adi(z,y) < dy(z,y) < Bdi(z,y), pour tout x, y € E.
Exemple 1.3.2 Soit d;,i = 1,2,3 une famille de deux distance sur E; on pose
E =F x 5 x E3

Et on définit sur le produit cartésien E X E deux distances comme suit

D1 (z,y) = sup{di(z,y); d2(x,y); d3(z,y)}
Dy (z,y) = di(z,y) + da(z,y) + ds(, y)

Ds(z,y) = \/d?(@% y) +d5(z,y) + di(z,y)

Pour tout © = (x1,z2,...,2,) et y = (y1,Y2, ..., Yn) de E.

Ona :
3

sup d xl’yl Z xuyz < 3 sup d; (xz’yz)
1<e<3 1<:<3

donc

D1 (z,y) < Do(z,y) < 3Di(z,y).

Alors D1 et Do sont équivalentes, telles que o =1, 5 = 3.
Ona :

Di(z,y) < di(z,y) + d3(z,y) + dj(z,y) = D3(z,y)
= D1 < D3 < V3D

Alors Dy et Ds sont équivalentes, telles que oo =1, B = /3.



1.4 Espaces normes

Définition 1.4.1  Soit X un espace linéaire sur K. On appelle semi-norme pour X, une application

p: X = R, telle que pour tout t,y e X et A€ K on a :

Ny) p(x) >0, (propriété de non-négativité).
No) p(Ax) =| A | p(x), (propriété d’homogénéité absolue).
N3) p(x+y) < p(x) + p(y), (propriété de sous-additivité).

Il est possible que p(x) =0 et = # 0.

L’espace linéaire X muni d’une semi-norme s’appelle espace semi-norme.

Définition 1.4.2  Soit X un espace linéaire sur K. On appelle norme sur X, une application
|- |: X — R*, telle que || . || est une semi-norme pour X et de plus

Ny) || = ||= 0 implique x = 0.

Un espace linéaire X muni d’une norme s’appelle espace normé, noté par (X,| . ||).

Exemple 1.4.1 E = C([0,1])on pose :

LAl f Nloo= max |f(z)].

z€[0,1]

1
201 f = [ 1/ @lde.

3. f llo= /Sy | (=) ? da.

|- loos Il - ll1s ]l - [l2 sont des normes définies sur C10, 1]

Définition 1.4.3  On dit que deuz normes ||.||1, ||.||2 sur un ensemble E sont équivalentes s’il existe

deuz constantes réelles § > a > 1 telles que
allz i<l @ ll2< B[ @ |1, pour tout x € E.

Définition 1.4.4 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace linéaire normé complet.

Note : On dit qu’'un espace normé (X,|| . ||) est complet si toute suite de Cauchy de (X,|| ||) est
convergente dans (X, || []).
Exemple 1.4.2  L’espace E = C([-1,1],|| ||so) U'espace des fonctions continues sur [—1,1] est un

espace de Banach.
en effet

Soit (fn)n est une suit de cauchy dans (E,|| ||oo) c-a-d
Ve > 0,3ng,Yn,m >ng  ||fn — fmlloo < €= |fn — fin| <€

mais (R, | |) est un Banach



fneE=fekFE
fn = flloo = sup |fu(z) — f(2)] =50
—1<x<1

donc

fol5 f

n—oo

donc (E,|| ||so) est un Banach

1.5 Espaces de Hilbert

Définition 1.5.1  Soit X espace linéaire, s’il existe un nombre complexe x,y pour tout couple de

vecteurs = et y dans X qui vérifie les conditions suivantes :

1. Vx € X, (x,z) > 0.

2. VreX, (x,z) =0 2 =0.

3. Ve,yeX, (z,y) = (y,z).

4. Vr,y,2€ X, (x +y,2) = (x,2) + (y,2).
5. Vrx,yeX, VieC Az, y) = Mz, y).

Alors (x,y) est dit produit scalaire de = et y, et on note par (z,y).

Un espace linéaire muni d’un produit scalaire est appelé un espace préHilbertien.

Définition 1.5.2 Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport a la norme induite par
un produit scalaire. En d’autres mots, un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est

induite par un produit scalaire.

Exemple 1.5.1 L%([0,1]) = {f : [0,1] = R, (J{ f2(z)dz)2 < oo}

<fg>= [ S

1= ([ Paar)

(L%([0,1]), < >) est un espace de Hilbert.

et

Jun

Proprietées générales

Pje Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour touts z,y € H, on a

(@, )] < /(@ 2)0/ (Y, v)- (1.3)



Preuve. L’inégalité (1.3) est trivialement satisfaite si (z,y) = 0.

Nous supposons donc que (x,y) # 0. Alors nous obtenons

0 v @y . (zy)y )
TV ma) [z )V ) Vi) [z y) V()
oo Ayl Ly

B Vi, )/ (Y, y)

donc

2[(z, )|

Vi, )/ (Y, y)

Awu)

Vi, 2) /(YY) ~
= [(z,y)| < /(@ 2)\/ (v, y).

0<1— +1=

Corollaire 1.5.1

(@, ) + (y, ). (1.4)

N | —

[z, 9)| <

Preuve.

2

0< (i)~ = ( <x,x>)2+ (Vi) 2/l
> i < 5 (Vo) + (Vo))

d’aprés Uinégalité de Cauchy-Schwarz (1.3)

[z, 9)| < 5 ({2, 2) + (5, 9)-

DO |

Pe Inégalité de Holder La stricte concavité de la fonction logarithme est & la base de la démons-
tration de l’inégalité de Holder, cette derniere inégalité permettant de montrer que pour tout

réel p > 1 ’application

N\
v el = (Z m\p)
=1

défnit une norme sur R"(ou C™). Dans ce qui suit on désigne par p et g deux réels strictement

positifs tels que

Théoréme 1.5.1 ( L’inégalité de Holder) Pour tous vecteurs x,y dans C" et ;1) + % =lona:

S aii| < (zmrp) (zw)
i=1 =1 =1

L’inégalité de Holder s’écrit, en notant (x,y) le produit scalaire hermitien canonique de C"

[z, )| < [lllpllyllq

et cette inegalite est encore valable pour p =1 et ¢ = +00. Pour p = q = 2 on retrouve [’inegalite

de Cauchy-Schwarz.



P3e  Loi du parallélogramme : Pour tout z,y € X,on a
lz+y >+ e —yl*=2(l=” + Iy [I*). (1.5)
Pye Corollaire
I xa+ py 12+ [ Az = py [P= 2072 |2 * +ul® [y 1. ¥ApeC
C[0,1],]| ||oc) ne verifie pas la loi du parallélogramme

Théoréme 1.5.2 [5]  Soit X est un espace de Hilbert (i.e. sa norme est induite par un produit

scalaire) si et seulement si pour tout x,y € X, on a

lz+y P +llz—y P=20« I+ Iy 7).

Le produit scalaire est unique, et on a

1 , . : ,
o @y =gUletylP—lz—yl*+illz+iy|* =iz —iy [*).

1
o ||l = (z,2)2

Théoréme 1.5.3  Soient H un espace de Hilbert, A C H un ensemble non vide convexe et fermé et

xUEH\A.

Alors , il existe un et seulement un yo € A, tel que || zo — yo ||= in£1 | zo—y || .
ye

Preuve.

a) Montrons que || zgp — yo ||= d. Nous avons

1 .
d <l wo —yo < zo —yn |l + [l yn — w0 < d+ — +e, sin > no(e),
d’ou
| zo —yo ||=d.

b) Il nous reste ¢ montrer 'unicité de yo. Soit zp € A, tel que || zo — yo ||= d. En utilisant la loi du

parallélogramme (1.5) , on a

I z0 = yo [I>=II (20 — 20) = (30 — @0) ||
=2 20— 20 [I” +2 [l yo — zo ||* = I| 20 + yo — 220 |°
=4d* -4 me—xg < 4d* — 4d* = 0.

D’ou Z20 = Yo-
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1.6 Orthogonalité

Définition 1.6.1  Soit H un espace de Hilbert.

Deuz vecteurs x,y € H sont orthogonauzx si (x,y) = 0, on note z_Ly.

Remarque 1.6.1  La relation d’orthogonalité possédé les propriétés suivante :
1. OgLlx pour tout x € H.
2. zly=ylx.
3. xlx = x = 0f.

4. xlay,, neN, et lim || z, —x0 ||= L.
n—oo

Définition 1.6.2 Considérons deux ensembles Ay et As non vides d’un espace de Hilbert H.
Nous disons que Ay est orthogonal a As, noté par A1 1L As, si pour tout x € Ay et pour tout y € As
on azly, ca.d. (z,y) =0.

Théoréme 1.6.1  Si A est un ensemble non vide d’un espace de Hilbert H, alors
At ={z;z cH, etxlA}

est un sous-espace linéaire fermé de H.

A+ s’appelle la complément orthogonal de A.

Preuve.
Observons d’abord que A # (§, puis que au moins Oy € A+. Soient z1,20 € A+ ; A\, o€ Ketyc A
alors

(A1x1 + Ae2x2,y) = Ai{z1,y) + Ao(x2,9y) =0

donc Aiz1 + Aoz € AL et A+ est un sous-espace linéaire de H.

Soit maintenant zg € AL alors il existe une suite {z,; n € N} C At telle que li_)m | zn — x0 ||= 0.
n—,oo

Nous avons pour tout y € A

(z0,y) = lim (zn,y) = 0.

Donc zg € A+ et AL est un sous-espace linéaire fermé.

Définition 1.6.3  Un ensemble non vide A d’un espace de Hilbert est un systéme orthogonal si :

pour tout x,y € A,x #y, onazx Ly.

Définition 1.6.4  Un ensemble E = {e;;i € I} d’un espace de Hilbert H est un systéme orthonor-

mal st :



(r,y) =0<==z Ly.

(@,z) = |

Exemple 1.6.1 C"{(21,22,23,...20)/2; € C,j =1,2,...,n}
n
(21,22, 28, .- 2n), (W1, W2, w3, ... wWy)) = D 2Wy
k=1

est un produit scalaire

e =(0,...,0,1,0,...,0),e1 = (1,...,0,0,...,0),en = (0,...,0,0,. ..

{e;}i est un systéme orthogonale ,en effet

(es,e5) = ((0,0,...,0,1,0,...),(0,0,...,0,1,0,...))

12



Chapitre 2

L’opérateurs linéaires continus

Dans le deuxieme chapitre, on présente les définitions et les propriétés générales des opérateurs
linéaires continus d’un espace vectoriel normé vers autre espace vectoriel normé. En particulier on
met 'accent sur quelques propriétés des opérateurs linéaires continus inversibles d’un espace vectoriel
normé vers autre et I'inégalité de 1’énergie. On donne quelques exemples des opérateurs linéaires
continus inversibles ,la transformation inverse est linéaire mais n’est pas en général continue. La
famille des opérateurs linéaires continus d’un espace vectoriel normé vers autre constitue aussi un
espace vectoriel normé , qui nous permettra de définir 'opérateur adjoint de cet opérateur linéaire
continu qui est aussi linéaire continu et qui ont le méme norme. L’ensemble des opérateurs linéaires
continus inversibles d’un espace vectoriel normé dans lui-méme un espace vectoriel normé. Dans ce
deuxiéme chapitre, nous étudierons les applications linéaires définies sur un espace linéaire sur K que
nous appelons les fonctionnelles linéaires. Apres avoir introduit quelques résultats généraux (partie 1),
nous nous limitons dans cette partie a ’ensemble X’ des fonctionnelles linéaires continues sur un espace
normé X ou de Hilbert. On appelle X’ ’espace dual topologique de X et X’ est lui-méme un espace de
Banach. Dans la troisieme partie de deuxiéme chapitre on étudiera Les opérateurs linéaires continus
d’un espace de Hilbert dans autre espace de Hilbert ,on parlera aussi sur les opérateurs adjoints des
opérateurs linéaires continus d’un espace de Hilbert vers autre espace hilbertien, la composé de deux
ou plusieurs opérateurs linéaires continus est aussi opérateur linéaire continu. On parle ainsi sur les
opérateurs linéaires continus auto adjoints d’'un espace de Hilbert vers autre espace hilbertien et leurs

propriétés structurelles.( inverse d’un opérateur linéaire continu )

2.1 Opérateurs linéaires sur un espace normé

Dans ce paragraphe, nous donnons des caractérisations des opérateurs linéaires continus.

soient (X, . |lx) et (Y,]|| . |ly) deux espaces normés sur le méme corps K.

Définition 2.1.1  Soient X et Y deuz espaces linéaires sur le méme corps K.

13



Une application T : X — Y est additive si :

T(.%'l + 1'2) =Tz 4+ Txo

pour tout x1,xs € X.

Une application T : X — Y est homogéne si :
T(A\z) = \T'z.

pour tout A € K et z € X.
Une application T : X — Y est linéaire si elle est additive et homogéne.

En d’autres termes, lapplication T : X — Y est linéaire si et seulement si
T()\l‘l + 1'2) =NTlx1 +Txo

pour tout A € K et 1,z € X.

Notons par L,(X,Y) l’ensemble des opérateurs linéaires de X dons Y.

Exemple 2.1.1 1. Soit X = L%([0,1]) et
T:X—-X
1
f—Tf(x) :/0 (@ —D)f(t) dt.
En effet
1
T+ 12)(@) = [ (&= OOAE0) + folt) d
1 1
:)\/0 (x—t)fl(t)dt+/() (@ — 1) folt) di
= AT(f1)(z) + T(f2)(2).
2. L’opérateur de multiplication :

M:X—-X
= Mf(z)=a- f(z) Vzel0,1].

3. L’opérateur de Volterra :

Vv o([0,1]) - €((0,1])
fo Vi) = /Owk(x,t)f(t)dt.

ot k(x,t) est une fonction en x et t (noyau).

14



Exemple 2.1.2  L’application T : C;°(R) — C;°(R)

donnée par

@i =L

est un opérateur linéaire.

Cp°(R) désigne l’ensemble de fonctions infiniment dérivables et bornées sur R.

Notations :

e  On notera ker(7T') le noyau de l'opérateur T'; i.e.
ker(T) = {z € X; Tz = 0}.

Et aussi noté parfois N(T').
On remarque ker(7) C X; Im(T) C Y

e Im(T) désignera 'image de X par T'. On le notera aussi TX; i.e.
Im(T) ={Tx; » € X}
Et aussi noté parfois R(T).

Théoréme 2.1.1  Soit T un opérateur linéaire T : X — Y. Alors
i) T(0) = 0.

ii) TX est un sous-espace linéaire de Y.

iii) ker(T) = {x € X;T'z = 0} est un sous-espace linéaire de X.

iv) T est une application injective si et seulement si T'(x) = 0 entraine x = 0, i.e. ker(T) = {Ox}.

Preuve.

i)  Nous avons

T0)=T(z+ (—)) =T(x) + T(-x) = T(x) — T(z) = 0.
ii)  Soient y1,y2 € TX tels que y; = T'(x1) et y2 = T(x2). Pour tout «, 5 € K, on a
ayr +y2 = o' (z1) + T(x2) = T(az1 + x2).

Donc ay; +y2 € TX.
iii)  Soient x1,x9 € ker(T) et a € K, alors T'(ax;+x2) = T (x1)+T(x2) =0 = ax1+z2 € ker(T).

iv)  Soit T une application linéaire injective. Alors = # 0 entraine T'(z) # T'(0) = 0, donc ker(T") =
{0x}. Supposons maintenant que ker(7T") = {Ox}. Alors T'(x) = 0 entraine x = 0, donc T est
injectif, parce que si x1 # x9 alors x1 — x9 ¢ ker(T'), donc T'(x1 — x2) # 0, d’ou T'(z1) # T(x2).
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Définition 2.1.2 Soit X et Y deux espace linéaire ett : X — Y un opérateur linéaire, T' est inversible
sur TX si et seulement si : T injective.

et T=H:TX — Y, T y)=2 = y=T(z)

Théoréme 2.1.2  Soit X et Y deuz espaces linéaires sur le méme corps K et T : X — Y un opérateur
linéaire. Alors T est inversible sur TX et T~ : TX — X est opérateur linéaire si et seulement si T

est injectif.

Preuve.
a) Pour tout y;,y2 € TX, il existe un seul x; € X et un seul 29 € X tel que y; = Ty et yo = Tas
alors, pour tout A\, u € K

T(Ax1 + pre) = Ay1 + py2 € TX.

Donc
T~ (Ay1 + py2) =Ax1 + pws

=AT Ly + pT .

donc T~ est linéaire .
b) Si T~! existe = T est injectif.
T est injectif = T~ existe sur TX

2.1.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 2.1.3  L’opérateur linéaire T € Lo(X,Y) est borné s’ il existe un nombre M > 0, tel que
| T fly< M ||  [|x . (2.1)
Pour tout x € X.

Exemple 2.1.3 1. 1:C([0,1]) — C([0,1])
est bien borné car :

[ Lz =]z <M z[; vM > 1.

2. L’opérateur de multiplication T' défini sur l'espace C([1,2]), alors :

I Tf [l = sup [Tf(z) ]|
xz€(1,2]

= sup |z f(z) |
z€(1,2]
<2 f| (M=2) vfec(2).
Définition 2.1.4  L’opérateur linéaire T' est continu d xg € X i :

Ve>0,30 >0, Ve e X |[[z—zg|x<o=|Tx—Tz |v<e (2.2)
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Puis que la continuité de T peut étre caractérisée par les suites, T est continu a xy si pour toute suite
{zn; n e N} C X telle que :

lim || z, — o ||x=0.

n—oo
On a
lim || Tz, — Txo ||y=0.
n—oo
en effet

| Tan —Txo Iy < || 20 — 20 |Ix

= nh_{lgo | Ty —Txo ||ly=0

Théoréme 2.1.3  Soit zg € X quelconque, si T € Lqo(X,Y) alors on a :
Test continu en xg < T est continu sur X.

Preuve.
T est continu en zy < { lim ||z, — 2o |[x=0= lim || Tx, — Tz ||y= 0} . Soit x € X quelconque il
n—oo n—oo

suffit de montrer que :

. / . /
Jim ||z, — 2 [lx=0= lim || Tz, — Tz [jy= 0.

. / . /!
Jim |z, — 2 |lx= 0« lim | (z, -2+ x0) — 20 [[x= 0.

On pose y, = (x,, — x + ) on a T est continu en zy = lim | Tyn, — Txo ||y=0, i.e.
n—0o0o
lim || T(z,, —x + z0) — Tz |ly=0

n—oo
= lim || Tz, — Tx + Txo — Txo |ly=0= lim || Tz, — Tz |jy=0.
n—oo n—oo
Donc T est continu sur X.
Définition 2.1.5  Lopérateur T : X — Y est dite uniformément continu si :
Ve > 0,30 >0,Vr,y €X ||z —y|x<o=|Tz—-Ty ||y<e (2.3)

o ne dépend pas de €.

Définition 2.1.6 (Application lipschitzienne) Si k est un réel positif, on appelle application

lipschitzienne de rapport k, toute opérateurs T vérifiant :
[Tz —Ty[ly<kllz—ylx.

Eventuellement on précise : k-lipschitzienne.

tout application lipschitzienne et borné donc continu .
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Exemple 2.1.4  Soit E C (R4, |.|), on définit l'opérateur T par :

T<m):1f—x
On aVxr € Ry
T@ =T = |15~ 14y
|x(1+y)—y(1+x)|
1+2)1+y)
_ |:U+acy—y—yx|
(1+2z)(1+y)
__le—yl
(1+y)(1+2)
< lz-yl

C’est-a-dire T' est lipschitzienne de rapport 1 sur R..

On remarque T est non linéaire .

Remarque 2.1.1 [l est clair que, siT est lipschitzienne alors, T est uniformément continu mais le
contraire n’est pas toujours juste, par exemple lopérateur T : ]0;1] — R qui est définie par Tz = \/z

est uniformément continu sur Ry, mais elle est non lipschitzienne.
Théoréme 2.1.4 T € L,(X|Y) est continu <= T est borné .

Preuve.

a) Soit T un opérateur linéaire borné et soit xy € X quelconque. La relation (2.1) appliquée & (x — xq)
| T(x) = T(zo) ly=I T(x — o) [[y< M || x — zo [|x -

montre que T est continu a xy et donc sur X.

b) Montrons que (2.2) entraine (2.1) en vérifiant que non (2.1) entraine non (2.2). Supposons donc

qu’il existe des vecteurs x,, € X, || zp, [[x=1 tels que
| Tan [ly> 7 || 24 [x=n.

La suite {y, = %; n € N*} converge vers 0 .
I Tyn =11 T(22) 1= 5 | Tan [| 2000 0 = T/(0)
= T n’est pas continu

T0)=0,yn =0, Ty, » T(0) =0

Exemple 2.1.5  Soit T € L,(C;°(R)), Cp°(R)) défini par

Tf(t) = d{lf).
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Pour tout f € Cy°(R). Alors nous avons pour f(t) =sinnt, || f |lo=1 et || T'f ||=| ncosnt ||o=n,
oTAf+9)=Nf+9) =XM"+¢g soncT linéaire

o f,(t) = sin(nt)

| fr lloo=sup;er(sin(nt)) =1 = {fn}n est borné

T (fn) = (sin(nt)) = ncos(nt).

I T(fn) lloo=n — o0

=T est non borné donc non continu

Notons par L(X,Y) C Lo(X,Y) l’ensemble des opérateurs linéaires continus de X dons Y. Observons
d’abord que L(X,Y) # 0, puis que au moins 'opérateur nul 0 € L(X,Y). Nous donnons maintenant

des caractéristiques différentes pour un opérateur linéaire continu.

Théoréme 2.1.5  Soit T € L,(X,Y). Les énoncés suivants sont équivalents
1) T est continu a 0.

2) T est continu sur X.

3) T est uniformément continu sur X.

4) IM >0 : || Tz |[y< M || z ||x, pour tout z € X.

5) M >0 : | Tx ||y< M, pour tout z € Bp(0,1), i.e. {Vx € X;|| z ||x< 1}.

Preuve.
5) =4)
x =0 :4) est vérifié

x#0: 2= € Bp(0,1) donc

[EI
T
1T
I 1x
1
= —— || Tz |y < M
I lx

S| Tz ly <M|zlx VzeX—{0x).

) lly <M

4) = 3)
T est uniformément continu < Ve > 0,3\ > 0 tel que Vz,2 € X || z—2 ||x< A =|| Tz—Tz |y< e
Soit € > 0, on pose A = 57 on a

[ Te =Tz |y = T(z —2) |y

<M|z-—=z |x.

19



Donc

€
lo—o'lx < =

SM|z—z |x<e
=|Te—Tz ||y < M| z—2 ||x

€

<M(M):e

=|| Tz — Tz ||y < e

3) =2) et 2)=1) évident par définition.

1) =5)

Ve>0,3IA >0 tel que | z|x< A= Tz |y<e Poure=1ona

Tn >0 2 llx< M = Tz |ly< 1.

Soit x € Bp(0,1) =] z|x<1lona:

A
2

A1 A
o= 5 e llx < 5 <

A
S 1) <1

A
= 5 I Tz v <1

2
= Tx ||y < SV M, Vx € Br(0,1).
1

2.1.2 L’espace norme (L(X;Y),| . |)

Dans ce qui suit, L(X,Y) signifie ’ensemble des opérateurs linéaires continus de X dans Y qui est

un sous-espace linéaire de l'espace linéaire L, (X, Y). Donc L(X,Y) peut étre regardé lui-méme comme

un espace linéaire sur le corps K. Introduisons maintenant une norme pour L(X|Y).

Théoréme 2.1.6 T € L(X,Y)

17| = sup {

est une norme pour L(X,Y).

Preuve.

”TQEHY}
e20zex  ||T]x

= sup{||Tzy, [|z|lx < 1}

= inf{M >0, |Tz|y < M|z|x}

Pour tout T' € L(X,Y),|| T ||= 0 et || T || est finie. Si || T ||= 0, alors Tx = 0 pour tout x € X. En

effet pour x # 0

i
| Tz [ly=| x| T-—— [ly=0.
| =[x
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Donc Tz = 0 sur X et T'= 0. Pour tout A € K, || AT ||= |A| || T" || parce que

AT || = sup{l| (AT)z |lv; || = [lx< 1}
= sup{|Al [| Tz |ly; || 2 [lx<1}

= AT
En fin, pour tout x € X, tel que || z ||[x< 1, nous avons

(T + To)z |ly=| Thw + Tox [ly <[ Thz |y + || Tox [ly

<Nl + T2 0]
Corollaire 2.1.1  L’application | . ||: L(X,Y) — R donnée par
[T = sup{[| Tz [ly;z € X et ||z |x< 1} (2.4)
est une norme pour L(X,Y).
Théoréme 2.1.7  Soient (X, || . ||x) un espace normé et (Y, | . |[y) un espace de Banach. Alors

(L(X,Y), |||l) est un espace de Banach.

Preuve.
On sait déja que L(X,Y) est un espace normé . Il nous reste & montrer que L(X,Y) est complet. Soit
{T;n € N} C L(X,Y) une suite de Cauchy. Alors || T, — T, [|[< € si n,m > np(e). Pour z € X fixé

I'inégalité

[ Te =T lly <[ T =T | - |« [|Ix

<ef=lx
sup (| [T =Tnllz|lly <e
leflx<t
Montre que { T,z;n € N } C Y est une suit de Cauchy. Mais (Y, || . ||y) est un espace de Banach,

donc T,,x est convergente, i.e. lirf T,z existe pour tout « € X. Définissions I’application 7' : X — Y
n—-+0oo
par Tx = lim T,z, pour tout z € X. Montrons que 7" € L(X,Y).
n——+00
D’abord T est linéaire parce que

T(azx+ pfy) = lim T,(azx+ By)

n—-+00

= lim (aThz + BT,y)

n—-+4o0o

=aTx+ BTy

pour tout o, B € K et x,y € X.
D’autre part, nous avons

| Thx |[y< M ||  ||x, pour tout z € X.
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Ce qui entraine, pour n — 0o, que

| Tx ||[y< M || z ||x, et donc T € L(X,Y).
Enfin, montrons que T}, M) T.

Nous avons

| Tz — To lly <|| T = T || - | @ %

<€||:E||X.

Si n,m > ng(e) et pour tout x € X.

En fixant n, nous obtenons pour m — oo. Nous avons

| Te =Tz ly <| T—Tn || || = IIx

<el z|x, sin>no(e),

et donc

| T —T,|<e, sin>ng(e), cca-d T, AN

Corollaire 2.1.2  Soit (X,|| . ||) un espace normé. Alors l’espace dual topologique X' est un espace

de Banach. En effet X = L(X,K) et K est un espace de Banach.

Théoréme 2.1.8  Soit T € L,(X,Y). L’opérateur inverse T—' existe et est continu sur TX C Y si

et seulement s’il existe un nombre k > 0, tel que
| Tz ||y> k|| z ||x, pour tout z € X. (2.5)

Preuve.

Si X = {0x} il n’y a rien a dire. Supposons donc que X # {0x}
L azi+ a2 =T Hay +y2) = T (y1) + T (12)

2. Soit T~ € IL( TX, X). Evidemment 7' # 0.
VyeTX, | T 'y =< T - [y v
et donc, en posant y = Tz, nous obtenons

lz =< 77 - ) T Iy,

parce que || 771 ||> 0, la relation (2.5) est montrée avec k = R

3. Supposons maintenant qu’on a (2.5). Alors
ker(T') = {x; Tz = 0} = {0x},
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done T~ 1 existe sur TX et T—1 est linéaire.

Montrons que T~ est continu
Vee Xk |z ||x<|| Tz ||y -

Soit = Ty, i.e. y = Tz, alors
kT y k<]l lIv

entraine que

1
| Ty ||x< z |y lly, Yy € TX, et T~ est continu.

Exemple 2.1.6 Soit T' l'opérateur définie par : C([-1,1]) = K tq Tz = fil x(t)dt

avee || @ o= max Ja(0)]

Montrons que T € (C([-1,1]))".
En effet

Ve,y € C([-1,1]) VA, e K T(A\x + By) = /1 (Az + By)(t)dt

_ [ ewars [ sywa
1 -1
1 1
_ A[lx(t)dt+5[1y(t)dt
= Nlx+ Ty

Donc T est linéaire.

T est bornée. En effet : Vo € C([-1,1]) on a

7o =l [ atyat]
< [ 1)1

1
< max |z(t ]/ dt
—1<i<1 1

<A = (=) [ [loo

<2zl -
T
Tl
Il =
Done | T -1,y <
Soit xg € C([—1,1]) tel que zo(t) =1, Vt € [-1,1]. Donc || zo ||co= 1.

En plus :

1 1
TCL‘O = / :ITO(t)dt = / dt =2
-1 -1
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T T
1Tz | _ g o gup 1%
| 0 [|oo 2#0 || T [loo

=T -1y -

Conclusion : || T [| o _y1 1)y = 2-

Théoréme 2.1.9 (Hahn-Banach, forme analytique) [?]  Soit E un espace linéaire sur R et

p: E — R une fonctionnelle vérifiant
p(Az) = Ap(z), Vz € E et VA > 0. (2.6)

plx+y) <plx)+ply), Ve,y € E. (2.7)

Soit d’autre part, G C E un sous-espace linéaire et soit g : G — R une fonctionnelle linéaire tel que
g(z) < p(z), Yz € G. (2.8)
Alors il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, i.e.
g(z) = f(z),Ve € G

et telle que
f(z) <p(x), Yo € E. (2.9)

Preuve. Pour le démonstration voir [2], page 1.

Corollaire 2.1.3  Soit G un sous-espace linéaire de E et soit g : G — R une application linéaire

et continu. Alors il existe f € E' qui prolonge g et tel que

I =gl -
Preuve. Appliquer le théoreme (2.1.9) avec p(z) =[/ g || - | = || -

Corollaire 2.1.4  Pour tout zg € E il existe fo € E tel que

I fo llz=l 2o ll&, et (fo,zo) =|l 20 ||% -

Preuve. Appliquer le corollaire (2.1.3) avec G = Ry, et g(tzo) =t || 2o |% de sorte que

lglle=Ilzoll& -

Corollaire 2.1.5  Pour tout x € E on a

lzlg= suwp |(f,z)|= max |(f,z)].
feE’ ferE
Il fll e <1 lFller <1
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Preuve. Supposons que z # 0. Il est clair que

sup | (f,2) |<[| 2 & -
feE’
11 <1

D’autre part (corollaire (2.1.4)) on sait qu'il existe fo € E tel que || fo | =l z | et {fo,z) =] = ||% .

On pose f1 =[| z [|5" fo de sorte que || fi [|r=1et (fi,2) =| = |p-

Théoréme 2.1.10 (Banach-Steinhaus)[?] Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit (T;)icr
une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et continus de E
dans F. On suppose que

sup || Tix ||< o0, Vo € E.
el

Alors

sup || i [lLz,r)< o0-
i€l

Autrement dit, il existe une constante c telle que

| Tix ||<cllz|,Yo € E Viel.

Preuve. Pour le démonstration voir, [2], page 17.

Théoréme 2.1.11 (Arzela-Ascoli)[12] Soit (X, ] . ||x) un espace norme compact, (Y, || . ||y) un

espace norme complet. Une partie A de C(X,Y) est relativement compacte si et seulement si :

1. A est équicontinu, c’est-da-dire :
VzeX, Ve>0, In>0VfeA VWeX ||lz—ylx<n = | f(z) - fy) [[y<e

2. Pour tout x € X, Uensemble A(x) = {f(x); f € A} est relativement compact, (i.e. A est

uniformément borné).

Preuve. Pour le démonstration voir, [12], page 346.

2.1.3 Opérateur régulier

Définition 2.1.7  Soient (X, || . ||) un espace de Banach. Un opérateur T € L(X) est régulier, si
a) TX=X.
b) T existe sur X, et T~ € L(X).

L’ensemble d’opérateurs réguliers sur X est noté par L, (X).
Exemple 2.1.7  Soit X = [?(C), et considérons 'opérateur de déplacement Ts € L(X) défini par

Ts¢ = Ts((C15C2, ) = (0,C1, G2,y ++)-

Alors Ty est injective et T, ! € L(TsX), mais pas dans L(X), donc Ty n’est pas réguliére.
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Exemple 2.1.8  Considérons (X = Cla,b], || . [|«), et T € L(X) défini par

T()t) =tf@), feX
Alors T € L,(X), si et seulement si 0 ¢ [a,b].

Théoréme 2.1.12  Soient Th,T> € L, (X) alors T o Ty € L, (X), et AT} € L, (X)
pour tout A € K \{0}.

Preuve. Montrons d’abord que T} o T5 admet une inverse sur X, et que
(TyoTy) ' =Ty o1y .
En effet
(T1 (¢] TQ)X = T1X = X

et
(TroTa) o (Ty o Ty ) = (T o Ty ) o (Th o Ty) = Ix.

Puis que I’élément inverse, s’il existe, est unique
(TyoTy) =Ty toTy
D’autre part
I (TioT) = Tyt o Ty IS T |- I T3t II< oo

Ce qui montre que 71 0 Ty € L.(X). Si A # 0, (\T1) ™' = 1,/ XTIy ' et

1

1T < 0.

Donc A\T; € L, (X), pour tout A € K\ {0}.

2.1.4 L’algebre de Banach L(X)

Si (X, || . ||) est un espace de Banach, alors L(X) = L(X, X) muni de la norme introduite dans (2.4)

est aussi un espace de Banach. De plus (L(X), || . ||) est une algebre linéaire avec identité.

Définition 2.1.8  Une algébre linéaire X munie d’une norme s’appelle une algébre normée si on a
pour tout x,y € X
lz-yll<l=|-llyl- (2.10)

Remarque 2.1.2  La condition (2.10) assure la continuité du produit de deux vecteurs dans une
algébre linéaire. En effet, si nll)rfoo | zn, — 20 ||= 0, et Jim | yn —yo [[=0
| Znyn — zoyo || =l Znyn — Toyn + Toyn — zoYo ||

Slan—zo |-l wn I+ 2ol - [1yn —yo |[— 0 lorsque n — oo.
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Définition 2.1.9  Un algébre de Banach est une algébre normée qui est compléte par rapport a la

norme, i.e. Un espace de Banach.
Théoréme 2.1.13  Soit (X, || . ||) un espace de Banach. Alors L(X) est un algébre de Banach .

Preuve. Nous savons déja que X est un espace de Banach et que X est une algebre linéaire avec

identité. Il nous reste & montrer que pour 71,75 € L(X) on a
[ TyoTa I<[ Tyl - (172 ] -
Soient donc T4, T» € L(X). Alors
I (Ty o To)a || =[| Ty(Tox) ||
<[ T - [l Tow |
Sl = |

VeeXdoncTioTh e LX), et |ThoTa K| Th |- || T2 -

2.1.5 Convergence dans (L(X,Y),| . )
Définition 2.1.10  Soient {T,,; n € N} CL(X,Y) et T € L(X,Y).
a) La suite {T,; n € N} converge en norme, ou uniformément vers T si
lim || 7, —T ||=0,
n— oo
et nous écrivons T, — T.
b) La suite {T,; n € N} converge ponctuellement vers T si
lim || Thx — Tz ||ly= 0, pour tout z € X.
n—oo
et nous écrivons T,, — T.
c¢) La suite {T,,; n € N} converge faiblement vers T si
2 (Tpa) = z (Tx),
pour tout z eY et pour tout x € X, et nous écrivons T,, — T.

Exemple 2.1.9  Soit (T),)nen € L(I%(C)) défini par :

1 1
Tn(xhxza‘ ' ) = (*%1, —X2, " ')7 n e N*
mn mn

On a :
| T |l = sup || Tox |2
[lzl,2 <1
1 1
= sup | (w1, —>2,---) [|2
lz|a<t T n
1
=— sup | (z1,22,-") |12
T |z|],2 <1

1 1
=— sup ||x|p<——0prendn — .
M lzll2<1 n
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Donc lim || T, ||=0 c’est-a-dire T,, — 0.
n—oo

Exemple 2.1.10  Considérons la suite des opérateurs suivante :

T, : R — 1%(C)
s — sep,
tel que e, = (0,0, , < --) on va montrer = (Tps) — 0 prend n —» oo, ¥z’ € (I*(C)) Vs € R
rang n

on a

= sz’ (&)
_Sx,(oaoa ) 1, )
~~
rang n
Donc lim ' (T,s) =0 = T,, = 0.
n—oo
Théoréme 2.1.14 a) T, — T entraine que T, — T.
b) T, - T entraine que T,, — T.
Preuve.
a) Nous avons pour tout z € X
| Thx — Tz ||y=| (T — Dz ||vy<|| T =T | - ||  ||x— 0, si n — oo.

b) Nous avons pour tout z e Y/, et pour tout x € X fixé

o' (Thz) — 2 (Tz)| = |2 (T, — T)a)]

<z ||| Tpx — Tz ||y — 0, sin — .

Remarque 2.1.3 T, = T n'entraine pas T, — T. Considérons X =Y = 12, et soit T,, € L(X)

la projection orthogonale de X sur (ent1,€n+2, "), i.e.

Tn(((vaQa"')) = (0707 a07<n+17Cn+27' )

n fois
Alors nous avons pour tout r € X,
o0
I (T, — 0)x ||%: Z ]Ck\z — 0,8t n — 00,
k=n+1

et T, = T = 0. Mais d’autre part,
I T (2] Thentr flo=1 - 0

c-a-d. T,, - T = 0.
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Remarque 2.1.4 T, — T n’ entraine pas T,, — T.

Remarque 2.1.5  Rappelons qu’ une suite {xn;n € N} d’éléments d’un espace normé (X, . ||)

converge en normé vers un élément x € X si
lim ||z, —z ||=0.
n—oo
De plus la suite {zp;n € N} converge faiblement vers x si
. /
lim Tz, =Tx VI € X.
n—oo
comme dans les cas précédents la convergence en norme implique la convergence faible mais pas in-
versement.
2.1.6 Opérateur compact
Soient (X, || . ||x) un espace normé et (Y, || . ||y) un espace de Banach.

Définition 2.1.11 Un opérateur linéaire T € Lo(X,Y) est compact ou complétement continu si
limage de chaque ensemble borné de X est relativement compact dans Y.

Notons par L.(X,Y) C Lo(X,Y) ’ensemble des opérateurs linéaires compacts de X dans Y.
Remarque 2.1.6 SiT € L.(X,Y) alors T € L(X,Y) i.e. Un opérateur linéaire compact est continu.
Exemple 2.1.11  On définit 'opérateur T comme suit T : C(]0,1]) — C([0,1]) tq

1
Ti@)= [ Ko 0f (@
0
ou K :]0,1] x [0,1] — C est continu.
On montre :
1) T est un opérateur linéaire compact.
2)  Dans le cas K(x,t) = e** détermine la norme de T.

Solution :
1)  La boule unité dans C([0,1]) est Bp(0,1) = {f € C([0,1]);] f o< 1}.
Pour montrez que TBr(0,1) est relativement compact dans C([0,1]) on, utilise le théoréme d’Arzela-

Ascoli (2.1.11).

i)  TBpr(0,1) est uniformément borné : En effet Vf € Br(0,1) on a
1
I Tf@) | =| [ K@ ns @]
1
< [ 1K@ | a
1
< Sl [ 1K) | de

1
< [ 1K@ | d
0
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= sup | Tf(a)|< sup [l | K(.b)]d.

feBr(0,1) z€[0,1]
On pose M = sup fol | K(z,t) | dt on trouwve || Tf ||< M. D’ot TBr(0,1) est uniformément
z€[0,1]
borné.

if) TBpr(0,1) est équicontinu : En effet Vf € Br(0,1) et pour tous x,y € [0,1] on a
1
| TH) = Tf@) | =] [ (K@.t) = K@ )0t |
1
Nl [ 1Kt = K, 0) | dt
0

< [ ) - Kt | ai

1
</ edt = e.
0

Donc 30 = € tel que | y —x |< 9§, d’ou TBr(0,1) est équicontinu.

2) Déterminons la norme de T on a
1
I Tr@) | =) [ e
1
ex|/ ()t |
0
1
< f e [ clat
0

<ele=1) || flloo

= Tf [lo<ele =1) || f lloo - Done [| T [|< e(e = 1).

Maintenant, on montre || T ||> e(e — 1), on prend g(x) =1 Vx € [0,1]

1
Tg(x) :/0 "t

1
:ez/ etdt.
0

| T [|=e(e—1).

Donc || T |Z|| Tg ||co=e(e — 1), alors

2.1.7 Théoreme du graphe fermé

Définition 2.1.12  Soient X,Y deux espaces linéaires sur le méme corps K, et T' € L,(X,Y). Alors

le graphe de l’opérateur linéaire T est l’ensemble
GT)=A{(zx,Tx);x e X} CXxY.
Définition 2.1.13  Soient (X, || . |Ix) et (Y,|| . ||y) deux espaces normés, et T € Lo(X,Y). Alors T
est opérateur linéaire avec un graphe fermé si pour tout xg € X;
Jim || 2, — o [lx=0
et = yo="Txp.

lim || Tz, —yo [[y=0

n—oo
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Observons que T € Lo(X,Y) est un graphe fermé si et seulement si son graphe

G(T) ={(z,Tx);x € X} est un ensemble ferme dans X x Y.

Théoréme 2.1.15 [5]  Soient X|Y deux espaces de Banach, et T € L,(X,Y). Alors T € L(X,Y) si

et seulement si T est un opérateur avec un graphe ferme.

Preuve. Pour le démonstration voir, [5], page 380.

2.2 Fonctionnelle linéaires continus

2.2.1 Fonctionnelles linéaires sur un espace linéaire

Aprés avoir donné quelques exemples de fonctionnelles linéaires , nous montrons qu’une fonction-
nelle linéaire est caractrérisée par son noyau .

Soit X un espace linéaire sur le corps K.
Définition 2.2.1 [5] Une application f : X — Ks’appelle une fonctionnelle.

Dans le cas ou K = C(i.e. X est un espace linéaire complexe ), on considére des fonctionnelles

a valeurs réelles , i.e. des fonctionnelles réelles . Si K = R (i.e. X est un espace linéaire réel) ,on

considére seulement des fonctionnelles réelles .

Définition 2.2.2 Une fonctionnelle réelle f, définie sur un espace linéaire réel ou complexe X, s’ap-
pelle sous-additive si

flz+y) < f(x)+ f(y), pour tout x,y € X (2.11)

La fonctionnelle f s’appelle positive si
flax) = af(z), pour tout x € X et pour tout nombre o > 0. (2.12)

Une fonctionnelle sous-additive et positive-homogéne s’appelle fonctionnelle sous-linéaire ou encore

fonctionnelle conveze .
Remarque 2.2.1 Une fonctionnelle sous-linéaire f sur l’espace linéaire X a les propriétés suivantes :
f0)=0 et - f(-z)< f(z)
En effet , si on prend dans (2.11) , « =0, on obtient f(0) = 0. Deplus ,
0=f(0) = flz+ (=) < f(z) + f(—2)

Exemple 2.2.1 Soit (X, ||||) un espace normé . Alors la norme ||||est une fonctionnelle convexe sur

X.
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Exemple 2.2.2 Considérons l’espace linéaire réel £o
L’application f : /o, — R définie par

f(x) :@EM, ouxr = (&1,...,&n, ... ) € lo,

est une fonctionnelle convexe sur f.. En effet ,

Soit
Tr = (§1a§27"')7y: (771’7727-'-)
alors
f(x + y) = 7}1_{1(}0!& + 77n| < nlgglo(|€n| + |77n|)
< lim |&,] + lim 7]
= f(z)+ f(y).
De plus ,

flaz) = Tim | ag, |= T | a | |

=| a| nh_{rgo | &0 |= af(x), pour tout a > 0.

Définition 2.2.3 Une fonctionnelle f : X — K est homogéne si
flax) = af(x), por tout « € K et z € X.

Une fonctionnelle linéaire est une application f : X — K additive et homogéne , en d’autres mots :

flax + By) = af(x) + Bf(y)

pour tout x,y € X et pour tout o, § € K.

Nous allons noter 1’ensemble de fonctionnelles linéaires sur X par L,(X,K) et seséléments ,les
fonctionnelles linéaires , par z’,7/, ... Remarquons que L,(X,K) n’est pas vide parce que z'(xz) = 0

pour tout x € X, notée par ' = 0/, est une fonctionnelle linéaire .

Exemple 2.2.3 Considérons l’ensemble de suite convergent c. Alors pour x = (£1,&2,...) € c,

o
lim & =¢&o et {ap € C;E e NU{0}}, > | ag |< oo, Uapplication
k—oo k=0

oo
2 () = o
k=0
est une fonctionnelle linéaire.

De plus ,2/(f) = f(3) est une fonctionnelle linéaire .
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Exemple 2.2.4 Soit (X, M) un espace mesurable et p une mesure complexe . L’application x’ :
LY (dp) — K définie par
' (f) :/ fdp, pour tout f € L'(dp)
b'e

est une fonctionnelle linéaire .

Théoréme 2.2.1 Siot Xun espace linéaire sur le corps K.Alor l'ensemle L,(X,K) est un espace li-
néaire sur K , par rapport aux opérations habitulles d’addition et de multplicationpar un scalaire des

application.

Démonstration.

Soit o), 24 € Lo(X,K) . Alors pour tout o, 8 € K, ax) + fzf : X = K, et

(e} + B5) (Az + py) = o) (A + py) + Bz (Ae + py)
a (Azy(z) + pzi(y)) + B (Az5(2) + pas(y))
A (azh(z) + Bah(x)) + p (az) (y) + By (y))
A((azy + Bz5) (2)) + p ((az) + Ba5) (y))

Définition 2.2.4 L’espace linéaire L,(X,K) s’appelle l'espace dual algébrique de X

Puis que L,(X,K) est un espace linéaire , on peut parler de son espace dual algébrique, i.e.

Lo(Lo(X,K),K) , qui s’appelle I'espace bidual algébrique de X .
Remarque 2.2.2 SidimX =n € N alors dim L, (X, K) = n.

o0

En effet | soit uy,...,u, une base algébrique pour X . Alors pour tout e € X ,ona x = > &uy et
k=0

siz/ € Ly(X,K) nous avons

() = &l (up),
k=0

donc une fonctionnelle linéaire est déterminée de fagon unique par les n nombres x'(uy), ..., 2 (uy,) .

Montrons qu’on peut construire les fonctionnelles linéaires u; € Lo(X,K), telles que uj(u;) =
dij, 1 < 1,5 <n.

En effet , nous définissons
n
u;(x) = U;(kauk;) =&, i=1,...,n.
k=1

Evidemment u} sont des fonctionnelles linéaires et de plus indéprendantes , donc dim L, (X, K) > n.

D’autre part si 2’ € dim L, (X, K) , alorson a pour tout z € X .

(O Gur) =Y &G (ug) =D Gde = Y Mwug (),
k=1 k=1 k=1
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donc
n
7 = Z pYRTA
k=1
c-a-d . dim L,(X,K) = n.
Puis que chaque espace linéaire sur le corps K ,de dimension algébrique n , est isomorphe a I’espace

linéaire K™ .

En d’autres mots , nous avons pour tout y € X | la représentation

/
y=x+ () Tp, ou x € kerz'. (2.13)
' (x0)
Donc
X = ker 2’ + [xo] et ker ' N [xo] = {0},
c-a-d .

X = ker 2’ @ [z0].

Puisque 1 = dim|zg] = codim ker z', les sous-espace ker z’ est , d’aprés , un sous-espace maximal de
0 ) ) )

X . Le résultat réciproque est donné par :

Théoreme 2.2.2 Si X est un sous-espace linéaire maximal de l'espace linéaire X , alors il existe une

fonctionnelle linéaire ¥’ € Lqo(X,K) telle que ker 2’ =X .

Démonstration.
Soit zg € X'\ Xp, un élément fixé . Alors tout vecteur z € X s’écrit de fagon unique sous la forme

r=y+Arg,ouyeXpet A€ K (puisque X = Xy & [z¢]) . L’application 2z’ : X — K définie par
'(x) = 2’ (y + Azg) = A,

est une fonctionnelle linéaire sur X et de plus ker 2’ = Xj.

Montrons enfin que le rayon d’une fonctionnelle linéaire détermine la fonctionnelle linéaire & une

constante multiplicative prés .

Théoréme 2.2.3 Soient 2,24, € L,(X,K), o} # o et afy # 0. Si ker o) = ker zi), alors xf, =

pxy, p€ K\ {0}

Démonstration.
Supposons que ker zj = ker x5, # X et choisissons xg € X\ ker z] . Alors x € X posséde une

décomposition unique x = y + Axg,y € ker z}, X € K. Les égalités
i (x) = Az (z0) , @5(7) = Awp(wo)

entrainent pour tout x € X




2.2.2 Fonctionnelles linéaires continus sur un espace normé

Puisque tout espace normé est un espace linéaire , tout les résultats du paragraphe
restent valides pour ce cas . De plus , ’existence d’une norme sur ’espace X nous permet de trouver

des propriétés intéressantes pour les fonctionnelles linéaires continus.

Définition 2.2.5 Soit (X, ||||) un espace normé et soit ' € Lo((X,||]|),K). On dit que x’ est borné

s’il existe un M > 0, tel que
| 2/(x) |< M ||z ||, pour tout z € X

Nous notons par X' = L(X,K) I'ensemble des fonctionnelles linéaires bornées sur X .

Théoréme 2.2.4 L’ensemble X' est un espace linéaire sur K , normé par la norme
| 2" |'= sup |2'(2)]. (2.14)
ll=l<1

Démonstration.
Notons d’abord que X' # ¢, puis que au moins la fonctionnelle linéaire identique nulle 2’ = o’ appar-
tient & X' .

Soient 2/, y’ € X' . Alors

|2/ (x) |[< M | x| et |y (x)|<N| z|,pour tout x € X.

Pour tout «, 8 € K et x € X, nous avons

| (" + By')(z) | =] a’(x) + By (x) |<| aa’(2) | + | BY'(x) |
<la[ M|z +]B[N]]

=(a| M+ |B|N) |z,

donc (az’ + By’) € X' et X/ est un espace linéaire sur K.

Il nous reste & montrer que (2.14) est une norme sur X' . On a || 2/ ||'> 0, pour tout 2’ € X'. Si

| ' ||'= 0, alors sup | 2/(x) |= 0, donc 2/(z) = 0, pour tout x € X, telque || = ||< 1. De plus ,
=<1
2'(x) =0, sur X, parce que pour un z avec || z [|> 1, on a 2'(z) = 2/(]| = || Hi—”) =[x || x'(”i—”) =0

D’aute part , nous avons

I 22 |'= sup [A-a'(z) [=| X[+ sup |a'(z) [=| A]- [ 2" |/
Jall<1 Jall<1
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et

I2"+y"|I'= sup [2'(z) +4/(z) |< sup |2'(z) [+ sup |y ()]
o<1 Jall<1 Jall<1

=l 1"+ 1y I

Remarque 2.2.3 On peut obtenir la norme || ' ||" par

I2"|I'= sup |a'(z) |= sup |a'(z) |= sup [|2'(x) |/ ] ]
Jall <1 Jall=1 Jall£0

= inf{M;| 2'(z) |[< M || z || pour tout x € X}.

Définition 2.2.6 On appelle l’espace X' muni de la norme définie cidessus l’espace dual topologique

de X . De plus ’espace dual topologique de X', X", s’appelle l’espace bidual topologique .

Exemple 2.2.5 Soit (Y, M, 1) un espace mesuré et soit X = LPc,1 < p < oo, muni de la norme

(L1517 dn)s, si1<p< o
Y

ess. sup{| f(t) [t €Y}, sip=o0

H f Hp:

De plus , soit g € LY(du), %D + % = 1. D’apres l'inégalité de Holder, nous avons

\ s gdul < £l - lglly = M1,

Donc 2/(f) = [y f - gdp est une fonctionnelle linéaire bornée ,i.e. dans X', et nous avons

l2'[1" < llgllq

Remarque 2.2.4 En considérant
o)
W= Z 0p; keN
k=1
nous obtenons ’analogue pour £,,.

Exemple 2.2.6 Considérons l'espace normé (C([0,1]),1| - [[jo1]), et la fonctionnelle linéaire x'(f) =

f(%) Alors

[2/(7) 1=] £(5) <N T

01>
et nous avans || 2’ ||'=1 .
Théoréme 2.2.5 Soit (X, || . ||) un espace de Banach et soit ' une fonctionnelle linéaire sur X .Les
quatre énoncés suivants sont équivalents.

1. 7' est bornée .

2. x' est uniformément continu sur X .

3. x' est continu a l’orgine .

4. kera’ est formé .
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2.2.3 Fonctionnelles linéaires sur un espace de Hilbert

Dans ce paragraphe nous montrons d’abord le théoréme de Rize qui dit qu'une fonctionnelles
linéaires sur un espace de Hilbert posséde une représentation par un produit scalaire; ce qui entraine

qu’un espace Hilbert est réflexif .

Théoréme 2.2.6 (Riesz) Si H est un espace de Hilbert sur le corps K et si ' € H' | alors il existe

un et un seul élément y € H, tel que
2'(z) = (x,y), pour tout x € H (2.15)

et de plus
=" I"=ly |l - (2.16)

Réciproquement , pour tout élément y € H |, la formule (2.15) définit une fonctionnelle linéaire

continu x' sur H et on a U'églité (2.16) .

Démonstration.

a Montrons d’abord I’existence de y . Soit ' € H'. Si 2’ = o' , prenons y = o . Soit donc z’ # o’ .
On sait que ker 2’ est un sous espace maximal et férme de H.

Alors (ker ')+ # {0} . Choisissons un z € (kerz’)* \ {0} et posons

x'(2)z
)T
1 2]]

De plus soit P la projection orthogonale de H sur le sous espace ker 2’ . Alors pour tout z € H

(2,y) = (%"‘ZZ)‘T;(@ _(u-r m j)f )2 (2)

(- Pz, 2)x'(z)
12|

Mais (I — P)z € (ker2’')* et dim(ker2/)* = 1 (ker 2’ est un sous espace maximal de H) entraine

que (I — P)x = Az .

Nous avons donc
(A2, 2)2' (2)
(@,y) = —m
12112
Déautre part , 2/(x) = 2/((I — P+ P)z) = 2/((I — P)x) = 2/(\z) = M2/ (2),
ce qui montre que z'(z) = (z,vy) .
b Montrons maintenant 1'unicité de y . Soit 2'(x) = (x,y) = (z,91), pour tout x € H . Alors

(z,y —y1) =0 sur H , et pour x = y — y; nous obtenons y = y; .
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¢ De | (,9) |< 1zl -lgll on & [l < 1yl , et /() = [[y]> entraine que ||/ > lyll, done Végalite
(2.16) est vérifiée .
d Réciproquement z/(z) = (z,y) pour un y € H fixé est une fonctionnelle linéaire . La continuité

/||/

s’ensuit de | 2'(x) |< ||z] - |ly|| et de ¢) nous avons ||2'||" = ||y|| -

Corollaire 2.2.1 Considérons l’espace de Hiilbbert L*(du) sur X avec le produit scalaire

(f.9) = [ fadu

Alors pour 2’ € (L?(du))" il existe une fonction g € L?(du) tel que

2(f) = /ngjd,u, pour tout f € L*(dp).

De plus g est u-presque partout unique .

Le théoréme (2.2.6) suggére une liaison forte entre un espace de Hilbert H et son dual topologique
H .
Dans ce qui suit , L(X,Y) signifie '’ensemble des opérateurs linéaires continus de X dans Y qui est un
sous-espace linéaire Ly (X,Y) .Donc L(X,Y) peut étre regardé lui-méme comme un espace linéaire sur

le corps K.

Introduisons maintenant une norme pour L(X,Y).
Théoréme 2.2.7 L’application || || : L(X,Y) — R*, donnée par
1T} = sup{[|Tz[ly;z € X et [lz]x < 1} (2.17)

est une norme pour L(X,Y).

Démonstration.

Pour tout 7' € L(X,Y), |T|| > 0 et ||T|| est finie .

Si tout ||T'|| = 0, alors Tz = 0, pour tout x € X. En effet pour = # 0,
| Tz|y = H”«"HXHTWHY =0, donc Tz = 0 sur Xet T' = 0.

pour tout A € K, [|AT|| =| A | ||T'|| parce que

AT = sup{[(AT)z|ly; [lo]lx < 1} = sup{| A [ [ Tz[ly; [J«]x < 1}

AT
Enfin , pour tout z € X | tel que ||z||x < 1, nous avons

(T + To)zlly = [[The + Toxlly < [|Tielly + [[Toxlly < [Tyl + || T2z].-
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Remarque 2.2.5 Soit T € L(X,Y), alors

1Tl = sup {[Tzlv}= sup {[|Tz|y}= sup {[[Tlly/[lz[}x}
ez <1 Jellx=1 40

= inf{M, || Tz|y < M|z|x, pour tout x € X}
Exemple 2.2.7 considérons la transformation de Foirier

T: L'(dt) = (Co(R, || |Ir).

o0

e f(t)dt

TN = |
Nous avons

1Tl =sup | [~ et ear|< [~ |5 dt =1l
z€R —00 —

oo

Donc |T|p < 1.

D’autre part , pour f >0, f € L'(dt) , nous avons

75l > (THO) = [ Fde = |fl1.

ce qui entraine que ||T]|; =1 .

Montrons maintenant que si (Y, || ||2) est un espace de Banach , alors cette structure se transmet

sur L(X,Y).

Théoréme 2.2.8 Soient (X, || ||1) un espace normé et (Y, || ||2) un espace de Banach . Alors L(X,Y)

est un espace de Banach .

Démonstration.
On sait déja que L(X,Y) est un espace normé . il nous reste a montrer que L(X,Y) est complet . Soit

{T;n € N} C L(X,Y) une suit de cauchy . Alors
T — Tl < € sin,m >mng(e) .
Pour z € X fixé , 'inégalité
[Tna = Tmall2 < T = Tl - llzlly < ellzllt, n,m > no(e)

montre que {T,,z;n € N} C Y est une suit de cauchy . Mais (Y, || ||2) est un espace de Banach; donc

T, est convergente , i.e. n11_}1(1;0 T,x existe pour tout x € X . Définissons I'application T : X — Y par

Tr = lim T,z, pour tout z € X.
n—oo
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Montrons que T' € L(X,Y) .

D’abord T est linéaire parce que

T(ax + py) = lim Ty(az + fy)

Jim (T2 + BTny)

=aodz+ BTy,

pour tout o, S € Ket z,y € X.

D’autre part , nous avons
Tzl < M||x|1 , pour tout z € X,
ce qui entraine , pour n — 00 , que
Tzl < M||x|1 , et donc T € L(X,Y).

Enfin, montrons que T, ﬂ> T.

Nous avons

[Tz = Tozll2 < T = Tall - |2l < ellzllh

si n,m > no(e) et pour tout x € X

En fixant n, nous obtenons pour m — oo
[Tz = Thzll2 < 1T = Tullllzlly <ellzlli, sin>no(e),

et donc

T — T, <esin>mng(e) c-a-d. Ty, W7

Corollaire 2.2.2 Soit (X, || ||) un espace normé . Alors l’espace dual topologique X' est un espace de

Banach . En effet X' = L(X,Y) et K est un espace de Banach .

Exemple 2.2.8 Considérons l’espace de Banach X =Y = (R, || ||oo) -pour T' € L(R™,R™) nous
avons :

[Tz]loo < [Tl
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2.3 Opérateurs dans les espaces de Hilbert. Notions d’opérateur
adjoint
2.3.1 Généralités sur les opérateurs linéaires continus dans les espaces des Hilbert
Définitions
Soient H et H' deux espaces de Hilbert sur C.

Définition 2.3.1 Toute application linéaire continu T : H — H' s’appelle un opérateur. L’espace
vectoriel L(H,H') des applications linéaires continus de H dans H' est l’espace des opérateurs de H

dans H'.

Notations :

1) Pour alléger les écritures, 'image d’un vecteur x € H par Popérateur T € L(H, H') sera généra-

lement notée Tz mais la notation traditionnelle T'(x) sera parfois utilisée également.

2) La norme de T est le nombre

|7 = sup ||Tz|w (2.18)
llzllm<1

c’est la norme usuelle assujettie aux normes de H et H'.
3) On notera KerT le noyau de opérateur T i.e. kerT = {z € H; Tz = 0}

4) ImT désignera le sous-espace de H' image de H par T. On le notera aussi T'(H).

Remarque 2.3.1 KerT (resp. ImT) est un sous-espace vectoriel de H (resp. de H'). On notera que

KerT est toujours un sous-espace fermé de H mais ImT n’est pas forcément fermé dans H' .

2.3.2 Composé de plusieurs opérateurs

Soient H, H' et H” des espaces de Hilbert et T} € L(H,H') et T, € L(H',H"”) des opérateurs.

Considérons I'opérateur composé Tp o Ty € L(H, H").

Proposition 2.3.1 Ona || Too Ty ||[<|| Ty || - || T2 |

Remarque 2.3.2 Dans le résultat précédent les normes d’opérateur sont toujours celles définies en
(2.18) c’est-a-dire les normes assujetties aux normes des espaces de Hilbert concernés par les opéra-

teurs.

Application : Soit U € L(H,H) un opérateur de 'espace de Hilbert H dans lui méme. On défi-

nit les puissances de l'opérateur U comme étant les opérateurs de H dans H définis de la maniere

suivante :U° = I( I'opérateur identité ), Ul = U, U2 =UoU,...,U"=Uo U ' =U"1toU(n >1)
Corollaire 2.3.1 Vn € N, ||U"|| < ||U||"
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+oo

Corollaire 2.3.2 La série . %U" converge dans L(H,H). Sa somme est un opérateur de H dans H
n=0

appelé exponentielle de lopérateur U et noté eV ou expU. Sa norme vérifie :

lexp U|| < exp(|[U]]) (2.19)

2.3.3 Inverse d’un opérateur

Soient H et H' des espaces de Hilbert et A € L(H, H') un opérateur.

Définition 2.3.2 On dit que A est inversible s’il existe B € L(H',H) tel que
AoB = I]HI’7 et BoA= IIHI (220)

ot Iy (resp. Iy ) est Uopérateur identité de H (resp. de H'). Un tel opérateur B (lorsqu’il existe) est

unique. On Uappelle opérateur inverse de A ou plus simplement inverse de A et on le note B = A~" .

Cas particulier o H = H' : Soit 7' € L(H,H’). Dans le cas ot H est de dimension finie, on sait que
I'inversibilité de T a plusieurs aspects équivalents. Plus précisément, rappelons I'important résultat

suivant :

Théoréeme 2.3.1 Si dimH < +o0, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. T est inversible.
2. T est injectif.
3. T est surjectif.
4. T admet un inverse da droite (i.e. il existe U € L(H,H) tel que T oU = Iyy).

5. T admet un inverse a gauche (i.e. il existe V € L(H,H) tel que V oT = Iy).

2.3.4 Adjoint d’un opérateur

Soient H et H’ des espaces de Hilbert. On va généraliser la notion d’adjoint d’une application

linéaire de C? dans lui méme, qu’on étudie généralement en L2.

Théoréme 2.3.2 Soit T € L(H,H'). Alors il existe un unique opérateur T* € L(H', H) tel que
VecH, VycH, <Txy>w=<zTY>nu (2.21)

L’opérateur T* s’appelle l'adjoint de T'.

42



Preuve.
Montrons que 1™ est linéaire

VreH, Yy,,yo e H' , Va,8 € C

(, T (o1 + By2)) = (T, a1 + Byg2)

= (Tz,ay1) + (T'z, By2)
a(Tx,y1) + BTz, y2)
= a(x, T y1) + Blx, T*y2)

= <.T,', OéT*yl + 6T*y2>

D’ou
(z, T*(ay1 + By2)) = (z,aT™y1 + BT ya).

Montrons maintenant que T™ est borné.

I Ty [1P= Ty, T*y) = (TT*y,y) S| TTy | - [y ISHT - 1Ty |- [y |

=Ty F<IT -1yl

Alors T™ est borné et de plus
T I<T| (2.22)

il suit que 7% € L(H).

Définition 2.3.3 Si T € L(H,H) est tel que T = T, on dit que l'opérateur T est autoadjoint (ou

hermitien).

Théoréme 2.3.3 Propriétés de ’adjoint

1. Pour tout A € L(H,H'), on a
(A7) =A et AT = Al
2. Si Ae LH,H') et B e L(H,H), alors

(AoB)*=B*0 A"

(A+ B)* = A* + B*; (A\A)* = \A*.
4. Pour tout Ay, Ay € L(H,H') et tout \,u € C, on a

(A1 + /LAQ)* = XAT + A
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5. Si A est inversible (il existe un autre opérateur A~" tel que A~ A = Iy ), alors
(Afl)* — (A*)fl.

Preuve.

1. (A*) = A

Donc (A4*)* = A.

Donc on trouve que ||A*|| = ||A|| En combinant avec (2.22) :
@)= <l |
=T <[T". (2.23)

Donc (2.22) et (2.23) = T ||=| T | -
2. (AoB)*=DB*oA*
(w, (Ao B)*v) = ((Ao B)w,v)
= (Bw, A*v)
= (w, B* o A*v).
Donc (Ao B)* = B* o A*.

3. Pour la démonstration on met (A + B)* dans un produit scalaire
(w, (A+ B)*v)

avec v, w € H quelconques. Onsuite on utilise la définition de ’adjoint et la linéarité du produit

scalaire

(w,(A+ B)*v) = (A + B)w,v)

(
= (Aw,v) + (Bw,v)
= (w, A*v) + (w, B*v)
(

w, (A" 4+ B*)v).

Donc on trouve que (A + B)* = A* + B*.
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De la méme maniere

(A w,v) = (w, NAv)
Mw, Av)

MA*w, v)

= (A\A*w,v).

D'olt (AA)* = AA*.

(N1 + Agp) w,v) = (w, (A1 + pA2)v)
= (w, A1) + (w, pBAzv)
= MAjw, v) + i(Ajw, v)
= (M + aA3)w, v).
Diott (A1 + Asp)* = AT + A3,

5. D’une part, pour tous v,w € H
D’autre part

On peut conclure que (A™1)* = (A*)~L.

Exemples d’opérateurs adjoint

Exemple 1 : Soit H = L?([a,b])(a < b) I'espace des classes de fonctions z : [a,b] — C de carré
sommable avec le produit scalaire < z,y >= [ f x(t)y(t)dt et soit f : [a,b] — C une fonction continu

fixée. L’application T" qui & la fonction x € H fait correspondre la fonction Tz définie sur [a, b] par

(Tz)(t) = f()=(t)

est un opérateur 1" € L(H, H) appelé opérateur de multiplication par f. L’opérateur 7 € L(H, H) est

alors l'opérateur de multiplication par la fonction f.

Exemple 2 : Soit k : [¢,d] X [a,b] = C(c < d,a < b) une fonction continu de deux variables
réelles. On considere I'application K : L%([a,b]) — L?([c, d]) telle que pour tout = € L?([a,b]), Kz est

la fonction définie par

b
Viele,d, (Kz)(t)= / k(t, 5)a(s)ds (2.24)

45



K est un opérateur de L?([a,b]) dans L?([c,d]) qu’on appelle opérateur intégral de noyau k(t,s). On
abrége souvent en disant que K est un opérateur a noyau (égal a k).

L’opérateur adjoint K* est aussi un opérateur a noyau. C’est l'opérateur intégral de L?([c,d]) dans
L?([a, b]) dont le noyau est la fonction (s,t) — k(s,t) de [a,b] x [c,d] dans C (attention les intervalles

sont maintenant dans P'ordre inverse!) i.e. pour tout y € L?([c,d]), K*y € L*([a,b]) est la fonction

définie par

Vs € fab], (K*y)(s)= / Ryt (2.25)

Dans le cas particulier ol [a,b] = [c,d], opérateur K : L?([a,b]) — L?([a,b]) est autoadjoint si le

noyau k satisfait la condition de symétrie hermitienne

V(s,t) € [a,b]?, k(s,t) = k(t,s) (2.26)

2.3.5 Vecteurs propres et valeurs propres d’un opérateur autoadjoint

Les opérateurs autoadjoints ont des propriétés particulierement importantes que nous allons main-

tenant examiner. Soit H un espace de Hilbert et T' € £(H, H) un opérateur.

Théoréme 2.3.4 ((Norme d’un opérateur autoadjoint)) Si T est autoadjoint (i.e. T = T%),
alors

|T|| = sup | < Txz,x>| (2.27)
llzf=1

Définition 2.3.4 ((Rappel)) On dit qu’un nombre A € C est une valeur propre de T s’il existe un
vecteur © € H, x # 0, tel que Tx = Ax. Un tel vecteur x est alors appelé vecteur propre associé a la

valeur propre \.

Remarque 2.3.3 Soit A\ une valeur propre de T. Alors l’ensemble V) de tous les vecteurs x € H tels
que Tx = Az est un sous-espace fermé deH.

On Uappelle le sous-espace propre associé a la valeur propre .

Théoréme 2.3.5 Si¢ T est autoadjoint, les valeurs propres de T sont réelles et les vecteurs propres

correspondant & des valeurs propres distinctes sont deur a deuz orthogonaux .

Dans le cas de la dimension finie, on déduit le résultat bien connu suivant
Corollaire 2.3.3 Si dimH < 400 et si T € L(H,H) est autoadjoint, alors T est diagonalisable
Pour la démonstration on a besoin du lemme suivant que nous signalons car il est tres utile en général :

Lemme 2.3.1 Soit T € L(H,H) un opérateur et soit V un sous-espace vectoriel fermé de H invariant

par T(i.eNx € V,Tx € V). Alors le sous-espace V* est invariant par ladjoint T*.
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2.3.6 Opérateurs isométriques ,unitaires, normaux ,autoadjoints ,positifs

Définition 2.3.5 Soient H et H' deux espaces de Hilbert. Lorsque H = H', L(H,H') est noté L(H).

a.

b.

Un élément U € L(H,H') est appelé isométrique si |U(z)| = ||z|| pour tout x € H.
Un élément U € L(H,H') est appelé unitaire si U*U = Idy et UU* = Idy

Un élément N € L(H) est appelé normal si NN* = N*N

Un élément S € L(H) est appelé hermitien ou auto-adjoint si S = S*

Un élément P € L(H) est appelé positif (notation : P > 0) si P est autoadjoint et si pour tout
relE (P(x),z) >0

Exemples d’opérateurs isométriques, normaux, unitaires, positifs,autoadjoints

1.

Soit H un espace de Hilbert et P € £(H) un projecteur orthogonal. Notons F' son image. Alors
P est auto-adjoint. En effet, pour tous z,2’ € F et y,y/ € F~,

(Px+y), 2 +y) =(z,2")y=(x+y, P (2 +V))

De plus (P(x 4+ y),z +5) = (z,z) = ||2||> > 0 pour tous x € F et y € F+. Ainsi P > 0.

Les opérateurs diagonaux A, et My définis précédemment sont normaux.
En effet
ALAL = AyAg = Ag = AgQha = ALA,

ot = (Bn)n est la suite définie par £, = |ay,|. D’autre part,
MMy = My Mg = Mgp = MMy

Le shift S sur £2(N) est isométrique, le shift S sur £?(Z) est unitaire.

. Pour tout opérateur T' € L(H,H'), T*T € L(H) est hermitien car (T*T)* = T*(T*)* = T*T .

De plus T*T > 0 car, pour tout x € H(T*Tx,z) = ||Tz|* > 0. En particulier A2 > 0 deés que
A= A%

Proposition 2.3.2 Soient H et H' deuz espaces de Hilbert et soit T € L(H,H'). Sont équivalents :

1.

2.

T est isométrique.

T*T = Idy.

Sont équivalents :

1.

2.

3.

T est unitaire.
T est surjective et T*T = Idy.

T est une isométrie surjective.
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Preuve.
Montrons la premiere équivalence. Supposons que 1" est isométrique. Montrer que T*T = Idy. revient

a montrer que pour tous x,y € H, on a
(T"T(2),y) = (z,y)
Rappelons 'identité de polarisation, a savoir,
1 . . . . . .
(u,v) = Z(<u+v,u+v> —(u—v,u—v)+i{u+iv,u+ ) —i{u —iv,u — iv))
pour un Hilbert complexe et
1
<uaU> = Z(<U+U,U+U> - <u—v,u—v>)
pour un Hilbert réel. En particulier,
T*T — (T(2),T(y)) = > (|IT 2\ Tz —))*+i|T i) |12 — || T (x — iy)||?
(I T(x),y) = (T(2), T(y)) =  (IT(+ I = T(@ =)l + il T (@ +iy)lI” =i T(z — )|
Comme ||T'(u)|| = ||u||, on en déduit :
* 1 2 2, . L2 2
(T°T(@),9) = 3 (e + 9l ~ o =yl +ille + iyl ~ ille - iy|*) = (z.3)
Réciproquement, supposons que 7*1T" = Idy. Ceci implique que pour tout = € H,
(T"T(x), x) = (z, x)
On en déduit immédiatement pour tout x € H,
2 2
[T (@)|" = (T'(z), T(z)) = (z,z) = ||z
ce qui prouve que T est bien isométrique.
Pour la preuve des trois autres ééquivalences, les implications 1. implique 2. et 2. implique 3. sont
évidentes. Pour montrer que 3. implique 1., on remarque qu’une isométrie linéaire est injective et donc

les hypotheses de 3. impliquent que T.1 existe. De plus, T" étant une isométrie, on a T*T = Idyg. En

composant a droite par T~!, on obtient 7% = T~ 1.

2.3.7 Matrice d’un opérateur dans une base Hilbertienne

Soit H un espace de Hilbert séparable et (e, ),en+ une base Hilbertienne de H. Soit 7" un opérateur
de H dans lui méme. Pour tout j > 1, on peut écrire

+oo
Tej = Z < Tej,e,; > €; (2.28)
=1
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Nous allons voir que les coefficients a;; =< Tej,e; > ((¢,7) € N* x N*) déterminent entierement
l'opérateur T :

+oo
Pour tout x € H, posons z; =< z,e; >. on a alors x = ) xje; et

j=1
“+o0o

Tz =Y x;Te; (2.29)
j=1

car 'opérateur T' est continu. D’autre part, la décomposition de T, sur la base Hilbertienne (e,,) donne

+o0
Te=> <Txe>e (2.30)
=1

Mais d’apres (2.29) et grace a la continuité du produit scalaire, on a

+o0 +o0
<Tx,e; >= ij <Tej, e >= Z Tja;j (2.31)
j=1 j=1
D’apres (2.30), on a donc
+oo [ +oo
Tz = Z Z ai;x;j | € (2.32)
i=1 \j=1

La formule (2.31) montre alors que le i-ieme coefficient (de Fourier) de T, sur la base Hilbertienne
(en), s’obtient comme en dimension finie en faisant le < produit > de la i-iéme ligne de la matrice

(a;j) par la colonne des coefficients de Fourier de x.

Définition 2.3.6 La matrice A = (aij)(ij)eN*xN* a une infinité de lignes et de colonnes, est appelée
matrice de l'opérateur T dans la base Hilbertienne (e,). On notera que puisque a;j :=< Tej,e; >, la

j-iéme colonne de la matrice A est constituée des coefficients du vecteur Te; comme en dimension

finie.

Remarque 2.3.4 Nous ne développerons pas le calcul matriciel en dimension infinie car il présente

certaines difficultés techniques lies essentiellement a des problémes de convergence de séries.
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Chapitre 3

Applications

Le troisieme chapitre s’occupe de deux applications sur ce qui nous avons étudié dans les deux
chapitres précédant, ces application sont illustrées par les propriétés structurelles citées aux chapitre
un et chapitre deux. La premiere application concerne des résultats trouvés sur les opérateur associés
a un opérateur linéaire, et leurs propriétés structurelles. des opérateurs de projection et leur étude
est important car ils constituent les éléments simples en lesquels se décomposent naturellement les
opérateurs hermitiens. La deuxiéme application s’occupe principalement sur I’étude des valeurs propres
d’un opérateur linéaire continu d’un espace de Hilbert dans autre espace de Hilbert, nous sommes
intéressés a savoir pour quels valeurs propres 'opérateur résolvant associé est inversible, il est a noter

que l’espace de Hilbert est toujours sur le corps de nombres complexes.

3.1 Définition et propriétés générales des opérateurs de linéaires

dans ’espace de Hilbert.

On désigne sous le nom d’opérateur dans 'espace de Hilbert toute transformation ponctuelle
g = Ry faisant correspondre a un élément f de I'espace un autre élément g. La transformation est
supposée unique dans le sens f — g. En général, 'opérateur n’est défini que lorsque 1’élément initial
f décrit un certain domaine qui est le domaine d’existence de I'opérateur ; I’élément final décrit alors

un autre domaine, qui est le domaine des valeurs de 'opérateur.

R et S étant deux opérateurs, a un nombre quelconque, m un entier positif, les opérations
R+S, R-S, aR, RS, R™ sentendent d’elles-mémes; il va sans dire que des restrictions
convenables doivent étre faites en ce qui concerne les domaines d’existence des opérateurs représentés
par ces symboles ; par exemple, le domaine d’existence de R+ .5 est le domaine d’existence de R et de
S, le domaine d’existence de RS est la partie commune au domaine des valeurs de R et au domaine

d’existence de S.
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Si la liaison établie par l'opérateur R entre 1’élément initial et 1’élément final est biunivoque,
I'opérateur R posséde un inverse qu’on désigne par R™1; si E désigne 1'opérateur identique, il est clair

que l'on a

R-R'=R' R=E
Si R et S ont des inverses, on voit que aR, RS ont aussi des inverses qui sont

(aR)™' = 23*1 (RS) ' =S8R

Définition 3.1.1 Un opérateur A est linéaire si son domaine de définition est une variété linéaire,
et si, quels que soient les éléments fi, fa,..., fr, de ce domaine, et quels que soient les mombres

ai,ag,y ..., a, ON a
Alayfir+asfo + - +apfi] = atAfi +agAfo +- - + arAfy

Nous ne considérerons dans la suite que les opérateurs linéaires dont les domaines de définition

sont partout denses dans I’espace de Hilbert.

Définition 3.1.2 En présupposant son existence, on appelle opérateur associé a un opérateur linéaire
donné A, et on désigne par A*, un opérateur linéaire ayant méme domaine de définition que A, et

tel, de plus, que l'on ait, quels que soient les éléments f et g de ce domaine de définition

(f, Ag) = (A" f,9) (f,A%g) =(Af.9)

On remarquera que la seconde condition équivaut a la premiére, comme on le voit en échangeant f et
. . . . s 3 P} 3 sz N X

g, et en prenant les imaginaires conjugués des deux membres. Il en résulte que I'opérateur associé a A

est A lui-méme. On voit aisément, toujours en supposant leur existence, que les opérateurs associés a

A+ B, A— B, aA, AB sont

(A+B)* = A + BX (A—B)* = A —B* (aA)* =aA* (AB)* = B*A*

De la méme maniére, si A a un inverse A~! et un associé A*, si ce dernier opérateur a aussi un inverse

-1 _ -1 .,
AXT A7l et AX sont associés; on a en effet

(A—lf,g) = (A_lvaXAx—lg) = (AA—lf,AX_lg) _ (vax—lg)

Remarque 3.1.1 En réalité, dans un espace vectoriel normé général (espace de S.Banach) l'opéra-
teur linéaire associé a un opérateur linéaire donné est défini dans l’espace dual; ce n’est que parce
que 'espace de Hilbert est identique a son espace dual, que la définition précédente a un sens. Cette
remarque a son prix, car il en résulte que le concept d’opérateur hermitien n’a de signification que

dans l’espace de Hilbert.
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Définition 3.1.3 Un opérateur linéaire est hermitien si il est identique d son associé.

Définition 3.1.4 Un opérateur linéaire U est dit unitaire, lorsque l'on a

vuv*=U0"U=F

Il en résulte

Uf,Ug)=(U*Uf,g9) = (f9) IUSII=I/I

Les opérateurs unitaires invariant donc les normes et les produits scalaires des éléments auxquels

on les applique.
Théoreme 3.1.1 Si un opérateur linéaire partout défini invarie la norme, il est unitaire.

Supposons en effet que l'on ait
(UrUf) = (1)

changeant f en f + g, puis en f — g et soustrayant, on trouve

Re.(Uf,Ug) = Re.(f,9)

changeant ensuite f en if , on obtient

Im.(Uf,Ug) =1Im.(f,g)

finalement
(Uf,Ug) = (f,9)

quels que soient les éléments f et g; donc U - U* = F et U est unitaire.

Définition 3.1.5 Un opérateur linéaire A est continu si, d tout nombre € positif correspond une

nombre positif n tel que ||f — gl < n entraine ||Af — Ag|| < € et cela, aussi petit que soit €.
Théoreme 3.1.2 Un opérateur partout défini qui est continu a ['origine est un opérateur continu.

Cela résulte immédiatement de la linéarité de 'opérateur car

A(f—g)=Af —Ag

Définition 3.1.6 Un opérateur linéaire A partout défini est dit borné s’il existe un nombre positif M

tel que l'on ait, quels que soient les éléments f et g de [”espace

|Af — Agll < M| f —gl|
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Théoréme 3.1.3 La condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur soit continu est qu’il soit

borné.

Il est d’abord bien clair que tout opérateur borné est continu. Inversement, supposons 'opérateur
A continu, et soit § la valeur de n correspondant & € = 1; alors si f est de norme inférieure a ¢, on a

|Af|| < 1. Posons encore M = 2 I'inégalité
IAf] < MIf]

est vérifiée pour f nul; soit, dans le cas contraire,

1 1

50 1 o
2 2
g==—f llgll=z0et Ag= =—Af
171l =5 [l

mais ||Ag|| est inférieur a I'unité puisque ||g|| est inférieur a ¢, on a donc bien

[AfIF < Ml

Borne d’une fonctionnelle bilinéaire. De [|Af| < M| f]| résulte

(AL )l < IAFI-llgll < ML [lgll

Inversement, si |(Af,g)| < M||f]|- |gll , on voit, en changeant g en Af, que

[AfIF < M f]]

3.1.1 Les opérateurs de projection.

Leur étude est importante car ils constituent les éléments simples en lesquels se décomposent

naturellement les opérateurs hermitiens.

Définition 3.1.7 Soit M une multiplicité linéaire fermée. On a vu (exposé B) que tout élément f
de l’espace se décompose d’une maniére unique f = g+ h en un élément g contenu dans M et en
un élément h orthogonal a M. L’opération faisant passer de f a g sera considérée maintenant comme

Uapplication a f d’un opérateur de projection

g=Pnf

Le domaine de définition de cet opérateur est I’espace tout entier, son domaine des valeurs est la

multiplicité 9.

Théoréme 3.1.4 Les opérateurs de projection sont des opérateurs linéaires. Soient en effet f et g

deuz éléments de l’espace, on a

f=Pnf+h g=Pmg+k

h et k sont orthogonaux a la multiplicité 9, ainsi que h + k et on peut écrire
f+9=Pnf+Png+h+k
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comme de plus Py f + Pypg appartient a la multiplicité 991 on voit qu’on a nécessairement

P f + Pmg = Pn(f +9)

Théoréeme 3.1.5 Les opérateurs de projection sont hermitiens.

1l suffit de remarquer que

(Pf,g9) = (Pnf, Pmg + h) = (Pmf, Pmg) = (Pmf + h, Png)

= (f, Pmg)

puisque h et k sont orthogonaux a la multiplicité 9.
Théoreme 3.1.6 Un opérateur de projection est identique a son carré.
C’est un point évident.

Théoreme 3.1.7 Tout opérateur hermitien partout défini, qui est identique d son carré, est un opé-

rateur de projection.

Soit A un tel opérateur. Soit 9 la multiplicité linéaire fermée qui contient les Af; on a

(Af.g — Ag) = (Af,g) — (Af, Ag) = (Af,q) — (4%f.g) = (Af.g) — (Af,g) = 0

Tous les g — Ag sont donc orthogonaux aux Af, les éléments de 'espace orthogonaux aux g — Ag
forment une multiplicité linéaire fermée qui se confond avec I, et les éléments g — Ag appartiennent
a la multiplicité linéaire fermée completement orthogonale a 91 ; mais une décomposition de g sur ces
deux multiplicités est

g=(9—Ag)+ Ag

comme une telle décomposition est unique, on a

A= Py

Théoréme 3.1.8 Soient A = Py, B = Py, deux opérateurs de projection; pour que A + B soit un
opérateur de projection, il est nécessaire et suffisant que AB = BA = 0; les multiplicités Py et Py

sont alors completement orthogonales

Appliquons le théoreme (3.1.7) : A+ B est évidemment partout défini et hermitien, il suffira d’écrire
que

(A+B)?*=A>+B*>+AB+BA=A+B+AB+BA=A+B

Il est donc nécessaire set suffisant que AB + BA soit nul, mais alors il vient
A(AB+ BA)=AB+ ABA=0 A(AB+ BA)A=2ABA =0
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ABA est donc nul ainsi que AB et BA. Il vient ensuite, quels que soient les éléments f et ¢

(ABf,g) = (Bf, Ag) =0

M et N sont donc bien completement orthogonales. Désignons par M + N la multiplicité linéaire dont
chaque élément est la somme d’un élément f de M et d’un élément g de N. Soit h un tel élément ; on
a
Af=f; Bf=BAf=0; Bg=g; Ag=ABg=0

puis

(A+B)(f+9)=Af+Bf+Ag+Bg=f+g; (A+B)h=nh
Ceci prouve que la multiplicité 9t+91 est le domaine des valeurs de 'opérateur A+ B, cette multiplicité
est donc fermée, et on peut écrire

Py + Pn = Py

Théoréme 3.1.9 Les opérateurs de projection sont bornés.

La relation f = Py f + h, o h est orthogonal a Py f donne en effet

LI = 11 Po f1* + (1]

et
[P fI] < [If]

Théoréme 3.1.10 Ay, Ao, ..., Ay étant des opérateurs de projection, la condition nécessaire et suffi-
sante pour que A1+ Az+- - -+ Ay, soit un opérateur de projection est que tous les opérateurs A;A;(i # j)
soient nuls. Il est aussi nécessaire et suffisant pour cela que 'on ait, quel que soit f

TALF I + Ao f 1 + - + [ AP < (1F1IP

Si Ay 4+ Ay + - - - + A est un opérateur de projection on a

JALFIP oo+ ARl = (ALf ) + (Aof )+ + (A S )
= ([Ar+ A2+ + AL f, f)
= (A + -+ A fI? < IF1P
et la seconde condition est remplie; si la seconde condition est remplie et si f est un élément tel que
Apf=f,ona (m#Y)
712+ 14ef 12 = NAm 12 + NAefI? < AL + -+ 4 I < 172

et par suite Agf = 0. Mais g étant un élément quelconque, on a A,,(A4,,9) = Ang, donc aussi
A¢(Apng) = 0, ce qui prouve que la premiere condition est remplie; enfin, il est immédiat que si la

premiere condition est remplie, A; + Ag + - - - + Ay est un opérateur de projection.
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Définition 3.1.8 Soient A = Py, B = Py deux opérateurs de projection, supposons la multiplicité

M contenue dans la multiplicité N ; on écrira
A<B
Ce signe a toutes les propriétés du signe « plus petit que ».

Théoréme 3.1.11 Si, entre deux opérateurs de projection A et B on a la relation A < B, on a aussi,

quel que soit f
IAf < IBf]
Il est clair en effet, que si A < B, on a A = AB, et par suite

[AfI < [[AIBA < [IBS]]

d’apres le théoreme (3.1.9).

3.2 Spectre d’un opérateur linéaire continu

Définition 3.2.1 (valeur propre et vecteur propre) [5] Soit T € L(H), le nombre complexe
est dit valeur propre de T s’il existe un vecteur x dans H —{On} (s’appelle vecteur propre associé a \)
tel que

(T —Mu)z =0, Tz = \x.

Définition 3.2.2 (ensemble résolvante) SoitT € L(H), on dit que X € C appartient a I’ensemble
résolvant de T si T — My est une bijection de H dans H et que (T — Ny)~! € L(H).

L’ensemble résolvant de T' est noté p(T), i.e.
p(T)={A€C:T — A\l inversible}.

Définition 3.2.3  Soit T € L(H), on appelle spectre de T, et on note o(T) le complémentaire dans
C de p(T). Le spectre de T est donc l'ensemble des A € C tels que T — Ny non inversible, ceci

équivalant a définir o(T) comme ’ensemble des A € C tels que T — Ay n’est pas bijective, i.e.
o(T)={AeC:T — Xy non inversible}.
Remarque 3.2.1

o(T) U p(T)
o(T) N p(T)

C.
0.

Définition 3.2.4  On appelle spectre ponctuel de T l’ensemble des valeurs propres de T', noté o,(T)
tel que
op(T)={A€o(T): T — MNu non injectif}.
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Remarque 3.2.2  Lorsque H est dimension finie, alors o(T) = op(T).

Mais st H est dimension infinie, on a op(T) C o(T).

01
Exemple 3.2.1  Soit A € My(R) défini par A = ( )
4 0

on a

det(A — )‘IMZ) =

|—/\ .
A2 4= (A—2)(A+2)

—-A

det(A—Ap,) =0=>A=2 ou A= -2.

Alors,
o(A) = op(A) = {2, -2}

Définition 3.2.5  On appelle spectre continu de T, et on note par o.(T), l’ensemble
o0o(T)={N€a(T): T — Ny injectif et , Im(T — Xg) # Im(T — \) = H}.
Définition 3.2.6  On appelle spectre résiduel de T, et on note par o,(T), I’ensemble
o (T)={\€o(T): T — Xy injectif et , Im(T — \) # H}.
Remarque 3.2.3  Le spectre o(T) est la réunion disjointe de trois ensembles
o(T) =op(T)Uoe(T)Uon(T).
Théoréme 3.2.1 Le spectre de tout opéateur T € L(H) est un compact non vide de C

Preuve.
Le spectre de T est borné car si A € C, alors T'— A\ est inversible. En effet, A\I; — T = A(Iy — T/)\)
avec ||T||/A < 1. Dot (I —T/A)~t = 3 T"/A" | car on vérifie que

n>0

(Ig—=T/N)> T\ =1Id= (Z T”/)\”) (I; —T/\)

n>0 n>0
Pour montrer que o(T) est fermé, on va montrer que R(T) est ouvert. Pour cela, on montre tout
d’abord que Inv(L(H)) := {S € L(H) : inversible} est ouvert. On observe tout d’abord que si
T € L(H) vérifie || T.Id ||< 1, alors T est inversible. En effet T' = I+ (T'— 1) = I4.H ou | H|| < 1, ce
qui implique que 7-! = 3 H™, la série des normes étant convergente. Soit & présent Ty € Inv(L(H))

n>0
et soit T tel que || Ty — T'|| < 1/||T~|. Alors T € Inv(L(H)). En effet, T = ToT, ' T avec

1T T = Lgll = 1757 =I5 Toll < |25 IT = Toll < 1

Ainsi, T 17 est inversible, ce qui implique aussi que T = ToTy 17 Pest aussi. Ceci achéve la preuve

du fait que Inv(L(H))) est ouvert.
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Considérons a présent I'application f : C — L(H) définie par f(A) = Ay —T . Alors f est continu
et R(T) = f~1(Inv(L(H)). Ainsi R(T) est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une
fonction continu. Nous pouvons en conclure que o(7) est un compact de C. Vérifions que o(T") est

non vide. Pour cela on va utiliser I’identité de la résolvante : si A et Ay sont dans R(T), alors
(T = Ag) ™" = (T = XoIg) ™ = (A= o) (T = Ma) ™ (T = Xola) ™"
Cette identité se démontre trés facilement en remarquant que
(T — \I) ((T — A - (T - )\OId)_l) (T —Xoly) =T — Xoly — T+ My = (A= o) Iy
Par conséquent
frac(T — M)~ = (T = Moly) " A= Xo = (T — M)~ (T — MoIy) !

qui converge vers (T — Aolz)~2 lorsque A tend vers Ag. Ainsi z — (T — zI;)~! est une fonction
holomorphe de R(T) dansL(H). Supposons que o(T) = 0 ,ce qui impliqueR(T) = C . Dans ce cas

2+ (T — zI3)~! est une fonction entiere. De plus, si |z| > | T ,

(1o = T)™" = (2l = T/2)) " = - (Z T”/A")

Z \n>0

Par conséquent

1 1 1
(2L —T)7'| < = =
H H 2l 1= IT[l/z] [z = |IT]
En particulier,‘ 1|im (214 — T)~!|| = OLa fonction entiere z + (2I5 — T)~! est donc une fonction
Z|—00

enti‘ere et bornée. Nous allons appliquer le théoréme de Liouville, vu pour les fonctions complexes.

Soit ¢ € L(H)* . Posons f,(z) = ¢ (T — 21;)~!) fonction holomorphe de R(T) = C dans C, et
bornée, par continuité de ¢. D’apres le théoréme de Liouville, f, est constante et donc identiquement

nulle car lim ¢ ((T — zI4)™!) = 0 Comme f, = 0 pour tout ¢ € L(H)* 2z + (T — 21;)"! est aussi

|z]—o0
identiquement nulle, puisque ||(T — zI) 7| = sup | (T — z14)~")| On obtient une contra-
PEL(H)* [lpll<1
diction, qui implique que le spectre de T' est nécessairement non vide

Nous allons & présent établir le théoreme spectral suivant.

Théoréme 3.2.2 Soit] € L(H)
1. Si T est inversible, alors o (T~1) ={1/X: X € o(T)}

2. o(p(T)) = p(a(T)) pour tout polynome p € C[X]

Preuve.
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1. Soit A € o (T'~1). Comme T~! est inversible, nécessairement A # Comme T~ — A\l est non
inversible et comme 771 — \[; = \T ! (%Id — T) - I’opérateur (%Id — T) - est non inversible,
i.e. + € o(T). On a donc montré que o (T') C o(T)~! := {1/X: X € o(T)}. En échangeant le
role de T etT—! on obtient I'inclusion réciproques(T)~! C o (T *1), ce qui acheve la preuve de

la premiére assertion.

2. Montrons tout d’abord que p(c(T")) C o(p(T)). Soit A € o(T"). Comme le polynéme p(X) — p(A)
s’annule en ), il existe un polynéme ¢ tel que p(X) — p(A\) = (X — A)g(X) , ce qui donne

p(T) —p(MId = (T = Ma)q(T)

Si p(T) —p(A\)Id était inversible, (T —\Id) serait aussi inversible, d’inverse p(T') —p(\)14) ~tq(T), ce qui
est contraire aux hypotheses. On obtient donc que p(\) € o(p(T')), montrant quep(o(T)) C o(p(T)).
Montrons ensuite queo(p(T')) C p(o(T')). Si p est identiquement nul, l'inclusion est travialement

vérifiée. Soit A € o(p(T')). On factorise dans C[X] le polynéme p(X) — A sous la forme :

pX) —pA) =a(X —a1) - (X —an)

ou les a,i = 1,...,n désignent les racines de p(X) — A, et ol o # 0 car p est non identiquement nul.
Si pour tout ¢ = 1,...,n Vopérateur T' . T' — o;I; est inversible, p(T') — Al est aussi inversible. Par
conséquent il existe un indice i € {1,...,n} tel que T . T'— a;I est non inversible, i.e. ; € o(T"). On

en déduit que A = p (a;) € p(a(T)), prouvant que o(p(T)) C p(a(T)).

Le dernier résultat que nous allons établir concerne le calcul explicite du module du plus grand

élément du spectre, appeleé le rayon spectral.

Théoréme 3.2.3 Soit T € L(H). Alors o(T) C D(O, p(T)) ot p(T) est défini par sup{|\| : X\ € o(T)}

et est aussi égal & inf |[T"||Y/", qui coincide aussi avec lim ||T™|"/".
n>0 n—00

Preuve.
Notons a := 11;% IT™[|/™. Soit A € o(T). D’aprés la seconde assertion du Théoréme (3.2.2), A" € o(T},).
n>

Ainsi |A"| < [|T™|, ce qui implique |A| < [|T7]|"™. Ainsi p(T) < o := H;fl |T™||"/™. De plus
n>
a < liminf || 77|Y" < limsup | T7||Y/"
n—0oo n—o0
Il suffit donc de montrer que
lim sup [|T7[|'/" < p(T)
n—o0

Pour cela nous allons utiliser la théorie des fonctions holomorphes et des séries entieres. Notons 2 le
disque ouvert centré en 0 et de rayon ﬁ , avec la convention
2 = C si p(T) = 0. Considérons la fonction ff : Q@ — L(H) définie par f(0) = 0 et f(\) =
-1
(T— %Id) pour tout A € Q\{0}. La fonction f est holomorphe sur Q\{0} et nous avons déja
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remarqué dans la preuve du Théoréme (3.2.1) que /l\irr%) f(X) = 0. La fonction f est donc continu sur €2
H

, ce qui implique que f est en fait holomorphe sur . De plus, si 0 < |A\| < ﬁ , 0N a

FO) ==Ag = AT)" ==X antin

n>0
égalité qui reste trivialement vraie pour A\ = 0. Par conséquent, si |A| < ﬁ , fO) ==X\ X A,
n>0
Soit R le rayon de convergence de la série entiere Y. A"TT™. Comme f est holomorphe sur €,

n>0
R > dist (0,Q°) = ﬁ . De plus, d’apres la formule d’Hadamard

||1/n

— = limsup||T"
R n—>oop |

Finalement lim sup ||T’ ”Hl/ " < p(T), ce qui achéve la preuve du théoréme.
n—oo
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié les caractérisations fondamentales des opérateurs linéaires continus
d’un espace vectoriel normé ou de Hilbert vers autre espace vectoriel normé ou de Hilbert . On a
commencé par quelques préliminaires sur les espaces linaires et les ensembles linéairement indépendants
,sous-espaces engendrés. On mets ['accent sur quelques notions sur les espaces normés et espaces de
Hilbert. Dans le chapitre deux ,on présente les définitions et les propriétés générales des opérateurs
linéaires continus d’un espace vectoriel normé ou de Hilbert vers autre espace vectoriel normé ou de
Hilbert . On donne quelques exemples des opérateurs linéaires continus inversibles.. Dans chapitre
trois de ce travail nous avons apporté deux applications différentes illustrées dans le domaine de
la théorie des opérateurs linéaires continus d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert. La
premiere application concerne I’étude des opérateur associés a un opérateur linéaire, et leurs propriétés
structurelles. Les opérateurs de projection et leur étude est important car ils constituent les éléments
simples en lesquels se décomposent évidemment les opérateurs hermitiens.

La deuxieme application s’est occupée sur I’étude des valeurs propres d’un opérateur linéaire continu
d’un espace de Hilbert dans autre espace de Hilbert, nous sommes intéressés a savoir pour quels valeurs

propres I'opérateur résolvant associé sera inversible.
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Résumé :

Dans ce mémoire on expose quelques connaissances et propriétés principales des
opérateurs linéaires continus d'un espace vectoriel normé ou de Hilbert vers autre espace
vectoriel normé ou de Hilbert . On a commencé par quelques préliminaires sur les espaces
métriques ,et les espaces de Hilbert . Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est consacrée a
1'étude des propriétés fondamentales générales des opérateurs linéaires continus d'un
espace vectoriel nor .
mé ou de Hilbert vers autre espace. Le troisiéme chapitre de ce mémoire est consacrée aux
deux projets applications sur les opérateurs lin€aires continus d'un espace vectoriel normé
ou de Hilbert vers autre. La premicre application concerne 'é¢tude des propriétés générales
d'un ensemble nouvel des opérateurs linéaires continus s'appellent opérateurs linéaires
associés des opérateurs linéaires contins sur un Hilbert. La deuxiéme application s'occupe
principalement sur 1'é¢tude des valeurs propres des opérateurs linéaires continus d'un espace
de Hilbert dans autre espace de Hilbert, nous sommes intéressés a savoir pour quels valeurs
propres l'opérateur linéaire résolvant associé est inversible.

Mots-Clés :
Opérateur linéaire bornée Continues, Espaces de Banach, Espaces de Hilbert, Produit
scalaire. Norme, Opérateur inversible, Opérateur adjoint.

Abstract :

In this memorial we expose a few basic facts and fundamental properties of continuous
linear operator from normed spaces ( or Hilbert space ) to other normed spaces ( or Hilbert
space ) .We start by exposing a few preliminaries on metrics spaces and Hilbert .The
second .
chapter of this memorial is specified to study the general and fundamental properties on
linear continuous operators from normed spaces ( or Hilbert space ) to other from normed
spaces ( or Hilbert space ) to other . The third chapter of this memorial is to make use of
two .
projects works and applications off linear continuous operators from normed spaces ( or
Hilbert space ) to other .The first application concerne the study of new set of linear
continuous operator which called associated continuous linear operator from Hilbert space
to other . The second application is to invest some proprieties of eigen values of continuous
linears operators we assai to known . How can the linear operator resolvant operator to be
inversible.

Key-words :
Piezoelectricity , normal compliance , evolutionary inequality, fixed point, existence ,
uniqueness . Bounded Linear Operator. Continuous . Banach spaces . Hilbert spaces . Inner
products. Norm. Inverse of Operator. The adjoint of an Operator.
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