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Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

H!, H), Whp Espaces de Sobolev.

|- | La norme euclidienne sur R

|- |e La norme sur E.

C(la, b)) f :]a,b] = R, f est continue .

gxf Produit de convolution .

Cge Espace de support compact.
aa1+a2+-~OtN N o )

D%y = u, |of=>,_;a Dérivées partielles.

a1 a9 N ?
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Introduction générale

Dans ce mémoire on a étudié deux types de problémes thermoélastiques, le premier caractérise
un probléeme de type Timoshenko dont les variables sont le déplacement transversal ¢, I'angle de
filament ¢ et la différence du température 6 d’une poutre de longueur L = 1, le second probléme
est en élasticité poreuse dont les variables sont le déplacement ¢ et la fraction volumique . Dans
chacun de ces problemes nous avons considéré une amortissement de type mémoire liée a la second
variable. Le terme mémoire est caractérisé par un intégral dépend d’une fonction de relaxation g qui
remplie certaines conditions de régularités et de décroissances. Nous avons montré que les solutions
des systemes décroissent (quand ¢ tend vers l'infini) d’une maniére liée au tau de décroissance de la
fonction g et qui unifie plusieurs sortes de décroissance (polynomiale, exponentielle, trigonométrique,
..., etc) et qu’on l'appele décroissance générale.

Le modele
En 1921 Timoshenko a étudié le systeme

{ pro = K (pz + 1), dans (0,L) x Ry, 1)
Pty = bbyy — K (g +1), dans  (0,L) x Ry,

Il a remarqué que ’axe central d’une poutre subite a une flexion fait un angle avec le perpendiculaire
a la section de la poutre, cet angle est appelé "angle de filament”. La stabilisation du systéme (1) a
prit beaucoup d’intérét dépuis longtemps, des différentes dissipations ont été ajoutées a ce systeme
pour examiner leurs effets sur la stabilité de la solution du systéme non amorti.

Parmi les études faites sur cette direction on montionne celle de Ammar Khodja et autres [2]
(2003), qui ont ajouté un terme mémoire au systéme (1), ils ont étudié le systeme

p1ow =k (a + ), , dans (0,L) x R4,

! (2)
poties = bbas — i (0 + 1) — /0 9t — ) thus (2,8)ds, dams  (0,L) x Ry

avec les conditions aux limites

gO(O,t) :W(Lvt) :¢(Oat) :@Z}(L?t) =0.

Ils ont imposé sur g les hypotheses

g >0, 3ko, ki, ke > 0: —kog < ¢ < —ki1g, |¢"| < kag et b—/ g(s)ds>0 3)
0

K b
et les coefficients du systeme vérifient la condition — = —, et montrer que :

P P2
1) si g décroit exponentiellement (g’ (t) < g (0) e #!) alors I’énergie du systéme E () décroit expo-
nentiellement
E(t) <E(0)e &, t >0,
2) si g décroit polynémiallement (¢’ (t) < by (1 +¢) P, p > 2) alors I’énergie E () décroit polyno-
miallement CE(0)
Et) < ——=, t>

En 2006 Guesmia et Messaoudi [8] affaiblissent la condition (3) a la condition
g>0,I>0:¢ <—EgP, et b—/ g(s)ds>0 (4)
0

et obtiennent une décroissance exponentielle pour p = 1 et polynémiale pour % <p<2
En 2009 Messaoudi et Mustfa [13] remplacent la condition (4) par la condition

g>0,3E>0:g <€) g, et b—/oog(s)ds>0 (5)
0

1



ou & : Ry — R, est une fonction décroissante. Ils montrent que I’énergie associée a la solution vérifie
I'inégalité

E(t)gE(O)exp<—/0t£(s)ds>,tZO. (6)

La dérniere estimation est un cas général qui contient les résultats exponentiel et plynémial comme
cas particuliers.

En 2011, Messaoudi et Fareh [10] ont ajouté un effet thermique au systéme (2) et étudier le tau
de décroissance de la solution du systeme

p1eu = K (Px + ), — O, . dans  (0,1) x R4,

P2t = Qtppy — K (@ +10) + 0 — / g(t —8) Yy (w,5)ds, dans (0,1) x Ry,
0

P30t = kOry — Oz — Y, dans  (0,1) x Ry,

sous la condition (5). Dans le cas des vitesses égaux ils ont obtenu le résultat (6).

En 2013 [11] ils ont considéré le cas des vitesses différentes (i # g) et obtenir
pL - P2

C (E(0) + E« (0))
[€(s)ds

Dans ce mémoire on va détailler ces deux publications dans le Chapitre 2.
Récemment, Apalara [1] a étudié le systéme (2) dans le cas poreux

E(t) <

p1put = Hpzx + bz, . dans (0,L) x Ry,
7
P2t = gy — by + §Y — / g(t —5) g (z,s)ds, dans (0,L) x Ry, (M)
0

ou 1 représente la fraction volumique entre la volume de la matiere sur la volume de la région qu’elle
occupe. Sous les conditions aux limites suivantes

9096(07t) = Pz (Lvt) :w(oat) :¢(L’t) =0.

Il a obtenu une décroissance générale dans le cas des vitesses égaux. Ce systéeme sera 'objet de notre

troisieme chapitre.
t

Le terme mémoire [ g(t — $)1z(x, s)ds signifie que la valeur de 1., a l'instant ¢ cumule I’ensemble

des états a l'intervalle (0,t) avec coefficient g(t — s) a l'instant s, dont le nom mémoire qui a obtenu.

La méthode

La méthode utilisé dans ce mémoire est la méthode des multiplicateurs. Elle consiste a construire
une fonctionnelle de Lyapunov £ (t) équivalante a 'énergie E (¢) cette fonctionnelle vérifie les conditions
de la fonction de Lyapunov décrivent dans le chapitre 1. La construction se fait en étapes chaque étape
consiste a choisir une fonctionnelle I;, K;, ... dont la dérivée vérifie une estimation qui contient un terme
de Iénergie avec coefficient négative, la fonctionnelle de Lyapunov L (¢) est une combinaison de ces
fonctionnelles dont les coefficients sont choisies d’une maniere ol on obtient d’une part 1’équivalence
entre L (t) et E(t) et d’autre part L' (t) < —&(¢t)E(t) ce qui permet d’obtenir notre résultat de
décroissance de la maniere suivante :

donc

IN

—wé (t), t >0,

une intégration donne
t
L(t) < CL(0)exp <—w/ & (s) ds> .
0

L’équivalence entre L (t) et E (¢) conduit au résultat désiré.






Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre on ressemble les notions de bases qu’on ait besoin dans ce mémoire, on fait un
petit rappel sur les espaces de Sobolev et sur la notion de stabilité des systeme dynamique.

1.1 Espace [

Définition 1.1.1. [3] Soient Q un ouvert de R"™ et p € R avec 1 < p < 0o, on définit :

LP(Q) = {f:ﬂ—)R, f mesurable et /\f(x)\pdx<oo},
Q

I = ([ \f(x)\”dX)l/p,

muni de la norme

c’est un espace de Banach.

1.2 Espaces de Sobolev

Définition 1.2.1. [3] Etant donnés un entier m > 1 et un réel 1 < p < 0o, on définit l’espace de
Sobolev W™P(Q) par :

WmP(Q) = {u € LP;V]|a| <m; Jgo € LP telle que /QuDago = (—1)l /ango; Vo € C'SO(Q)} :
Pour p =2 on note :
H™(Q) = W™2(Q).

L’espace W™P est muni de la norme

m

lullwme = llulle + > [ D¥ul[ra,

a=1
et l’espace H™ est muni du produit scalaire

m

(w,0)sn = (w vz + Y (D0, D).
a=1

Définition 1.2.2. [5/ On note H{'(Q2) l'adhérence de C§°(Q2) dans H™(Q).



1.3 Quelques inégalités utiles

Les inégalités suivantes sont d’une grande utilité.
Inégalité de Young :
: . R
Soient p et g deux réels conjugués : — + — =1, alors
p q
9 =+ -

En particulier si u,v € L2(Q) on a :

/\uv| /|u|2 5/]v|2, Ve > 0.
Q

Soient f € LP et g € LY avec 1 < p < 00, on désigne par g I’exposant conjugué de p.
Alors fg € L! et

Inégalité de Holder :

19l < 1 Flleellgla-

Remarque Dans le cas : p = ¢ = 2 l'inégalité de Holder est connue sous l'inégalité de Cauchy-
Schwartz.

L’inégalité de Poincaré classique :

- On suppose que 2 est un ouvert borné. Alors il existe une constante C' (dépendant de €2 et p)
telle que

ullre(o) < ClIVullreq)- Yue WyP() (1<p<oo).

. . . , . 1 . , . N
En particulier I'expression |Vul|» définie une norme sur W, *(Q) qui est équivalente & la norme

||| ywre sur H(2), et Pexpression / Vu - Vv est un produit scalaire qui induit la norme ||Vul|2.
Q

L’inégalité de Poincaré-Wirtinger :

Soient p € R, 1 < p < 00 et © un domaine (c’est-a -dire un ouvert connexe) lipschitzien (c’est-
a -dire borné et & frontiere lipschitzienne) de 1’espace euclidien R™. Alors il existe une constante C,
dépend uniquement de Q et p, telle que, pour toute fonction u de I’espace de Sobolev W1P(2), on a

|u = uallLr@) < ClVule @)

ol <UQ ‘ Q) / dx) est la valeur moyenne de u sur €2, le nombre |Q2] désigne la mesure de Le-

besgue du domaine 2.
Dans le cas ou ug =0 on a :
lullpoay < ClIVallir@

Théoréme 1.1. [3] Soient f € LY(Q) et g € LP(Q) avec 1 < p < o00.
Alors, pour presque tout x € , la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur .
De plus, pour

(f * 9)(a /fx— y)dy,

ona fxgelP(Q) et



£ *glle < [ fllLllgllie-
On a besoin du

Lemme 1.1. /3] Soient f € LY(Q) et g € WHP(Q) avec 1 < p < oo, alors,

frgeWhP(Q) et (fxg) =[fxg.

1.4 Notions fondamentales de la stabilité

Théoréme 1.2. [7] Soit f : R x R™ — R une fonction satisfaisant la condition suivant :
Pour tout T' > 0, Ik, C telle que

|f(t,(L') - f(tay)‘ < k‘l’ - yLVCE,y € Rn7Vt € [O,T]
|f(t,$0)| < C7Vt € [OaTL

alors le systéme

x (to) = X0

{ x(t) = f(t,x),Vt >0 (11)

admet une solution unique x(t,ty,xo), satisfait :
€T (t,tl,.rl) =T (t,l’o) ,Vt > i > t(),
ot, 1 = x(t1).

Définition 1.4.1 (Point d’équilibre). [7]
Un point zog € R est un point d’équilibre du systéme (1.1) si

Vit > 0, f(t, :Iio) =0.

La théorie de Lyapunov s’intéresse par le comportement d’une solution z (¢,to, ZTg) qui commence
en un point Tg # xg et |To — xol| < d pour un § > 0 assez petit. Pour simplifier les chose on prend
xo = 0 et on note =g par xg.

Définition 1.4.2 (Stabilité). /6]
On dit que © = 0 est un point d’équilibre stable (au sens de Lyapunov), si

Ve >0, Vto =0, 36 =0(tg,e) >0, telque |zo|| <= |x(t,to,x0)| <e&,Vt > to.

Autrement dit, la stabilité au sens de Lyapunov a l'origine, veut dire que pour tout t > tg, la
solution associée a la condition initiale (g, o) reste au voisinage de l'origine si xp est au voisinage
de l'origine. En d’autres termes, pour tout ¢t > tg , une petite perturbation de la condition initiale
autour de l'origine donne naissance a une solution z(t) qui reste proche de l'origine. Notons bien que
la stabilité du systeme n’implique pas la convergence des solutions vers l'origine, c¢’est pourquoi la
notion de stabilité toute seule est insuffisante pour I’étude du comportement des solutions.

Définition 1.4.3 (Stabilité exponentielle). [6/
On dit que :
i) lorigine x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable (noté ES), s’il existe un
voisinage de l'origine noté Uy, X1 > 0 et g > 0, tels que

lz(@®)| < Atljwolle2Et) Vag € Uy, VE=to > 0.

Dans ce cas, la constante Ay est appelée le tauz de décroissance ou aussi la vitesse de convergence.



it) Uorigine © = 0 est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable (noté GES), si

Uy = R™.

Définition 1.4.4 (Fonctions de classe K). [9]
Soit a € RT\{0} et v : [0,a] — R™ une application continue, on dit que @ appartient a la classe K
8t :

1. ¢ est strictement croissante.

2. (0) = 0.

Définition 1.4.5 (Fonctions de classe £ ). [9]
Soit ¢ : RT — RT une application continue, on dit que ¢ appartient a la classe K> si : ¢ € K et
lim ¢(r) = 4o0.

r——+00

1.4.1 Théorie de Lyapunov

L’utilisation des fonctions définies positives est une technique parmi les plus efficaces pour analyser
la stabilité d’un systeme gouverné par une équation différentielle ordinaire.

Définition 1.4.6 (Fonction de Lyapunov). [6] On considére le systéme (1.1). Soit Uy un voisinage
de zéro et L : Ry x R"™ — R une fonction continue et différentiable sur R™.
— On dit que L est une fonction de Lyapunov au sens large en 0, si elle vérifie les deux propriétés
sutvantes :
i. L est définie positive L(-,x) > 0 pour Yz # 0.
it. Li(-,x) < 0 pour tout x € Up.
— Si de plus L4(-,x) < 0 pour tout x € Up\{0} on dit que L est une fonction de Lyapunov stricte
en 0.

Théoréme 1.3. [6/ On considére le systéme (1.1). Si ce systéme admet une fonction de Lyapunov au
sens large sur Uy, alors lorigine x = 0 est un point d’équilibre stable.

Théoréme 1.4. [6] Considérons le systéme (1.1). Supposons que ce systéme admet une fonction de
Lyapunov L(t,z) et supposons qu’il existe des constantes c1, c2, c3 et ¢y > 0, telles que, Ya € Uy,
Vt >ty on a :

allzl* < L(t2) < eall|? (1.2)
Li(t, @) < —csllz] (1.3)

oL
15, (&)l < edlll, (1.4)

alors, © = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable. Si Uy = R™, alors l’origine est un point
d’équilibre globalement exponentiellement stable.



Chapitre

Décroissance générale d'un systeme
thermocélastique de type Timoshenko

Dans la théorie développée par Timoshenko en 1921, pour représenter les effets de cisaillement et
la flexion rotationnelle d’une poutre de longueur L. Les variables indépandentes sont le deplacement
transversal ¢, 'angle de filament ¢ et la différence de température 6, en un point d’abscisse z, a
Iinstant ¢. L’angle de filament est 'angle fait par I’axe central avec le perpendiculaire a la section
transversal aprées la flexion, comme illustré dans la figure ci-dessous.

z
Euler-Bernoulli
Timoshenko
T ------------------------- b Ay
h i/\“‘\\ w Q
-
i X
h ,Q
______________________ !
En suivant [12] les équations d’évolutions sont données par
ppi =Ty
P’ﬂbtt = hx + f (21)
pTon: = g

et les équations constitutives sont

T:"&(@z-i-lb)—ea
h:awdfu

t
F = —rlp+ ) +0— /0 ot — 8)dua(a, 5)ds,
q=k*0z, pn = pd + 7-(px + )

ou p est la densité de masse, x est le module d’élasticité, Ty la température a I'instant ¢ = 0, et @ un
coefficient constitutive. La substitution des équations (2.2) dans les équations (2.1) conduit au systéme

(2.2)

P1Ptt = K/(@m + Qp)x - 91 . dans (0, 1) X R+7

P2t = QPpy — K(Pe + ) + 0 — / g(t — 8) Yy (z,8)ds dans (0,1) x Ry, (2.3)
0

P30 = kbzy — ot — 1 dans (0,1) x Ry,

ou, on a posé p = p1, pk = p2, plop = ps et k = % et on prend L = 1 pour simplicité. Dans le systeme

t
(2.3) nous avons considéré que la dissipation produite par 1) est de la forme / g(t — $)ye(z, s)ds
0

8



ce qui représente les cumulés des états ¥, (-, s) & la période (0,t), on 'appelle alors, terme mémoire.
Pour la fonction de relaxation g, on suppose qu’elle vérifie les hypothéses suivantes :

(H1) ¢ : Ry — R4 est une fonction différentiable décroissante satisfaisant :

g(0) > 0, a— / g(s)ds=1¢>0.
0

(H2) 11 existe une fonction £ : Ry — Ry décroissante, difféentiable et satisfait :

g'(t) < —E()g(1), vt > 0.
On suppose que les fonctions inconnues ¢, ¥ et 6 vérifient les conditions aux limites et initiale
suivantes :
@(Ovt) = 30(1775) = ¢(07t) = w(lvt) = H(O,t = 9(17t) =0, t=0.
90(1"70) = @O(x)a cpt(x,O) = Sol(x)’ O(x,O) = ()(x), YIS (07 1)'
’l,b(l‘,O) :wo(fﬂ)» d)t(xao) :wl($)7 T e (Oa 1)

On introduit I'espace de Hilbert ( appelé espace d’énergie)
H = H}(0,1) x L(0,1) x H}(0,1) x L?(0,1) x L*(0, 1).

Proposition 2.1. Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites alors, pour tout
((v0, 1), (Yo, 1)) € (HH(0,1) x L2(0, 1))2 et Oy € H(0,1), le systéeme (2.3) admet une solution
unique

(¢, %) € (C (Re; HY(0;1)) N CH (Ry;L(0;1)))”
0 € C (Ry;L%(0;1))

Remarque 1. La démonstration de cette proposition se fait a laide de la méthode de Feado-Galerkin,
on renvoie pour plus de détailles au [14, 4] . Nous ne faisons pas la démonstration car elle est trés
longue et hors le sujet principal de ce mémoire.

On définit I’énergie associée au systéme (2.3) par :

1 /! t 1
E(t) = 2/0 [ms@?+m¢?+p392+ <a—/0 9(8)d8> W2+ K (pz + 1) dx+§gowm7

otl, pour tout v € L2(0;1)

1t
(gow)(t) = /0 /0 g(t —s)(v(x,t) — v(x, 8))2deX. (2.4)

On vu facilement E(¢) > 0 par (H1) et ¢y constant positive.

2.1 Décroissance générale

Dans ce qui suit on va établir une décroissance générale de I’énergie associée au systeme (2.3) dans
les deux cas :
a) des vitesses de propagations égaux

K Q@

— = 2.5

P1 P2 ( )
b) des vitesses de propagations différentes

K @

— £ —. (2.6)

f1 P2



Cas1:2-2
P1 P2

Théoréme 2.1. Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites alors, pour tout est
((v0, 1), (Yo, 1)) € (HH(0,1) x L2(0, 1))2 et Oy € H{(0,1), le systéme (2.3) admet une solution
unique (@,1,0) et Uénergie E(p,1,0,t) vérifie

B(t) < Ae o €6)ds vy >
ot w et \ sont deux constantes positives.

Pour démontrer ce théoreme, nous prsentons tout d’abord quelques résultats utiles.

Lemme 2.1. Sous les hypothéses (H1) et (H2), on a :

/1 vel(t) /Otg(t — 8)tya(s)dsdx

%% [g by — ( /0 tg(sms) /0 lwi(wdx] - %g'ou}ﬁ ég(w /0 (o

Preuve . On integre par partie on obtient :

/01%(75) /Otg(t — 8)pe(s)dsdx = — /01 o (£) /Otg(t — $)bu(s)dsdx

1 t
- /0 /0 gt — 8)ar(t) [ (5) — B (t) + (t)) dsdx
1 t 1 t
- / / gt — 8)ue() [ (5) — tha(t)] dsdx — / / 9t — $)bua (£ (£)dsdx
0 0

2dt/ / (t = 5) [a(s) — ()] ] dx—;/ol/otg’(t—@ [tho(s) = (8] dsdx
3 ([ o) [ Sviiares
oo ([ g(s)ds) [ o] = 3o 0w+ Jato) [ vitoes

C’est ce que nous cherchons. O

Lemme 2.2. On suppose que (H1) est vérifiée, alors :

/01 </Otg(t —s)(v(t) — v(S))ds)2dX < €09 © Vz,

otu cg est une constante positive et pour tout v € H(l)(Q)

Preuve . En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré on obtient :

/ 1 ([ ate=sp0t0) - v(s))ds)2

2

dx _/1 (/tg%(t _ $)gh(t — s)(u(t) — U(S))dS) dx

<[ (L))
<(/0| 5t - s)PlGolr ()_U@))pds)é)de

/01 </otg > < Otg(t —s)(v(t) = v(s)) dS> dx
(/otg(s ) /0 gt — 5)(v(t) — v(s))*dsdx
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A ([ ste-swt0- v(s))ds)de ([ atras) [Cate—s ([ olt) o(s) ) o

0

tg(s)ds tg(t_s) C 1(%(75)—%(8)) dx | ds
([m) il [
([ ston) [ote= (cf a0 - un(3)) ) d.

IN

IN

On pose ¢y = C (/ g(s)ds), on aura
0

/01 </Otg(t —s)(v(t) — v(s))ds)2dx < /01 /otg(t ) (0n(t) — () dsdx

= €09 © Uy,

d’apres eq. (2.4)

Remarque 2. On utilise le lemme ci-dessus avec —¢g' au lieu de g on obtient

/01 </Ot gt — 8)(w(t) — v(s))ds>2 dx < —cog o vy,

Lemme 2.3. Pour toute 1) € H'(0,1), il existe une constante co > 0 telle que

1 t 2 1
/0 <1/Jx—/0 g(t—s)l/fx(s)ds> dxgco/o Y2dx + cog o Py

Preuve . En utilisant 'inégalité suivant : (a + b)? < 2a® + 2b?, on obtient :

/01 (wz - /Otg(t — s)wz(s)ds>2dx < 2/01¢§dx+ 2/01 (/Otg(t — s)%(s)ds)QdX

sz/olwidxw/ol (/0 g(t — ) ($als) - wma)wx(t))dsfdx

< 2/01w3dx+2/01 ((/Ot (t = 5) (a(s) —%(t))ds) + </Otwm<t>g<t—s>ds)>2dx

En utilisant 'inégalité(a + b)?

IN

2a® + 2b% une deuxieéme fois

<2 widx+4/01wz<t> (/Otg<t—s>ds)2dx+4/01 (/ ot — ) (als) — %(t))ds)zdx
< <2+4(/0°°g<t—s>ds)2 /01¢gdx+4/01 (/0 9t — ) (als) — %(t))ds)de
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Lemme 2.4. Supposons que (H1) est vérifiée, alors, il existe une constante positive co telle que :

1t 1 o [ co
/ u/ g(t — 8)vy(s)dsdx < 5/ u?dx + / v2dx 4+ —g o v,.
0 0 0 € Jo €

pour tout € > 0 et pour tout u € L2(0,1) et v € H(0,1).

Preuve . En utilisant inégalité de Young on a :

2

/Olu/otg(t—s)vgc(s)dsdxg 5/01u2dx+660/01 </Otg(t—s)vx(s)ds) dx

2

gs/OIUdeJr?/Ol (/Otg(t—s) (vx(s)ﬂx(t)_vz(t))ds) dx

< 6/01u2dx—|— " 01 <</Otvz(t)g(t— s)ds> + (/Otg(t— s) (va(s) — Ux(t))ds>>2dx.

Donc vu que (a + b)? < 2a® 4 2b%, on a :

/0 L /0 t gt — 8)vg(s)dsdx

§€/01u2dx—|—2§0/01 (/Otvx(t)g(t—s)ds>2da:+2§() 01 </Otg(t—s) (vz(s)—vm(t))ds>2dx
gg/olu2dx+2§0 2 </Ooog(t—s)ds>2dx+2§0</Otg(t—s) (vm(s)—vx(t))ds> dx

0

1 o [ c
Sé‘/ u2dx—|—/ v2dx + —g o vy,
0 € Jo €

o0 2
ol on a rénoté : ¢y = max {200 </ g(t — s)ds) ,200}. O
0

Lemme 2.5. Sous les hypothéses (H1) et (H2), I’énergie E(t) satisfait l'inégalité :

E [t 1 1 1
E'(t) = —2/ Hgdx + ig’ oy — 2g(t)/ wz(x,t)dx <0. (2.7)
0 0

Preuve . En multipliant (2.3); par ¢, (2.3)2 par 1, et (2.3)3 par 6 puis on integre sur [0.1] et on
utilise 'intégration par partie, on aura :

1 1 1
/ P prdx = / K(pz + V) zprdx — / O, 0rdx.
0 0 0

1 1 1
= / Kz prdx + / Kpgpprdx — / O prdx
0 0 0
1 1 1
= —/ mpchxtdxjt/ /@@bxgotdx—/ 0, prdx,
0 0 0

ce qu’on peut l'écrire

1d (!

1 1
S— | ;i +rer] dx = / K prdx — / O prdx. (1)

On a encore

1 1 1 1 1 t
/0 poeritedx = /0 cotrdx — /0 (s + ) + /D Oupydx — /0 ” /0 9t — 8)bas (x, 5)dsdlx,

12



d’apres lemme 2.2 :

1d 1 P2d Ld 1/12d —/1 ed —/1 pyd +/19¢d
2dt0p2tx 2dt X Kz PedX 0/4: +dX ; +dX

/ ¢t/ (t — 8)Waa(z, s)dsdx

S Y R / ipatbrcx —

1 1
a 2
2dt dt ), K dx—l—/o Oppdx

/ Y (t)dx — ia [9 Yz — (/Otg(s)ds> /Olng(t)dx] + %g’owx-

1d ! t 1d
g [ ot 4o+ (a- [atos) 0] s+ Logew,
1 1 1 1 ) 1 , ,
= [ moenas+ [ onax— ) [ s gov. @)
et enfin

1 1 1 1
/ p3b,0dx =k / 0,20dx — / Pafldx — [ ¢0dx
0 0 0 0

1d 1 1 1 1
—— | psfPdx=—k / 02dx + / 0,dx — / Yrfdx. (3"
2dt Jo 0 0 0

La combinaison de (1’), (2') et (3') donne :

1d

1 t d 1
E'(t) =/ P17 + pati + p3f* + a—/ g(s)ds ) 2 + k(g +0)? | dx + —~go,
2dt J, ) dt 2
k

1 1 1 1
== 5 [ Gax+ g 0v. - 500 [ e <o
2 o 2 27

Lemme 2.6. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle :

1 t
= —/ p2¢t/ g(t — s)(Y(t) — ¥(s))dsdx,
0 0

satisfait, pour (v,v) solution de (2.3) et tout § > 0, ’estimation :

t 1 1 1
I < —<p2 / g(s)ds—6> | vtaxrs [ ont vt axes s [ vax
0 0 0 0 (2.8)

1
+(5co/ 62dx — %Og'owx—i-co (5—}-5) g o y.
0

Preuve . En dérivant I(t) et on intégre par partie, on arrive & :
1 t t
I'(t) = — /0 [a¢xx — Ky — K+ 0 — /0 g(t — s)qu(s)ds] /0 g(t — s)((t) — ¥(s))dsdx

1 t t 1
- /0 o2y /0 ¢ (t — $)((t) — ¥(s))dsdx — /0 o(s)ds /0 patR(t)dx

13



:/Ola%/otg(t_s)% — (s dsdx—/ / (t — ) (1) — (s))dsdx

T / (0o + ) / g(t — $)( (1) — (s))dsdx
// t—swmxsds/ 9(t — ) (1 (1) — als)) dsdx

_/O Wpt/o "t —s)(¥(t) dsdx—/ ds/olpzzbf(t)d

En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, lemme 2.2 et remarque 2, on obtient :

1 t 1 1
[ e [t =9 @t) = vuts)) dsax < co? [ 2o+ Lo <5 [ wdat Fgou.

/pzwt/ (t = 5)( ())dsdx<sp2/ wtdx—“g’owxq/ vide — g 0,
o [ et o) [ att- 9w —vsix <o [ (et 07+ Lgove <6 [ (ot 0+ Lgor

/01<—9>/0tg<t—s><w<> w<>dsdx<e/ 02 + gowxga/ 02+ Loy,

telles que § = max {ep}, ea?

Finalement,

,ek? e}

1 t t
- / / ot — syba(s)ds / gt — 5) (thalt) — a(s)) dsdx
0 0 0

<o [ ([ ot watnas) @+ D [ ([ o900 - s ax
<o [ ([ ot 1uts) v+ vaenas) aos D ([ o o) 0 —ato a5)
2
(-9

(0)ds) da K
§25//1u)§ (/t (s)ds> dx+(25’ 5,)/1 </0t t— ) (Yalt) — wx(s))ds>2dx

1
< 605// @bmdx—i—Co <(5 + 5/) g oYy,

t 2
tels que ¢y = max {2 (/ g(s)ds) ,2,00} et 6 = maxd > 0,
0

1 t t
_ / / gt — s)a(s)ds / gt — ) ($a(t) — u(s)) dsdx
0 0 0

1 1
ga/ Y2idx + ¢ <5—1—5>go¢)x.
0

Ce qui confirme le résultat du lemme. O

Lemme 2.7. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle définie par :

1
J(t) = —/0 (p1ppe + paibiby) da
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satisfait, pour (,1,0) solution de (2.3) et tout € > 0, l’estimation :

1 1
< - / (12 + pat?) dx + ~(1 + ) / (s + )7 dx
0o e 0 (2.9)
—1—00/ Yidx + ;O / 62dx + cog 0 9z, Ve > 0.
0 0

Preuve . Une différenciation directe en utilisant (2.3) et l'intégration par partie, on obtient :
1 1
J'(t) =~ / (P19} + paty) dx — / @ (Kpaz + Kthy — 0z) dx
0 0
1 t
— / P [azpm — Ky — kY + 0 — / g(t — s)wm(s)ds] dx
0 0

1 1 1
——/ (p1¢t+pz¢t)dx+ﬂ/0 wx(%er)der/O b

—l—a/ ¢2dx+/<a/ Y (pz + 1) dx—/ ¢0dx—/ wm/ (t — 5)1,(s)dsdx

_ x % 2X
= /0(0190t+P2wt)d +/€/O (r + )% d +a/ pid

_/01 (‘Pm+¢)9dx—/0 %/0 ot — sy (s)dsdx.

Le lemme 2.3 donne

1 t 1
—[;¢x<z;ﬂt—$¢ﬂmﬁﬁh>dxﬁcqé 2(t)dx + cog © .

De plus, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient, pour tout € > 0,

1 1 1
—/ (pr + 1) 0dx < Eli/ (pr + ¢)2 dx + “« Hidx.
0 0 € Jo
Alors, on obtient le résultat du lemme. ]

Lemme 2.8. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle définie par

Ki)= [ oo (o | ol ispisa) +  partiy (0 + 1) dx

satisfait, pour (p,1,0) solution de (2.3) et pour tout € > 0, l'estimation suivante :

=1

K< «|o (awx—/ot (t — $)u(a, s)ds>L 0+mp2/ PR 2 <1—scO>/01<%+w>2dx

1
+5/ dx+/ 02dx + — /¢2dx+ego¢x—g 0 1y
0
(2.10)

Preuve . En dérivant K;(t) et on utilise (2.3) on obtient :

d 1 1 1
ﬁw%%ﬁz/pmw%®+/pmwmh
0 0 0

dt
1 1
:a/ (’ﬁpxx + Ktpy — 0:8) Prpdx + / P1Opi)grdx
0 0
1 1
=ak [mel/}x]iz(l) — om/ Orrpdx + ak wgdx
0 0

1 1
-« Veldx + / P1OP)pdX.
0 0
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Aussi,

d 1 t 1 t
S plgot/ g(t — s)y(s)dsde = — / plgott/ g(t — s)z(s)dsdx
dt Jo 0 0 0
1 t
- - / ("ﬂpxm + Kty — ga:) / g(t — S)wx(s)dsdx
0 0
1 1 t
- 9(0)/ p1ptadx — / plgot/ g (t — 8)1,(s)dsdx.
0 0 0
Finalement,
d ! 1

1
@t J, pakfe (@ + 1) dx :/0 P2k (Pat + r) dx + /0 P2y (Pr + ) dx
1 1
— [ part ot )t [ (s = i — w4 0
0 0
t
- /0 gt — 5)tbun()dS) (P + 1) dx
1 1 1 1
. /0 prkibnd + s /O yRdx + an /0 Prapadx — ar /0 Y
1 1
— K2 . 2q 0 (¢ d
2 [ o+ dern [ 0ps+v)ax
1 t t
+ IQ/O gom/o g(t — 8)z(s)dsdx — K [gpx(:v,t)/o g(t — 8)1,Z)x(93,3)ds] B
1
+ IQ/O Vg /Otg(t — 8)1,(s)dsdx.

Donc,

x=1

1 1
Ki(t) :/0 prapppppdx — /0 p2EYarprdx + K [% <a% - /otg(t ~ sl S)dS>L—o
1

1 1 1
_ 21 .2 2
a/o %dex+ﬁp2/o Yidx — K /0 (¢z + 1) dX+fi/0 0 (w2 + 1)) dx
1 t 1 1 t
-l-/o 91/0 g(t—s)d)x(s)dsdx—g(O)/O plgpﬂﬁxdx—/o plgpt/o g'(t — s)dsdx.
(2.5) conduit a
t rx=1 1
Ki(t) =K [(Pac <a1/}1’ _/0 g(t - S)z/zA:c,s)ds)Lzo - a/o %%dx
1 1 1
—HWQ/U wfdx—/f/o (<pg;+¢)2dx+/<c/0 0 (pz + 1) dx
1 t 1 1 t
+/O 995/0 g(t—S)wx(S)dst—g(O)/o m%wzdx—/o pupt/O g'(t — s)dsdx.

Encore, en utilisant les inégalités de Young et Poincaré et lemme 2.3, on a

1 o 1 o 1
oY / Vplbpdr < = / Prdx + — / 62dx,
0 € Jo € Jo
1

1 ClﬁlQ 1
R R N CORROMN
0 0 de Jo
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/ / (8= 5)¢uls deX</ 07 da +CO/ Y2dx + eg oy,
_ 9(0)/ p1epehrdx < 5/ dX + / wde
0 0
1 t . .
/ Pl@t/ g (t — 5)1hz(s)dsdx < 5/ ©2dx + / W2z — L o4,

En substituant ces inégalités dans I’expression de K on obtient I'estimation (2.12).

Pour estimer les termes au bords en (2.10), nous avons besoin de ce qui suit :
Soit M € C*([0;1]) définie par
M(z) =2 — 4z, alors, M (1) = —M(0) = —2.

Lemme 2.9. Sous les hypothéses (H1) et (H2), les fonctionnelles Ko et Ks définies par :

Ko (t) := /01 p2M ()i <0ﬂl)x - /Otg(t - 8)11195(8)618) dx,

et 1
Ks(t) := / p1 M () prpzdx,
0
vérifient, pour tout € >0 :

t 2

2 t
Kit) < - (a@bx(l,t) — ; g(t — s)wx(l,s)ds> — <awx(0,t) —/0 g(t — s)(0, s)ds)
1 1 1 1
+€H/O (SDerl/f)QdXJrcgo/O %%Jrco/o wdeJrCo/o 9325+%090¢x—009'0%,
et
1 1 1 1
Ki(t) < -k (gox(l t) —H%(U t)) + ¢g </0 gpidx—i—/o gofdx—i—/o wgdx+/o Hidx> .

Preuve . Une différenciation directe en utilisant (2.3), on aura

w0 - | M) (e = [ ol ias(s)is) (av. | ol )0 (5)ds ) ax
- M) (s + 26— 0) (a0 [ ol $)a(5)ds )

+ /01 p2 M ()1 (a%:t — g(0)1), —/ "(t — s)(s)d )dx

(2.11)

(2.12)

(2.13)

= [}t (v [ ate- smds) axt [ 210 (ave = [ ot = o)0uts)as) ax

o /OIM@)(%W) (a%— /Otgu—sm(s) )dx+§j ' praM (2

= [ ety (s + [ o165 a06) + ) o) ds) ds

17



Ky(0) = [;M@c) (atatet) = [ ot = sy s)as) ] B

= M) (o [ ol swz(s)dsf ax
- ﬁ/ol M (z) (po + 1) (awx - /Otg(t - 8)%(8)618) dx

+ /0 1M(az)e <awx— /0 tg(t—s)lbx(s)ds) dx + [poM(z)a?] "=, — 222 / M/ (z)2dx

t

=0

+ [ ot (~o0+ [ 65 alt) — vato s+ [ g
=~ (vt [ ot spatro)as) — (a0 [ ot )a(0.05)

~ ;/OIM'(:C) (omj)w —/Otg(t—s)i/)z(s)ds)2dx
- H/Ol M (z) (pu + 1) (awx - /Otg(t - 8)¢z(5)d8> dx
+ [ 210 (ave = [ o= putoias) ax- 22 [ o

+ /01 p2 M (x)1); <—g(t)% + /Ot gt — s) (a(t) — ¥a(s)) ds) dsc.

(059000 ax

2 2

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré, lemme 2.3 et 2.2 et eq. (2.11), on aura

1 t 1 1
—/1/0 M(x) (¢z + ) <oupm —/0 g(t — s)ngc(s)ds) dx < eﬁ/o (o +¢)2 dx + %0 ; 1/;323 + i—ogowx,

1 t 1 1
_ — X 2 X C—O 2 Cﬁ @] .
/0 M(z)6 (wz /0 ot s)wz(s)ds>d < o /0 f2ax+ /0 v2+Lgoy,

Aussi, les inégalités de Young et Poincaré et les lemmes 2.3 et 2.2 appliquées aux autres termes
conduit au résultat souhaité.
Pour K3, on a,

1 1
K(t) :/0 1M () pppedx + /0 P1M (1) prpqpdx
1
M(x) (“@xw + Kty — 996) Prpdx + / PlM(x)SOtSOq;th
0
1
_—fi(gox(l t)—l—gox(() t — / M'( gozdx—{—n/ M ()1, ppdx

—/ M(x)@xgoxdx—/ M'(z)prdx.
0 2 Jo

Des estimations similaires conduisent a (2.14). O
Lemme 2.10. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle

1 1 €
Ky:=-Ki + — Ky + —Ks,
K 4e K

satisfait, pour (p,1,0) solution de (2.3) et pour tout € > 0, l'estimation suivante :

18



1
K1) < <3H—€Co>/ (6o + )2 dx+/ ¢t+eco/ P
0 (2.14)
/ wxd + / 02 2901/133_;9 wa-

Preuve . En utilisant 'inégalité :

2

(o= [[te= o) < [ e (ava [ ate=opiatras) |

et en substituant (2.12) et (2.14) dans l'expression de K7}, on obtient :
1 1 )
Kift) <o [ wbdx—n(1-eer) [ (oot 0)?dx
0 0
! 2 €0 ! 2 Co ! 2 Co 4
+£/ gotdx+/ Gxdx—i—/ wxdx—l—ego@bm——g 0Py
0 € Jo € Jo
k! 2 co [t o e [f, 2,
25 [eroract S [uae® o @ [or Sgou,
4 Jo e“Jo e Jo

1 1 1
_Cog/owﬁsco(/ <p§dx+/ cp?dx—l—/ ¢§dx+/ egdx).
€ 0 0 0 0

D’aprés le inégalité (a + b)? < 2a% + 2b%, on a :

02 = (pz + 1 — ) <2 (0 + 1) + 202

Aussi on integre sur [0, 1] et on utilise I'inégalité de Poincaré, on a :

1 1 1
/ @2dx g2/ (SOx—i-l/J)de—i-Q/ Pidx. (2.15)
0 0 0
Donc (2.14) est démontré. O

Lemme 2.11. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle

2
Ky = ﬁj_i_[(%
P1

satisfait, pour (p,1,0) solution de (2.3) et pour un € assez petite, ’estimation suivante :

1 1 1 1 1
Ki(t) < —g/ (pz + ) dX—M/ <P?dx+co/ ¢t2dX+00/ wngJrCo/ 02dx+cog o, —cog oy,
0 0 0 0 0

(2.16)
pour une constante p > 0.
Preuve . En dérivant K5 et en utilisant (2.9) et (2.14) on obtient :
3 1 1
KL(t) <-— (4,«;—560) / (gow—l—w)de—coa/ Zdx + ( — 2 COPZ) / Y2dx
0 0
€o ! 2 ! 2 co 4
+ <5co + 8—2> / Yrdx + co/ 0.dx + cog o Py — ;g 0 Yy.
0 0
3
On choisis ¢ assez petite telle que ZH —ecy > 5 et — —2¢ cop2 > 0. O
€ P1
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Pour le reste de la démonstration on a besoin de définir la fonction

—/Oxw(y,t)dy+ </01w(y,t)dy) z. (2.17)

1
wa(z) = —p(z, 1) + /0 Wy, H)dy,

- [ty + ( / 1 ¢t<y,t>dy) .

et que w est la solution de ’équation différentielle

On peut vérifier facilement que

— Wag = Vg, w(0) =w(l)=0. (2.18)

Lemme 2.12. La fonction w satisfait

1 1 1 1
/ widx < / Yrdx, / widx < C/ Yidx.
0 0 0 0

Preuve . En utilisent 'ingalité de Poincaré, I'intégration par partie et 2.18, on obtient

1 1 1 1
/ wgdx:/ wwwzdx:—/ wmde:/ Pwdx
0 0 0 0
1 1 1
<e / 2dx + — / widx,
0 4e Jo

1 1 /1 1
/ widx < / ¢2dx+/ widx
0 2Jo 2.Jo
1 1
/ widxg/ P2dx
0 0

1 1 1
/ widx < C / widx < C / Yidx.
0 0 0

1 .
pour € = 3 on obtient

et

O
Lemme 2.13. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle K¢ définie par :
1
Kg(t) == / (prwer + patftp) dx
0
. , ¢ N ,
satisfait, pour (p,1,0) solution de (2.83), et pour 0 < g1 < 3 l’estimation suivante :
Y 1 1
Ki(t) < —2/ lb%dx—l—el/ Zdx + / 02dx + — / Y2dx + cog o g, (2.19)
0 0

ot { est la constante définie dans (H1).

Preuve . Une différenciation directe utilisant (2.3) donne :

1 1 1 1
K(t) :/ P1W¢ttdx+/ letﬁpth-F/ Pzwttwdx—i‘/ parbpdx
0 0 0 0

1 1
:/ w (K(Pa::c + Ktpy — 9:1:) dx + / prwiprdx
0 0

+ /0 1 <awm— K40 - / 8)baa( >ds) P + /0 paiix
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En utilisant I'intégration par partie on arrive a

1 1 1 1
Kg(t) = — Iﬁ?/ Wy ppdx + /i/ wgdx + / we0dx + p1 / wippdx
0 0 0 0

1 1 1 1 1
— a/ wgdx — /@/ Yrehdx — K P2dx + / Opdx + / pg@[}?dx
0 0 0 0 0

[ e ([ o= wattr = vt as) s+ ([ atoras) [ viax
=K </01w§dx—/01 Q,Z)de) +/01wx9dx+/0 p2¢tdx+p1/0 wippdx

1 1 1
—a | Prdx—k / (wg + ) ppdx + / frpdx
0 0 0

- [ ([ ot =50t - vutonas) ax [ 965 )/ Y2ds.

D’apres lemme 2.12 et (2.18), on a

1 1
Ki(t) < / wefdx + / potbZdx + p1 / wyprdx — o wwdx + / A1pdx
0 0 0

[ ([ ottt - vt ) dx+( [ aas) [ ozax

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré, remarque 2 et lemme 2.12, on arrive a :

¢ 1 1
K{(t) < — (a — / g(s)ds —eco — 51> / Yidx 4, / 2dx
0 0 0

co [P co co [t
+/ wtdx—l—gowz—i—/ 07dx, Ve > 0.
€1 Jo 13 €1 .Jo

Rappelant (H1), on en déduit
/ L L e (', o (Y, ‘o
KG(t)S—(E—el—ECO)/ wxdx+£1/ cptdx—i—/ Gxdx+/ Yidx + —goth,
0 0 €1 Jo €1 Jo €

4
Ainsi, pour 0 < g1 < B on établi (2.19). O

Fin de la démonstration du Théeoréme 2.1. Pour Ny, Ny, N3 > 0, qui seront fixées ultérieure-
ment, on définie la fonctionnelle de Lyapunov par :

L) = NyE() + NoI() + NsKg(t) + %K5(t).

En outre, en choisissant N7 encore assez grand, on obtient

L(t) ~ B(t).

1 t 1
/ " / gt — $)((t) — (s))dsdx| + Ny / o1 [wipr] dx
0 0 0
 2cp¢ !  2¢0ep2 !
O [ oprlax+ 222 [ ax

1 t
/O pro(atsy — /0 g(t — s)ibu (5)ds)dx

en effet

|L(t) — N1E(t)| <N2p2

L1
K2

1
+ N3p2 / || dx
0

—_— 1 T « — t — S $)das)ax & 1 X
2 [ @yt = [ gt = 9va(aix] + 2 [ e a

{:‘
pl/ |M (z cptgpxldx—i—/ || dx.
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En utilisant les inégalités de Young et Poincaré, les lemmes 2.2, 2.3 et on utilise la bornitude de la
fonction M (x)

2c0e? M
|L(t) — N1E(t)] < <N2p2€ + N3poe — €0E P2 + P2 4 s p1€ P2 ) / 0?2
p1k 4ek K

Nops  preco  p2M
< T2 T l6ne

+

P2 ! 2
gote+ == ( z + ) dx

N3P2 _ 2c0p2C praco 2aM /
N. d
+< 3pLt 4p1k + K2 16/% Yipdx
301 2COC ep1 | e2mM 5
— d
+( 4e Tt T 0 Spt *
M 2 !
+ <p1 coe’ )/ @idx.
0

Maintenant, on prend

2coe? € MY (N ¢ M
0 P2+£+&+P2 >’< 2P2+P10+,02 >

A= N- N. _
max { < 2p2¢ + N3p2e p1K dek K 4Kk 4e K2 16ke

N3pa  2c0p2C | pracy | paaM'\  poe
N — =
( Y e 41k T T ek )
N3pq B 2¢0C N ep1 2o M M B 2c0e2C
4e 4K K2 K2 4K2 K ’
Par conséquent
|L£(t) — N1E(t)| < AE(?)
(N1 = NE(t) < L(t) < (N1 + ME().

Donc
L~ E.

Il est clair que £ est définie positive, il nous reste a vérifier que £’ est définie négative pour appliquer
la théorie de stabilité de Lyapunov.
En utilisant eq. (2.7), eq. (2.8), eq. (2.16) et eq. (2.19), on a :

, ko[t 1, 1 !
L(t) <N (-2/0 0rdx + 59 0Py — 29(75)/0 l/%%(xat)dX)
t 1 1 1
_ _ 2 % 2 < 2 x
+N2( <p2/og<s>ds 5)/0 J2d +6/0 (o + )2 d +500/0 y2d

! 1
+5CO/ Qidx_?glo¢x+60<5+5>go¢x>
0

¢! 2 ! 2 co [ 2 co [ 2
+ N3 | —= | Ypdx+e1 | idx+ — [ Opdx+ — [ Yydx+ cogo v,
2 Jo 0 €1 Jo €1 Jo
1 o [l ) 1 ) 1 ) 1 )
=5 (at) dx—p | @idx+co | ¥i+co [ pdx
K\ 2Jo 0 0 0

1
oo [ e oo
0

N N. !
<- <23€ —co— N2(560> / Prdx — ( — ¢ — Nadep — SCO) / 02dx
1 0
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- (u—Nsel)/Ol pydx — [(Pz /Otg(é’)ds—5> Na —co —Ng}/ Pidx

1 ! 1
— <2 — 6N2> / (0o + ) dx + (NQCO <5 + 5) + N3co + CO> govu
0

N
+<21_N25 —Co>g/0¢z-

1 fo
Prenons § = W et posons gy = pg/ g(s)ds pour ty > 0 fixe. Alors, pour tout ¢ > ty et pour
0

12
O<er < 3 nous aurons :

1
L(t) < <N3£_5CO>/ W2dx _(_560_N3CO>/ 62dx
4 €1 01

1 NgCo
—(n— N3€1)/ prdx — [ Nago — = — —— —co Prdx
. 0 4 €1 0
1 560 N1
—4/0 (0o + ) dx + <4N22 + Nico + 4) govs+ (2 — 4Njco — Co) g ot
(2.20)
On choisit N3 assez grand pour que
Ngf 560 0
o1 = oo 20
1 2 4 ’
aussi €1 assez petite pour que
c2 = p— N3ep >0,
et, on prendre Ny assez grand pour que
1 N
C3=N290—1—00— D0 >0,
€1
enfin, nous prenons N7 assez grand pour que
N1k Nscg
4 =——+co— 0,
2 €1
et N
05:71—4N200—co>0
Par conséquent, eq. (2.20) prend la forme
_—01/ Y2 dx—@/ gptdx—c;;/ wth—C4/ 62dx
0
- 4/0 (2 +1)° dx + c5g’ 0 ths + <4N2 + Nsco + 4> g0 Ya.
Alors, il existe deux constantes positives A et C, on a
L'(t) < —XE(t) + Cgopy, Vt>to (2.21)

En multipliant (2.21) par £(¢) et en utilisant (H1) et (H2), on arrive a

E()LT < = AE(HE(L) + C&(t)g 0 ha
— M®E(t) — Cg' oty
— X(E(t) — CE/(1).

En utilisant le fait que &'(t) < 0, on obtient

CEWL() + OB < -MDBW), V> to.
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Encore une fois, en notant que

F =¢L+CE ~E(t),

on obtient pour une constante positive

F'(t) < —w€(t)F(t), Vit > to.

En intégrant sur [to,t] on a
F(t) < F (tg) e Jio 6%
< Cewlo &y > g
O

Nous avons montrer que la solution du (2.3) vérifie I'inégalité du théoreme 2.1 ce qui signifie qu’on
a une décroissance générale de 1’énergie dépend de la fonction de relaxation g.

Cas 2 : "+ 2%
P1

P2

Théoréme 2.2. Soient (o, 1) € [H*(0,1) OH(l](O;l)]Q, 6o € H{(0;1) et (¢1,71) € [H(0, 1)]2. On
suppose de plus que les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées, alors, il existe deux constantes positives
w et X pour lesquel la solution du systeme (2.3) satisfait I’éstimation :

B(t) < S

T [re(s)ds’ -

La démonstration du théoreme se fait en plusieurs étapes, nous devons tout d’abord montrer
quelques lemmes.

Lemme 2.14. On suppose que (H1) est vérifiée, alors pour tout t > 0 on a

2

[ ([ o= o010 = i) < st

t
ot on a noté go(t) := / g(s)ds.
0

Preuve . En utilisent les inégalités de Cauchy-Schwarz et Poincaré, on obtient

/01 </Otg<t—s)(v<t>—v<s)>ds) dx:/ol </tg (t_s)g;(t_s)@(t)_U(S))ds>2dx
S/t( g(s)ds <0tg t—s)( t)—v(s))2d5>dx
t >/Ot/0 gt —s)( 1 — v(s))3dsdx
o ([ o)
jas) [ate=9) (c /O@x(t)—vx( o) dx) ds

ce qui prouve le lemme. ]

2

N[

IN

g(s

IN

IA
N~ S
o\o\o\

g(s

Remarque 3. Pour —g' au lieu de g et lemme 2.14 on obtient

/01 (/Ot —g'(t = 5)(v(t) — v(s’))ds)2 dx < —g(0)¢' 0 v,.
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Lemme 2.15. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle

1 t
n(t) = - /0 ool /0 o(t — $)((t) — 1(s))dsdx,

satisfait, pour (p,1,0) solution de (2.3), lestimation :

t 1 1 1
1) < —<p2 / g(s)ds—a) [ vtars [ ont ot axor s [ uax
1 0 0 0 0 (2.22)

+5/ dix — c(;g' oYy + C5go(t)g 0 Yy,
0

ot cg est une constante dépend par d.

Preuve . En dérivant I;(t) et en utilisant (2.3) et on integre par partie, on obtient :

1) = [ [ater e~ 40 / (6= sl [ ot 5)(016) = v(s))dscn

oot [ /(¢ — )(t) — wls)dsdx — [ gls)ds [ pa(t)ix

- [ [ o [ oo |

= [ v [t 5) att) = vl asax [ et 0) [ att = 9000 - vi)asan
/ / (t — 5)( dsdx// tsz/)xxsds/ g(t — 5) (Va(t) — va(s)) dsdx
/pzwt/ (t - 5)( ())dsdx/o <>ds/0 Pt (1) dx

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré, lemme 2.14 et remarque 3, on obtient

/pm/ (t - 5) <>>dsdw<p6/ viax -0y oy,

2

/01 aww/otg(t—s) (Va(t) — Ya(s)) dsdx < g/ o dm+4i§ ! (/Ot (t —s) (Ya(t) — wx(s))ds> dx

1
< 2/ ¢§dx+ Zggo(t)g 0 Py,

1 1
o [ et o) [ o= )00 - w6 ax <5 [ (oot wRast (Do v

/—9/ (t— 5)( <>>dsdx<<s/ 2+ Lan(t)g o v

Enfin, le dernier terme

/ / (t — $)ta(s)ds / gt — ) ((t) — 4 (5)) dsdx

(fog)/o </0 <t—s>wx<>s)2dx
+4i<5 01 (/Ot (t—s) (¥a(t) — ¢x(5))d8>2dx'

/01 ( /Otg(t - 3)¢z(8)ds>

2 2

ey 1 ( [t 510t ) ()~ )] ) e
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Alors vu que (a + b)? < 2a% +2b% on a :

/01 </0tg(t - s)wx(s)ds>2dx
<2 1 tg(tis)d}m(t) ds dX+2 1 tgtfs ()*@Dx(s)]ds 2dX
/0 0 0 0 )
§2</ ) /w Jdx + 2 01</0tgt—s — a(s)]d ) dx,

1 —g(0)
et en utilisent lemme 2.14, pour ¢s = max{ 4 5 }

/t/ t—s%;ﬁ%/ g(t — ) (1 (£) — 1, (5)) dsdx

< /w2 [(ké ] (fgww <>ﬂmm®fw

< / G2(D)dx + sg0(t)g © V.

Lemme 2.16. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle

1
Ir(t) := —/O (prows 4 paiiihy) dx

satisfait, pour (p,1,0) solution de (2.3), lestimation :
1

1
I(t) < _/0 (P16} + p2v7) dX+2"f/0 (pz + 1) dx

1 1
+c/ wgdx + c/ Hgdx + cgo(t)g o g,
0 0

Preuve . Une différentiation directe en utilisant (2.3) implique que :
1 1
B0 == [ (et +pa0) dx= [ olinter+0), = 0.l

1 t
- / P [Oﬂﬂm —k(pe+v)+60— / g(t — s)zﬂm(s)ds] dx
0 0
on integre par partie

1

1 1
Ié(t)z—/o (P17 + pat}) dx+f€/0 soz(sox+¢)dx+/ @0, dx

0

+a/01¢§dx+m/01¢(sox+w>dx—/Olwedx—/Olwx/:g(t—swx(s)dsdx

1 1 1
:_/ (p1¢§+p2¢§)dx+n/ (SOa:—Fl/J)de—i-a/ Yidx
0 0 0

—/01 (90:1:+7/))9dx—/01¢m/0tg(t—s)sz(g)dsdx

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré et les lemmes 2.14 et 2.3, on obtient

1 1 1
_/ (pz + 1) 0dx < n/ (pz + w)z dx + Cgo/ ngx,
0 0 0

1 t 1 1
/0 Ve (/0 g(t — S)%(S)dS) dx < 60/0 P2 (t)dx + CgO/(; P2dx + %Ogo(t) 90U,

€0
Alors, on prend ¢ = max {co, —} .
€

Donc le résultat du lemme s’ensuit.
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Lemme 2.17. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle :

1 t 1
L) == 2 /0 o (%— /O g(t—sm(as,s)ds) dx 1 /0 pat (0 + ) dx,

K

satisfait, pour tout € > 0,

2

B < o (o - [ ot 9ua(na)
2

—&—% (oﬂ/Jx(O,t) - /0 g(t — ). (0, s)ds) - % (f%(l,t) +¢2(0,1))

1 1 1
+p2/ Yidx — k(1 — ac)/ (pz + 1) dx + 5/ ?dx + z/ 02dx
0

0 0 0

1 1
C C «
+/ Y2dx +egothy — —g' othy + (—pl - Pz)/ Prgrdx.
13 0 g K 0

(2.24)

Preuve . En dérivant I3(t) et en utilisant (2.3), on arrive a :

1

d L a [! a
d@ (pl/ a@t%dX) =2 [ wr ), = 02) et 22 [ i
K Jo K Jo R 0

En utilisant I'intégration par partie

d P1 ! x=1 ! ! 2
— [ = / ap)dx | =a [patha]s_o — a/ Ophppdx + a/ Prdx
dt 0 0 0

K
1

1
(6% [0
- / wzazrdx + ne @thtdx-
K Jo Kk Jo

Aussi

d ([ '
o (/0 p2te (o + ) dX) =/0 2t (ot + 1) dx

1 t
+ (awm ~r et )+ [ ot s)ds) (6o + 1) dx
0 0
1 1 1 1
=— stordx 2dx rrxPrdx — 2dx
/Opzwtsot +p2/0wt +a/owso a/O%
1 1
/0 (2 + 1) +/O (2 + 1)

=1

# [ ount) [ att = vt = [outo) [ att - spoutesnas]

b [ 0lt) [ 0= ot s)asax

Finalement,

(s o [ ati -t s ) = | 1 (o). = 20.) [ ott = s)untr.spasa

o ! o [ ¢
—9(0)=— / prhydx — — / Pt / g (t — 8).(x,s)ds dx,
k- Jo Kk Jo 0
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Par conséquent,

» 1 L o (1 oo [
Ii/’; (t) =« [Spm@bm];;o - a/ Som@bmxdx + a/ 'QZdeX - / 1/1$9de + @t¢xtdx
0 0 K Jo K Jo
1 1 1 1
- / potmiprds + po / $ldx + a / rapudx — a / $2dx
0 0 0 0
1 1 1 t
e / (o + )7 dx + / 6 (0 + ) dx + / / 9t — s (@, 8)dsas (t)dx
0 0 0 0

[ [ ot =t siasento) _0 # [ [ ot ate pasiaias

-/ 1 <<som +v), - ie) / gt — sl s)dsdx
— g(0)2 /01 ot (2, 1)dx — % /01 ot /Ot g (t — s)bu(z, s)dsdx.

K

Pour estimer les termes au bords nous procédons comme suit : en utilisant les inégalités de Young et
Poincaré, on a

¢ z=1

[ enttrate = utasias

=0
2

< S (G +020,0) + 2% (a%(l,t) —/0 glt - s)wm(l,s)ds>
t 2
+ 2i5 <a¢x(0at) - /0 g(t — s)¥(0, s)ds>

1 1 1
[0t vaxsee [ oruaxt S [ eax
0 0 0

a 1 1 c 1
— / Ppfpdx < e / Yidx 4 - / 62dx,
Kk Jo 0 €Jo

aussi
P1 ! ! 2 c [ 2
602 [ ot tie<e [ daxs [ o
K Jo 0 €Jo
1t t e [ 1
/ 91/ g(t — 8)y(z, s)dsdx < / ngx + 5/ ¢323dx + g0y,
K Jo 0 €Jo 0
Enfin
P1 ! t / ! 2 c [ 2 Ccy
A [t sasax<e [ gax S [ utax- Sy ou.
Kk Jo 0 0 €Jo €
Dong, le résultat du lemme s’ensuit immédiatement. O

Lemme 2.18. Soit (p,1,60) la solution forte du systéme (2.3), alors les fonctionnelles

10 =g [ M (o [ ol $)a(5)ds )
" Is(t) :== ;0 /01 M (z)prpadx,

satisfont, pour tout e > 0

no< - (wfu,t) - U;gof - s)%(lis)ds)iZ(a%(o,t) - [ ate=sat0, s)ds)2
+5“4 (P + 1) dx +c (1 + €> </0 pzdx + go(t)g o ¢x> (2.25)
+c/0 (1 + 02) dx — cg’ 0 ¢y,
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et
1
IL(t) < =k (@2(1,8) + ¢2(0,1)) + 0/ (97 + @2 + Y2 +62) dx. (2.26)
0

Preuve . En dérivant I4(t) et en utilisant une systéme (2.3) et eq. (2.11), on arrive & :
1 t
no - [ <><awm—/0 ot = i) = (s + )+ )

X

athy — [ g(t — s)a(s )ds)dx+p2/ M (x)y
2

(
Y ((th Fnlt) [ (6= s g00a(t)— [ 0= 9)0u(s)d5) ax
-

athy(1,1) dx— (t - s)¢x(1,s)ds)2 - <a¢x(0,t)dx— /Otg(t— 5)¢x(0,s)ds>

2

+2/0 (awm—/ot (t—S)T/)I(S)dS) dx—|-2p2a/01wt2dx
[ arw) (e = [ ot = a1 (ot v
/M (awx/ glt - s)bu(s)d )dx

t 1
+ 2 /0 M () /0 §(t — 5) (6a(t) — tals)) dsdx — pagl(t) /O M (2)detbod

En utilisant les lemmes 2.14, 2.3, les inégalités (a + b)? < 2a® + 2b2, Young et Poincaré, on obtient

2 /0 1 (awx - /0 ol sm(s)ds)de
=2/01 ((a—/ot (5 ) wﬁfot (t— ) (%(t)—%(s))ds)de

2

/t )/widxﬂ/l(/ot (#5) (0ult) = (51 s ) ax

1
/ ¢de + gO g o ¢Z‘> )
0

2
telle quec-max{él ,4}.

Aussi,

<4

n/olM (awz g(t — 5)iba(s)d >(%+¢)dx |

5%/01 (pz + 1) dx—i—/ <awx—/t (t—s)wm(s)ds> dx

1
m/ (0o + )2 dx + 5 /wxd ()9 0t
0
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et,

/OlM(:L‘)G <C¥'(/1$ - /Otg(t — 8)1/Jz(s)ds> dx
2

<c [ ormracs [ (v [ o= i) a

2

1 1 t
< 165/ 62dx + 415/ (oa/)x —/ g(t — 8)1/)$(s)ds> dx
0 0 0

1 1
< 165/ egdx+§ </ wgdx+go(t)go¢x>.
0 0

Finalement,
1 t 1
o2 /D M(2), /0 §(t— ) (tha(t) — a(s)) dsdz — pag(t) /O M(2)bptsoda

! 2 2 ]
SC/O (v7 +4z) dx — g’ o ¢y

Une combinaison de toutes les estimations ci-dessus conduit & (2.25). Pour prouver (2.26), nous diffé-
rencions I5 pour obtenir

1 1
I5(t) 2/0 M(x) (k (pz + ), — bz) pzdx + p1 /0 M (x)pppardx

1 1
S @@+ 2 [ R0 [ dax
0 0

1 1
+ H/ M (x)pppdx — K,/ M (x)0,0,dx,
0 0

enfin, on applique encore 'inégalité de Young, pour les deux derniéres intégrales, on obtient I’estimation
(2.26). O

Lemme 2.19. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle
1 €
Ig =134+ —I14+ —1I
6 3+ 9z 14 + 9B
satisfait, pour tout 0 < e < 1, lestimation suivante :
K ! 2 c [ 2 2 ! 2 c [! 2
ILt) < — (7 —sc)/ (pz + )" dx + / (Vi +63) dx+ca/ prdx + 2/ Yadx
2 0 €Jo 0 e Jo
c c «
+=590(t)g 0 Yz — =g’ 0 by + (ﬂ - pz) / Prhprdx.
3 e K 0

Preuve . D’apres de (2.24) a (2.26) et utilisation de (2.15), on a
2

(2.27)

1500 < (wiat) = [ ate—9palt o))

1 ¢ > g
# o (0.0 = [ o= 900.5)05) + 5 (00,0 + ¢20.0)
1 1 1 e (1
—|—,02/ wtzdx—m(l—ec)/ (cpx—i—w)de—i—e/ (p?dx—i—g/ 62dx
0 0 0 0
c [t c « !
+/ Y2dx +eg oty — —g' oty + (m—pz)/ Prardx
g Jo 9 K 0

2 2

g (o= [t = 9pats) = o (w00~ [ oli = 9a0.5)05)
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1! 1 !
+2n/0 (<pm+1b)2dx+;€(1+€> (/0 cpidergo(t)gowx)

c 2 _i/
+28/ (th +0 )dX 289 0 1y

5 (@i(lvt) + 90920(0715)) +

1
9
5 /O (97 + 9% + 97 +07) dx

2K

K

! 2 c [* 2 2 ! 2 c (! 2
<—<—6c>/ (pu + ) dx+/ (wt+«9x)dx+ce/ prdx+ 5 [ g2dx
2 0 e Jo 0 e Jo

1
C C (0%
+ —90(t)g oty — =g 0 by + (—pl - Pz) / P prdx.
€ € K 0

Lemme 2.20. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle K définie par :

1
Kq:=1 — I
1 6+16 2,

satisfait, pour tout € > 0 assez petite, l’estimation :

1 1 1 1 1
Kj < —H/ (00 + )% dx — 2L nptzdx—l—c(/ 1/1t2dx+/ ¢§dx+/ agdx>
4 0 32 0 0 0
ap ) (2.28)
+c(go(t)g otz —g' o) + (71 - p2) /0 Prrdx.

Preuve . En exploitant (2.23) et (2.27), on arrive a

K{S—<3§—€c>/01(g0w+¢)2dx—(fé—cs)/o dx+ —|—c / Y2dx

+(£+c) ()gowx—fg Yo + (,fl—pz>/olsﬂt¢xtdx

g—— /@bfdxjt c+ - /02dx

En choisissant € assez petit pour que

3K K p1 p1 ¢
W e AP C P25
8 “Tu 16 732 167

on obtient (2.28). O

Maintenant, on fait rappel de la fonction w définie ci-dessus et lemme 2.12, et les inégalités

1 1 1 1
/ widx < 4 / YPidx / widx < 4 / Yidx. (2.29)
0 0 0 0

Lemme 2.21. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle

1
Ks(t) :/0 (P29t + prwepy) dx

satisfait,

Kb(t) <_/ Yidx 4 - /wtdx—l—s/ ©2dx + cgo(t)g o by + /02dx. (2.30)
0
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Preuve . En dérivant K»(t) et en utilisant (2.3) on arrive a :

1

1
Kb(t) = / (p2? + preoer) dx + / w (5 (0 + 1), — 62) dx

0
+ /01 P <Oﬂbm —k(ps+v)+0— /Otg(t — 8)ya(, s)ds) dx
1 1 1
_ 2 X — 2dx X
= [ (ot + preag)ax—a [ wzax [ o
1 t 1 1
+ / 1/11/ g(t — 8)y(x, s)dsdx — Ii/o (We + 1) (pr + 1) dx — /0 wl,dx

1

1 1
=po ¢t dx + p1 / wippdx — m/ (wz + ) (o + ) dx + / (wz + 1) Odx

0

—<a—/ )/ ¢2dx+/ wm/ (t = 5) ((s) — u(t)) dsdx.

1
wp 1) = /0 By, D)y,

D’autre part

donne

—m/ol (e +9) (o + ) dx = —~ (/1¢<y,t>dy)2 <0

—<a—/ )/ Pidx < z/ Prdx.

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré et (2.29), on a

1 1 e [1
pl/ wiprdx < 5/ gp?dx + - w?dx
0 0 €Jo

1 1 ¢ 1 1 1
/(wx—l—i/) )fdx = /wy, )dy /edxg/ wgdx+/ 62dx,
0 4 0 ¢ 0

¢ 1
[ e [0 tnte) — watinasax < § [ va et o v

La combinaison de toutes les estimations ci-dessus, (2.30) est établie. O

% < /Otg(t - Wm(S)dS) = % /0 () ban(t — 5)ds

— g()oea(z) + /O 9(8)brat(t — )ds.

Notons que

Pour calculer I’énergie de second ordre du systeme (2.3), on différentie les équations du systeme par
rapport a t, on obtient

prow — k(P + P)or + 0z = 0 dans (0,1) x Ry,
p2¢ttt - O‘wtxa: + H(Sptm + wt) - et + g(t)wOmm(fL')
t
+/ g(t — 8)pai(z,5)ds =0 dans (0,1) x Ry,
0 (2.31)
P30t — KOrza + Pt + e =0 dans (0,1) x R4,
(pt(ovt) = @t(lvt) = ¢t(0>t) = ¢t(17t) = et(ovt) = Qt(lat) =0 t=0.
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Alors, ’énergie de second ordre est donnée par ’expression :

.0 =pgovaty [ (o= [ ats1as) 200x

1 1
+35 / [pw?t + P2y + pab; + K (Par + @btﬂ dx
0

Lemme 2.22. Soit ¢ € C? (Ry;H{(0,1)) et g satisfait (H1), alors

/olw“(t) /Ot g(t = 8)tze(5)dsdx
:_lg %Hr;jt [9 Vat — (/ )/w dx]—f— “g(t /¢

Preuve . En utilisant 'intégration par parties par rapport a x, on obtient

/1%(75) /tg(t — 8)thgat(s)dsdx
/ Vate(t / (t — s)at(s)dsdx

=~ [ttt / 01t =) 0ua(s) = ) ot = [ ttt) [ gt = )ty

// (1 — )5 (als) — ta(1))? dsdx—1</ )dt/%
t// (t = ) (Var(s) — Pt (1))? dsdx
;// (t = ) (e(5) = Pt (1))? dsdx
=3 ([ o) [ 2] oo [t
;j[ %t—</ >/w dx]—g 0 Pt 4 g /¢

O

Lemme 2.23. Soit (p,1,0) la solution forte de (2.3), alors l’énergie E.(t) satisfait, pour tout t > 0

1 1
EL(t) < §g’ 0Pyt — g(t)/ Uogs ()dx. (2.32)
0
et
E.(t) <M, vt>O0. (2.33)
Preuve . En dérivant E(t), et en utilisant lemme 2.22 on aura

dE 1d 1 ¢ 1
E.(t) = diﬂ = 5@ (/0 {mw? + ot} + psb® + <a —/0 Q(S)dS) U7+ K (Pq +1/))2] dx + 290%)

1 t
1
[ (oot outot e+ (o= [ o(6)ds) 20+ -+ 0] 5000

| =

et
1 1
=k [ a5t 30 0w 90 [ duvoen()s — 000 [ w20

< g ovm—g / Veross (2)dx < 0.

| —
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Pour montrer (2.33), on utilisent

5 — > >
QQ(t) /0 <mwtt + \/p»zw(]mx> dx = 0, Vit = O,

alors . .

1 1

2g(t)/ (p?@h%& + ¢gmx> dx > g(t)/ ¢tt¢0xx(x)dx

0 P2 0
Ainsi,
/ 1 ! 2 1 5
E* (t) S 7g(t) ptht + 7w0xx dx S g(t)E + 79 wO:pde

2 0 p2 2p2

Donc

t fo (5
(EL(t) — g(t) Eu(t)) e o oas < € 2777 / YRyds,

d t 1 !
“ = Jogls)ds) « = 2
dt (E*(t)e 0 > = 2ng(t>/0 wogcxdx'

ce qui implique que

Puis,
E(t)e o 968 < B (e Jo 9908 < E,(0) + 7 a-b / VB,
P2
ce qui donne (2.33). ]
to
Soit tg > 0, et on pose g; = g(s)ds. Pour N1, No, N3 > 0 qui seront determinées ultérieurement,

on définie la fonctionnelle de Lyapunov par :
L(t) := Ny (E(t) + Ex(t)) + NoIq(t) + N3Ka(t) + K1 (t).
Rappelons que
1 1 1
E'(t) < —k/ 62dx + 59/ o Yy, EL(t) < —g(t)/ Vi Yog (T)dx
0 0
En outre, en choisissant N; encore assez grand, on obtient

L(t) ~ (E(t) + Ex(t)) -
Et d’apres (2.22), (2.28) et (2.30), on obtient

1 1
20 <t (k[ G 5 0w~ o) [ dunns(e)ix)

t 1 1 1
+ N, (— <p2/0 9(8)d8—5>/0 ¢?dX+5/O (soz+¢)2d><+500/0 Prdx

1
+5/ 02dx — c59' 0 Yu + csgo(t)g o %Z)x-)
0

1 1 1 1 1
+ N3 (—E/ wgderc/ wfdx+s/ go?dx+cgo(t)go¢x+/ agdx)
2 Jo € Jo 0 ¢ Jo
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3K ! 2 p1 by c Ty
_<8—gc)/0 (pz + 1) dx—<16—05>/0 <ptdx—|—<€2+c>/0 prdx
1
C (6%
+(€7+C)go( )gowx—fg’ oYy + (51—,02)/0 O1hzedx
1
+ g @ /¢fdx+ c—l—E /dix
(N !
< 3 5N2—c>/ P2dx — (32—5N3)/ p2dx
0
CN3 2 1 2
~ (oo s = =) [ (5 -om) [ et an
0

1
ENy — 6Ny — c — ) / 02dx + (% - Pz) / Prgpdx
0

N 1
+ CN2N390(t)g o ¢x + <21 - N205 - C) g, © Q;Z)x - ng(t) / wtt¢0xx(x)dx'
0

R .
En prenant § = ——, on arrive a

8Ny’
N. 1
E—?’— o >/ P2dx — —6N3>/ p2dx
2 0

<P2N291—CNg— @-I- )/ Prdx — /0(¢x+¢)2dx
—<k‘N1—8—C—z>/ 02dx +<—P2)/01<Pt¢ztdx

N 1
+ CNstg(](t)g o wac + (21 - NQC(S - C> gl o ’Qb:t - ng(t) / wtt¢0x1(x)dx
0

LN
pour tout t > tg. On choisit N3 assez grand telle que 73 — (g + c) > 0, alors on choisit £ < 35]1\[
3
obtenir % — eN3 > 0. Ensuite, on choisit N» assez grand telle que
N
paNagi — 2 — ¢ >0,
Par conséquent, on a pour tout ¢ > tg
L'( —c</ ¢2dx+/ dx+/ 1/Jtdx+/ (C,Oa:—f-w)de)
0
N-
(k:Nl —c—£> / 02dx + cgo(t)g o e + <21 —c> g oy (2.34)
0

+ (% - p2> /01 @hgrdx — Nig(t) /01 PtetPoza () dx

1
o
Pour estimer le terme (ﬂ — pg) / piedr nous prouvons le lemme suivant :
K 0

Lemme 2.24. Soit (p,1,0) est une solution forte de (2.3), alors pour toute € > 0 et t > tg, on a

1 1
(%22 = o) /0 ity < /0 Phc+ = (go(t)g © Yt — g 0 ) + “E(0)g(2). (2.35)

K
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Preuve . On a, pour tout ¢t > tg,

1
o apr
<ﬂ — p?) / (pt’llz)xtdx p2 / Sat/ t — S ’ll)xt )deX
K 0 /
% - P2

/Otg(s)ds

En utilisant le inégalité de Young, le fait que

/0 SOt/O g(t —8) (Yt (t) — Yae(s)) dsdx.

et lemme 2.14 (pour ) on obtient, pour tout £ > 0,
ap
(%2 — p2)

/Otg(s)ds

D’autre part, en intégrant par parties par rapport a t, en utilisant 'inégalité de Young et le fait que

(Y (t) — toz)? < 202(t) + 21p2,,0n a :

(/()pj) [ [ ot uateiasan
g(s)ds

0
SGroa) 1, (00002) ~ g0+ [ 90— a(5)0s) ax

/Otg(S)dS ’
Ge-ml [, (o000 — ey = [ (6= 5) alt) = () ) ax

/0 t g(s)ds

1 1
<5 | ehixr S0 [ R0+ i) ax - S 0w

1 t 1
| o [att=9 a0 = vatenasax < 5 [ dtax+Sago v (230)

2

1
1
En notant que / Y2 (t)dx < ZE (t) < cE(0), Vt > 0 et en utilisant le fait que g est bornée, la derniere
0

inégalité donne

(% - PQ) ! ! e [ 2 c C
— / SDt/ g(t — 8)ge(s)dsdx < 2/ prdx + —g(t)E(0) — —g' oty (2.37)
0 0 0 € €
/ g(s)ds
0
Une combinaison de tout ce qui précede conduit a (2.35). O

Lemme 2.25. Soit (p,1,0) la solution forte de (2.3), alors pour toute € >0 et t > tg, on a

o < (/ ¢2dx+/0 (pdx—{—/ Y; dx+/ (0 +1)? dx+/192dx> (2.38)

tegolt) (9.0 ¥ + g © braa) + co(t) <E / wOde>
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Preuve . Les inégalités de Young et (2.33) implique que

1 1 1
- / Y1rozzdx < 3 / (V3 + gy, ) dx < c.
0 0

Puis on insére (2.35) et (2.39) dans (2.34) pour obtenir

_—c</ 42 dx+/01¢?dx+/01w?dx+/ol(sox+w>2dx>

1 1
- <I<;N1 —c— 6)/ Hidx%—e/ cp?dx—I—cgo(t)goq/;m
0

0

N c c c
+ <21 — g - C> g/ O¢x + ggo(t)goth + gg(t) +Nlcg(t)‘

On choisit € assez petit et N1 assez grand pour que

1 N1 C

Ni—c—- — - ==

kN1 —c €>O, 5 - c>0,
L(t) > cE(t),

ainsi, on obtient (2.38). Par conséquent, (2.38) devient

L(t) < —cB(t) + c[(1+ go(t)) g © Ya + go(t)g 0 Yaur] +cg(t), Yt = to.

Rappelant (H1), (H2), on peut facilement voir que
§)gotu(t) < —g'othy,  &(t)g 0 Yhur(t) < —g 0 thu.

Par conséquent, en multipliant (2.40) par £(¢), on obtient
EME() < —c&(t)L'(t) — e [(1+go(t)) g’ 0 vha + go(t)g" © Yar] + cg(t)E(t).

Intégration sur [to, t], en utilisant (2.33), (2.32) et 2E'(¢) < ¢’ o 1y,
on obtient
t

Ce(s)E(s)ds < e <£ (t0) £ (t0) — E(DL(E) + s’<s>£<s>ds)

to to

—f (0 a0(s) B'6) + ane) (B2 + 0(0) [ 1 i) | a
te [ gl

to

Rappelant que & est décroissante et (H1), on vérifie facilement que

L(to) < c[E(to) + Ex (to)] < ¢,

t

€'(s)L(s)ds — £(t)L(t) <0,

to

go(s) < /000 g(s)ds =a — ¢,

[ aoesas <o) [ " g(s)ds = £(0) (@ — £).

to 0
Par conséquent, en utilisant (2.39), pour estimation (2.41) devient

t

/ £(s)E(s)ds <c— c/ [E'(s) + EL(s)] ds + c/ go(s)g(s)ds

to to to

<+ E()+ B ()~ B +(a—0) [ gl <
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Ainsi, rappelant que E est positif et non croissant, (2.42) on a

/ £(s)ds < / ()E(s)ds = | e(s)E(s)ds+ [ £(s)B(s)ds
0 to
< t€(0)E(0) + c.

Alors

Elt) < ——
1) < Otf(s)ds

Ce qui termine la preuve du théoréme 2.2.
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Chapitre

Décroissance générale d'un systeme
poreux-¢élastique

Les équations d’évolutions de base pour la théories unidimensionnelle des milieux poreux sont
données par
{ prpw =Ty (3.1)
p2thrt = Hy + G
ou T est le tenseur de contrainte, H le vecteur de contrainte équilibré et G la force corporelle équilibrée.
Les variables ¢ et 1 sont le déplacement trensversal d’un point d’'un matériau élastique solide et la
fraction volumique, respectivement. Les équations constitutives sont :

T = g + blﬁ,t

H = ady — / ot — s)du(s)ds, (3.2)
0

G= —bpy — E.

En substituant (3.2) dans (3.1) on obtient

P1Ptt = Ppra + 0z dans (0,1) x Ry,

t
poties = Athas — bips — €0 — /0 ot — $)bua(z, s)ds  dans (0,1) x B, (3:3)

ol p1, pa, b, b, o sont constantes positives et vérifient p& > 2. Comme le cas du systeme de Timo-
t
shenko, le terme g(t — 8)yx(x, 8)ds est représente le mémoire gardé par ¢ au période du temps

0
(0,t) de tau g, une fonction qui vérifie les hypotheses (H1) et (H2) du Chapitre précédent. On suppose
de plus que ¢ et 9 satisfont les conditions initiales et les conditions aux bords Neumann—Dirichlet :

o(x,0) = po(x), pr(x,0) = 1(x), ¥ (z,0) = Yo(x), Y (x,0) = Y1(x), z€[0,1]. (3.4)
@x(ovt) = pr(lvt) = 1/1(07t) = @0(1715) =0, t>0. '

Notons que les conditions de Neumann sur ¢ ne nous permet pas d’appliqué 'inégalité de Poincaré
ordinaire. Pour qu’on puisse la appliquée on remarque que de la premiére équation de (3.3) on a

d2 1
— | ez, t)dx =0, (3.5)
d? /0

ce qui donne, en résolvant (3.5) et en utilisant les conditions initiales sur ¢,
1 1 1
/ o(z,t)dx = t/ v1(x)dx —i—/ wo(x)dz.
0 0 0
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Par conséquent, si on pose

1 1
Bl 1) = pla,t) — 1 /0 o1(z)d — /0 polz)dz,

p satisfait (3.3) et de plus
1
/ Po(x,t)de =0, VYt>0
0

ce qui nous permet d’utiliser I'inégalité de Poincaré sur .
En outre, (@, ¢) est une solution du systéme (3.3) avec les mémes conditions aux bords et les conditions
initiales suivantes

1 1
Fo(x) = go(x) - /O pola)dz et By (x) = 1 (1) — /0 o1 (x)d.

Dans ce qui suit on travaille avec (@, 1) mais on écrit (¢, 1)) pour simplifier les notation.

3.1 Décroissance générale

On désigne par H l'espace de Hilbert
H = H}(0,1) x L?(0,1) x H}(0,1) x L2(0, 1).

Lemme 3.1. L’énergie du systéme (3.3) définie par
t

1
E(t) = ;/0 [pls0?+u¢§+pzwf+£w2+ (a—/o

(6108 ) U2(0) + 2ot | s+ g0 (30

satisfait,
1

1
B(0) = 5 0 s = 50(0) | v2(0dx < 390, <0 (3.7)

Preuve . En multipliant (3.1); par ¢; et (3.1)y par 1f; dans L? puis on additionne, et on intégre par
partie on obtient :

1 1 1
p1 / prrprdx = / pPzePrdx + / b ppdx
0 0 0

1 d 1 1 1
pl/ w?dX——/ usox%:tder/ briprdx

1d [! 5 5 !
Sq (197 + pey] dx = | bipyoydx,
0 0

et, d’apres lemme 2.1

1 1 1 1 1 t
o2 /0 Vrebrdx = /0 an il — /0 boatprdx — /0 s — /0 " /0 9t — 8)thua (2, 5)dsdx

1d [t 1d

1 1 1
2 2
- dx = — s Wprdx — bosdx — = — d
2dt0p21/1tx /Oozd)¢tx /0 Y rdx 2dt/0£¢x

s oo ([ o) [ z0ax] + 30 ov - jote) [ wian

1d 1 t 1 1
st | ot et (o= [Loas) [ o] axs gao,

1 1, 1 b
—— [ beandst 5 0w = g0t [ vEoa
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1 1 t 1 1
E(t) = /0 [mw? + 2 + ot + &7 + <a - /0 9(8)d8> /O V7 (Ddx + 2bpa ) | dx + g 0 s

E()—fg wx— /wx t)dx < gowxéo
O

Lemme 3.2. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle définie par

1 t
10 == [ ot [ a(t = 5) (5(0) = v(s) dsax,
0
satisfait, pour tous €1, €2 > 0, I’éstimation
) < —ngo/ ¢tdx+351/ ¢zdx+62/ @2 dx

0 (3.8)

—COgowarcO( + )gowm

to
ot go :/ g(s)ds.
0

Preuve . En dérivant I(t), on a

/Olpgwtt /Otg t—s) Y(s)) dsdx — /Otg(s)ds/olpqu?dx
[t [ 0= 00— vt s
/01 [awm — by — &Y — / (t — 8)tpa(, $)d }

pg%/ (t—s) —(s)) dsdx

-
:a/ %/ (£ — ) (ha(t) — (s dsdx+b/ %/ (t—s) (s)) dsdx
+$/ %Z)/ (t—s) (s)) dsdx

// tswzxsds/ gt — 8) (W (t) — Va(s)) dsdx

1
—pg/ Qj)t/ (t—s) dsdx—/ ds/ pQ@Z)thx.
0

Et en utilisent les inégalités Young et de Poincaré et lemme 2.2, on a, pour tous §, €1, €5 > 0

1 t 1
—a /0 b /0 ot — 8) (U (t) — a(s)) dsdx < & /0 videt Lgou,,
1 t 1
3 - - dsdx < 2d4x + Lgopy,
/@ /g<t 5) ($(t) — ¥(s)) sx_eQ/O dde+ Doy

g/ 1/1/ (t —s) ())dsdx<51/ szdij—gozpm,
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1 t 1
2 /O " /0 gt — ) (B(t) — (s)) dsdx < pad /0 Yhdx— Ly oy,

Finalement, on exploit I'inégalité (a + b) < 2a® + 2b2, on obtient

1 t t
_ / / gt — 5)ba(s)ds / gt — ) ($a(t) — hu(s)) dsdx
0 0 0

g/o (/0 <t—s>m<>+ww<t>—wx<t>1ds) dx+/ (/ t—s(%(t)—%(s))dsfdx

1 t 2 2
gzg// 2 ()dx </ g(s)ds) dx + (26 + ‘;0)/ </ gt — 8) (W) — 1a(s)) ds) dx
0 0 0 0
1 ) co
<er / Pi(s)dx + —g o y.
0 €1
D’aprés la continuité de la fonction g > 0 et puisque g(0) > 0, pour tout ¢t > ¢ty > 0, on a
t to
/ g(s)ds 2/ g(s)ds = go. (3.9)
0 0

En substituant ces inégalités et (3.9) dans 'expression de I(t), on obtient :

I'(t) < —p2lgo — 0 /@Z}?dx—i—&el/ wdx+52/ QDQdX
0

1 1
- COg oy + CO(; + 5)9 0 Py,

on prend § = %, on obtient (3.8). O

Lemme 3.3. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle définie par

1
J(t) =~ / propids,
0
satisfait,
1 3u (1, L
J'(t) < p1/0 gofdx+2/0 cpdeJrco/O Yidx. (3.10)
Preuve . L’estimation (3.10) suit facilement en utilisant les inégalités de Young et Poincaré

1 1
J’(t)z—/0 /w?dx—/o © [pes + biby] dx
1 1 1 1
_ / (12 + po?) da + 1 / S +b / ot + b / i
0 0 0 0

1 1 1
Sm/ ¢fdx+u/ 90§dx+b/ Prtpdx
0 0 0
1 3 [ 1
§—p1/ gafdx—k/ gpidx—kco/ Yida.
0 2 Jo 0

On obtient (3.10). O

Lemme 3.4. Soit (p, ) la solution forte d’un systéme (3.3)

1
Ki(t) ::/0 PzﬂJt@ZJdXﬂL* ¢/ @t (y)dydx,
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satisfait, pour tout €1 > 0, l'estimation

0&6:<§—bQ>>0.

1
Ki(t) < —ﬁ/ 2 da —2/ V2dx + cog o Py

—1-63/0 gptdx+co< )/ Yidr,

(3.11)

Preuve . Une différenciation directe en utilisant ( , conduit a

d 1
dt

et

dbﬂl
dt g Ow/ oty

1 1
il _ _ 2
; p2yipdx /0 |:O”;Z)xx — &Y — / $)haz(x, S)dS} pdw + /0 p2iidx

/01 oﬂ/}%dﬂsb/o ¢‘:D:cd$§/0 e
i /01% /Otg(t — 8)Yy(, 8)dsdz + /01 path2da

b 1
dyds =4 / " / iy dydaz+ w / cur(y)dyda
0 0

b,f /Olwt/[) pi(y)dyde + — / w/ 100 (y) + b (y)] dyda

b 1
st i wt/o e(y)dyde + — /w/ 1paa(y) + b (y)] dydx

b 1
”1/ by @t dydm—i—b/ ¢%dx+/ W2da.
0 0

En utilisent I'intégration par parties et les inégalités de Young et de Cauchy—Schwarz, pour tout

€3 > 0, on aura

/%/ (t — 8)u(z, s)dsdz:<<6+/ )/ P2dr + cog o g

[ [ aavie < [

msOt(y)dy) dﬂ:+co/ Yida

353/01< " oy)d y> daz+/ YRda

oo ([ ) ([ ctom)) e [t
0

0
0
1
((
! 2 €o 2
Sag/ x(/ gpt(y)dy)dx—l—/ Yydx
0 €3 Jo
1 co 1
<er [ dhax+ 2 [ updx
0 €3 Jo

Donc
0o 1
Ki(t) < (g — > / Vide — (a - / g(s)ds — 5) / Vidx
0 0
1 1
+cogo¢$+53/ aptdx+co< —i—)/ 1/Jt2da?.
0 €3/ Jo
E b2 . ’
On prend § = 3 et § = <§ — ;), on obtient le résultat. O
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Dans lemme suivant on utilise la condition des vitesses égaux

e

p1 P2 (8.12)

Lemme 3.5. Sous les hypothéses (H1) et (H2), la fonctionnelle
1
t) = b/ Ypordx + b/ Orihpdx — — got/ (t — )1y (s)dsdx,
0 0 Hp2
satisfait, pour tout e4 > 0, Uestimation

2 1

b ! 1 ! c
Ki(t) < o 2dx + 0054/ ©?dx + co <1 + > / Yidx — g oy +cogothy.  (3.13)
P2 Jo 0 €4/ Jo €4

Preuve .
1 1
K1) / arords 4+ b / apudx + b / oot + b / rrtirdx
0 0
b
p1/ (Ptt/ (t— 8)Ye(s deX—i cpt/ (t — s)1hz(s)dsdx

Kp2
b / Varprda + 2 / o [19me + bibs] dx
0 P1 Jo

b 1 t
+ — Pz |:0”Z)mm —bpy — &Y — / g(t - S)w:m(xa S)dS:| dx
P2 Jo 0

1 b 1 t
b / partndx — / [10ne + b /0 ot — )b (s)dsdx

b’“/ (,Dt/ (t — 8)thu(s)dsdx
Kh(t) = e 2dx+b2/ zpdx—/ %wdx—— wm/ (t — )1y (s)dsdx

b
pl/ / (t — 5)tu(s)dsdx.
11p2

En utilisant les inégalités de Young, de Cauchy—Schwarz et de Poincaré, pour 41,64 > 0, on a

bf 1 b2 1
— = | pupdr < / <p§dx+ / PP da / dx—l—co/ Vida (3.15)
p2 Jo 2p2 Jo 2p2

(3.14)

MP2/ ?f)m/ (t — s)s(s dst—@ ww/ (t —s) (Y (t) — Yz(s)) dsdx

s)ds / @ZJ dx
MP2

(5: fp2>/ s [ o2

b2
On pose §; = —
Kp2

T / @Z)x/ (t — )1 (s)dsdx < cpg o Py, (3.16)
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b 1 t
Mppz/ SOt/ g'(t — s)1p(s)dsdx

bpy _ X_’ﬂ ' N
<W2 o / (t— ) (6a(t) — als)) dsd J(3)ds /0 orbnd

bzl,)j;;/ ‘PdeJrg,fpm/ Sds// (t — 8) (Ya(t) — 1a(s))” dsdx
b,01g / badi _bmg()/ ortrada

50184/ 2 bp1 / / / 2
dx + s)ds (t—s) (g =(8))° dsdx
202 0 i 2upoey w ) (% ( ))

2 1
up2 2#0254 0
<coes / dhds — g oy + / y2dx 1 P90 / prtbpdx.
0 Hp2 0

La substitution de (3.17) - (3.18) & (3.16), en prenant en considération (3.12), donne (3.13). O

Théoréme 3.1. On suppose que (H1), (H2) et (3.12) vérifiées. Alors, pour tout ty > 0, il existe deuz
constantes positives 1 et w telles que l’énergie donnée par (3.6) vérifie

t
B(t) < ne %y >4 (3.17)

Preuve . On définie une fonction de Lyapunov
L(t) = NE(t) + N11(t) + NoK;(t) + N3Ko(t) + J(t), (3.18)

ou N1, No et N3 sont des constantes positives qui seront fixées ultérieurement.
En outre, en choisissant N encore assez grand, on obtient

L(t) ~ E(t).

En utilisent (3.7), (3.8), (3.10), (3.11), on obtient

(52N, 3u] (! !
L£'t) < - 2 Nies — 'u] / prdx — [p1 — coeaN3 — €3N2]/ 7 dx

L 2p2 2 0 0
CoN ) 1 1

— | =2 — N, <1 + ) —3e1Ny — Co} / Prdx — 5N2/ YPdx
| 2 21 0 0
I 1 1 N N

[ o (1 )] [t | 2% v,
| 2 €3 0 2 €4

1 1
+ cp |:N2+N1 (+) —|—N3:| goq/}x,
€1 £9

ou

€:€N2€:b2N3€:P1€:P1
VTN TP 4peNyT P ANy T deoNy
On obtient
"UN. 1 1 1
L'(t) <— 72700]\73( +N3)co]/ ngd:cﬁNg/ ¢2d937@ ordx
L 0
[62N; 3 !
_ 3 _ N:| / (pidx — [PQQONz — coN2 (1 + Ny) / @Z)tzdx
L4p2 2] Jo
[N 2| 2 (1 1
+ | = —coN1 —coN3| g oty +co |[No+ Ni | — + — | + N3| go .
| 2 N2 = N
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On choisit N3 assez grand pour que

V¥’Ns  3pu
= - —>0
m i 9 > U,

et, on prendre N assez grand pour que

o = %Nl — coNay (14 Na) > 0,
aussi, on prendre Ny assez grand pour que

N3 = %—60N3(1+N3)—00>0.

Par conséquent,

1 1 1 1 1 N
L'(t) < —773/ ?l)idiﬂ—no/ ¢2d33—p21/ %?dfﬁ—m/ @Zdw—ﬁz/ Vido+ [2 — CO} g oy +cogothy,
0 0 0 0 0

(3.19)
ou 19 = BNs.
D’autre part
1 1 t
20001 <paVe [ il paNy [ o [ gtt = 9)(0(0) - (s))ds]
0 0 0
1 plb t
4Ny [ oot o — 22 [ gt~ s)uus)as] ax
0 wp2 0
boi N- 1 T 1
+ M/ w/ wt(y)dy‘ dx + m/ lpep| dee
H 0 0 0
En exploitant les inégalités de Young, de Cauchy—Schwarz et de Poincaré, on obtient
1
L <e [ (B +07+02 4G +0) dotego s < B
0
Par conséquent, on a
|L(t) — NE(t)] < cE(t).
Alors
(N —c)E(t) < L(t) < (N +)E(t). (3.20)
Maintenant, en choisissant N assez grand pour que
N
Efc>0, N —c>0,
et en exploitant (3.6), les estimations (3.19) et (3.20), respectivement, donne
L'(t) < —k1E(t) + kag oy, Vt>to, (3.21)
et
aE(t) < L(t) <cE(t), Vt>D0, (3.22)
telle que k1, ko, c1,c9 > 0
En multipliant (3.21) par £(¢), on obtient
EML(t) < —kEMB() + kat(t)g o ta, ¥ > to. (3.23)
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Le dernier terme de (3.23) est estimé comme suit. En utilisant (H2), on a
1 t
_ _ _ 2 dsdx
o =60 [ [ ot =9 0ut) ~ 0u(s))*dsa

1 t

< [ [ ett= 90t =5) 020 = v(5))* s
/ / (t — 5) (Y (t) — Yu(5))? dsdx = —g' 0 9,
2E’

Ainsi, (3.23) devient
)L () < —k&)E(t) — 2k E'(t), V= 1o,

qui peut étre écrire comme
(EWL(E) + 2k B(1)) — €' (L) < —ki€ (1) E(E),E > to.
En utilisant le fait que &'(t) <0, Vt >0, on a
(WL () +2k2E(t)) < —k1E()E(L), Yt > to.
En exploitant (3.22), on peut facilement montrer que
R(t) = (t)L(t) + 2k2B(t) ~ E(t).
Par conséquent, pour une constante positive Ay, on obtient
RI(t) < —Xl()R(t), Vt>to.
Une simple intégration de (3.25) sur [¢o, ] conduit a
R() < R (to) e 0 €O gy > 40

Donc .
B(t) <E(to) e o 0% vy > 4.

Ce qui termine la démonstration avec n = E (t9) et w = Aa.
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Conclusion

Dans ce mémoire on examiné 'effet des dissipations faibles de type mémoire sur la stabilité des
systemes thermoélastique. On a constaté que ces dissipations peuvent conduire le systeme a une
stabilité qui dépende du tau de décroissance £ de la fonction de relaxation g du terme mémoire, et des
vitesses des propagations des équations hyperboliques des systémes, c’est a dire :

1. le tau de décroissance de la solution est majoré par

o - [ c60)

. 3 K «
dans le cas des vitesses égaux : — =

P p2
2. le tau de décroissance de la solution est majoré par

A
fg f(s)ds,

. cr2 K «
dans le cas des vitesses différentes — # —.

P1 2
L’interét de ces résultats est que : le retour du systéme a 1’état de repos apres une perturbation de

type mémoire dépend de la fonction & qui définie le tau de décroissance de la mémoire associée a la
fonction de relaxation g.
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Résumé

L’objectif de ce mémoire est 1’étude de la stabilité de quelques systemes
en thérmoélasticité dans le cas d'une dissipation de type mémoire.

Nous avons utilisé la théorie de stabilité de Lyapunov et la méthode des
multiplicateurs et obtenir une décroissance générale de la solution dont
les décroissances exponentielle et polynomiale sont des cas particuliers.

Mots clés : Décroissance générale, terme mémoire, élasticité poreuse,
systeme de Timoshenko, théorie de Lyapunov.
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Abstract

The aim of this work is the study of the stability of some systems in
porous and thermoelastic theory, with dissipations of memory type. We
have use the Lyapunov theory and the multipliers method to obtain a
general decay depends on & where the exponential and polynomial decay
are secial cases.

Key words : General decay, memory term, porous elasticity, Lyapunov
theory Timoshenko system.
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