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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier quelques problemes aux limites associés a des
équations différentielles posées sur des intervalles bornés et ot les conditions aux bords sont
non locales.

Les problemes aux limites pour des équations différentielles ordinaires se posent dans les
sciences physiques et les mathématiques appliquées. Dans certains de ces problemes, les
conditions filiales sont imposées localement. Dans autres cas, les conditions sont imposées
non locales. Il est parfois préférable d’imposer des conditions non locales puisque les mesures
nécessaires a une condition non locale peut étre plus précis que la mesure donnée par une

condition locale. Par exemple, le probléme classique de Robin est donnée par

2"(t) = f(t,z(t),2'(t)), te(0,1)
z(0) =0, (1) =0.

Si la condition locale 2’(1) = 0 est remplacé par la condition non locale z(1) = z(n)

(oun € (0, 1)), alors le probléme

x//<t> = f(tv C(](t), l’/(t)), te (07 1)
2(0) =0,  z(1) = x(n),

est une probleme aux limites non locale. Ce travail est subdivisée en trois chapitres.
- Préliminaires
- Probleme aux limites du premier ordre a trois points
- Probleme aux limites du second ordre a trois points
Plus précisément, nous allons résumé les résultats concernant ces chapitres comme suit.

Dans le premiére chapitre on sera consacrée aux préliminaires sur des notions générales



utilisées dans les différents chapitres du travail, on présente la notion de quelques outils de
base, comme application compact, le critére de compacité dans C([a, b], R) et on présente le
théoreme d’Ascoli-Arzéla puis nous allons définir la fonction de Green pour son importance
dans les démonstrations, enfin on présente le théoréme de ’alternative non linéaire de Leray-
Schauder de point fixe.

Au deuxieme chapitre, nous exposons des conditions suffisantes pour ’existence et 1'unicité

des solutions du probléme

v'(t) = f(t,x)
ax(a) + x(b) +x(c) = ¢,

dans le premiére section, puis en généralisé a R™ dans le deuxieme section comme suit :

a'(t) = f(t, x)
Mx(a) + Nx(b) + Rx(c) = ¢,

ol a, b, ¢ trois éléments réels avec a < b < ¢,
[ :la, ¢ x R" — R" est une fonction L'-Carathéodory, M, N, R sont des matrices carrées
d’ordre n et ¢ € R™ sont données.L’existence de solution est prouvé par le théoreme de
I’alternative non linéaire de Leray-Schauder.
Dans le troisieme chapitre, on consacre a 1’étude quelques résultats d’existence et d’unicité

pour le probléme aux limites a trois points non linéaire

(1) = f(ta(t) (1), te(0,1)
2(0)=0, (1) = ().

ott f:[0, 1] x R* = R de L'-Carathéodory et € (0, 1). En 1992, Gupta [] tout d’abord
étudier I'existence de solutions pour le probléme aux limites récente. L’étude de ce type de
probleme a été réalisée par de nombreux auteurs dans leurs recherches, voir, par exemple,
[5], [6], [7], [8], [9] et les références qui y figurent.

Ce probleme peut étre poser sous la forme d’une équation d’opérateur

Lz = Nz,ouL: D(L) C X — Y est un opérateur linéaire, et pour x € D(L), Lx = 2", et
N : X — Y est un opérateur non linéaire, telle que (Nz)(t) = f(t,z(t),2'(t)), t €0, 1],
avec X, Y sont deux espaces de Banach appropriés et ou les conditions aux limites sont

utilisés pour définir la catégorie, D(L), de L. Nous utiliserons le théoréeme de 'alternative



non linéaire de Leray-Schaude. Dans le deuxiéme section nous allons prouver des résultats

d’existence et d’unicité des solutions du probleme

() = f(t,z(t),2'(t)), te(0,1)
z(0)=0, (1) = axz(n),
avec a # 1. Ensuit, ’étude de ce type de probleme est généralisée a m-points comme suit :
2"(t) = f(t,z(t),2'(t)), t € (0,1)
2(0) =0, x(1) = X7 az (&)

o f :[0,1] x R* — R est une fonction continue ou de L'—Carathéodory , a; € R, & €

(0,1), i=1,2,....m—2avec 0 < & <& < ... < &p2 <1



Notations générales

R
N
.e
t.q
I

I1x

A

c(J)

LY(J)

AC(J)

Lr(J)

[£]loe = max{lx(t)], /t € J}

el = / 2(t))de

[zl ac = llzlloo + [l27] 1

1/p
lell, = ( / ra:<t>|pdt) d<p<oo
J

C[J,R"] =

Ll[J, R"| =
AC[J,R"| =
|zl crrn) =

||=T||L1[J,Rn] =

|z actrn) =

Ensembles des nombres réels.

Ensembles des entiers naturels.

c’est a dire.

tel(le) que.

La norme euclidienne sur R".

La norme sur 'espace X.

L’adhérence de A.

I’espace de Banach pour tout les fonction continues.
I’espace de fonction intégrable ans sans de Lebesgue.
I’espace de fonction continue absolutelé.

I’espace de fonction musurable .

La norme sur l'espace C(J).

La norme sur L'(J).
La norme sur I'espace AC(J).

La norme sur l'espace LP(.J).

{(z1, 29, ..., x,)/x; € C(J)}.
{(x1, 29, ...,z /i € LYJ)}.
{(z1, 22, ..., xn)/z; € AC(J)}.

max{||z;|le, /i = 1,...,n.}.

1=n
Z [EIF2e
=1

max{ ||zl ac, /i = 1,...,n.}.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques outils de base

Définition 1.1. L’application f : [0, 1] x R" — R" est L'— Carathéodory si
(i) t— f(t, u) est mesurable pour tout u € R™;
(i) w— f(t, u) est continue pour tout t € [0, 1] ;
(iii) pour chaque r > 0, il existe h, € L*[0, 1] telle que
|f(t, w)| < h.(t), pour tous t € [0, 1], u € R™ avec ||ul| < 7.
Théoréme 1.1. (de Rolle)
Soit f une application de l'intervalle [a,b] dans R vérifiant les conditions suivantes :
1. f est continue sur [a,b].
2. [ est dérivable sur|a,b].
3. fla) = f(b).
Alors, il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.
Théoréme 1.2. (des accroissement finis)
Soit f une application de l'intervalle [a,b] dans R vérifiant les deux condition suivantes :
1. f est continue sur [a,b].

2. f est dérivable sur|a,b].



Alors, il existe ¢ €]a, b| vérifiant :

1.2 Application compact

Soit X et Y deux espaces de Banach et {2 C X un ouvert.

Définition 1.2. e Soit f un application définie de X d valeurs dans Y. On dit que f

est complétement continue si elle est continue et compacte.

o f est dite compacte si f(X) est relativement compact dans Y i.e. f est transformé

tout borné de X en un ensemble relativement compact dans 'Y .

Proposition 1.1. Une application f : X — Y est compact si et seulement si pour toute
suite (Tn)nen de X, on peut extraire une sous-suite (T,, )ren telle que la suite (f(n,))ken

converge dans'Y .

1.3 Critére de compacité dans C(|a,b],R) :

Définition 1.3. On dit que des fonctions d’un sous-ensemble M C C([a,b],R) sont unifor-
mément bornées, s’il existe une constante a > 0 telle que | z(t) |< a pour tout x(.) de M et

quel soit t € [a, b].

Définition 1.4. On dit que des fonctions d’un sous-ensemble M C C([a,b],R) sont équi-
continues, si pour tout € > 0, il existe § > 0 (§ = d(¢)), tel que pour tous ty,ts € [a,b] avec

| t1 —ta |< & et pour toute fonction x(.) de M on ait | x(t1) — x(t2) |< €.

Théoréme 1.3. (d’Ascoli-Arzéla, cas générale)([’])
Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet. Un sous-ensemble
M C C(X,Y) est relativement compact si et seulement s’il vérifie les deux conditions

sutvantes :

1. Pour tout t € X, l'ensemble M(t) = {z(t), =(.) € M} est relativement compact dans
Y.



2. M est équicontinue.

Théoréme 1.4. (d’Ascoli-Arzéla, cas particulier)

Soit M C C([a,b],R) est relativement compact si M est uniformément bornée et équiconti-

nue.

1.4 La fonction de Green
Considérons les problémes suivants :

2'(t)=f(t), a<t<b (NH)
Non homogene ajz(a) + ax’(a) = 7.

(CB)xn
Brx(b) + P’ (b) = 6.

#'(t) =0, a<t<b (H)
Homogene arz(a) + axa’(a) = 0. (CB)n
Bi(b) + B’ (b) = 0.

Définition 1.5. On appelle fonction de Green associée au probléme homogéne (H)—(CB) g

une fonction G : [a,b] X [a,b] — R vérifiant les propriétés suivantes :
1. G est continue sur [a,b] X [a,b].
2. G est symétrique, i.e : G(s,t) = G(t,s), V(s,t) € ([a,b])>.
3. %(t, s) est continue pour tout t # s.
4. La fonction t — G(t,s) est solution de l’équation (H) pour tout t # s.

5. La fonction t — G(t, s) vérifie les condition (CB)y pour tout t € [a,b].

Théoréme 1.5. (Existence de la fonction de Green)([1])
Lorsque G est la fonction de Green associée au probléme (H) — (CB)y, alors pour toute

fonction f, la solution x du probléme non homogéne (NH) — (CB)y s’écrit de maniére

unique sous la forme



1.5 Théoréeme de point fixe

Nous citerons en particulier le théoreme de point fixe de 'alternative non linéaire du
type Leray-Schauder, utilise dans la résolution des équations différentielles par I’approche

du point fixe.

Théoréme 1.6. (L’alternative non linéaire de Leray-Schauder)([3]). Soient E un espace
de Banach et C C E un conveze fermé,  un ouvert de C' contenant 0 et T : Q — C un
opérateur complétement continu. Alors un des deux énoncés suivants est vérifié

(a) T admet un point fize dans Q i.e. Iz € Q: v = Tx

(b) il existe x € 02 et A€ [0,1] telle que x = ATwx.

Rémarque 1.1. l’énoncé (b) indique que l'ensemble S = {x € Q : x = \Tz; X € [0, 1]}
n’est pas borné.
Ainsi pour appliquer l'alternative non linéaire de Leray-Schauder, il suffit de montre que

T est complétement continu et vérifie [’estimation a priori suivante :
dR > 0,Vx € E,VA € [0, 1] : (x = ATz = ||z]| < R),

pour dire que T admet au moins un point fize dans B(0, R).



Chapitre 2

Problemes aux limites du premiere

ordre a trois points

2.1 Problémes aux limites du premiere ordre a trois
points dans R

Nous donnons des résultats d’existence et d’unicité de solution pour le probléeme aux

limites du premiere ordre a trois points suivante :

Z(t) = f(t,x), te€la,c
az(a) + fa(b) + yz(c) = ¢,

telles que a, b, ¢ sont des constants dans R avec a < b < c.
f:a,c] x R — R est une fonction donnée, a, 8,7 sont des constants dans R.
Les espaces

C([a,b],R) muni de la norme || x ||ooc= sup | x(t) |.
a<t<ce
L'([a,c]) muni de la norme || x ||;= / | z(t) | dt.

Soit X = (C([a,b],R) et ¥ = L'([a, d]).

Dans ce lemme nous nous soucions de la forme de solution, non de son existence.

Lemme 2.1. Soit o, 5,7 des constantes dans R tel que a+ B+ # 0 et soit e € Y de telle



sorte que

Z(t) =e(t), tE€la,c] (2.2)
az(a) + B(b) + yz(c) = (.

ott) = [ ety (¢ 5 [ etsras -  [etors).

Démonstration. Nous avons
() =e(t) = f s)ds = f

= a(t f

Alors

= z(t f

Si t=a ona x(a)=z(a).

Si t=b ona xz(b) = z(a) —i—/ e(s)ds.

Si t=c ona z(c)=2x(a) —l—j e(s)ds.
En suite, a partir de ax(a) + Sz (b)a—l— va(c) = ¢, nous avons

ax(a) + il +6/ s)ds +9a(a) + 7 [ els)ds =,

ce qui implique que

z(a) = a+;+7(§—ﬁ/abe(s)ds—7/ace(s)ds).
x(t):/ate(s)+a+;+7(C 5/ s)ds — /:e(s)ds).

Lemme 2.2. Soit o, 3,7 des constantes dans R tel que a++v # 0, et soite € Y de telle

Alors

]

sorte que

2(t) =e(t), te€la,d

azx(a) + Bx(b) +vyz(c) = 0.
Alors

[z]lo < Tllellx (2.3)
tel que
o { o _la+B8l _1B+4l D }
= max , , , :
la+ B+ la+ B+ la+ B+ [a+ 5+

10



Démonstration. Lors on mettre ¢ = 0 dans le lemme 2.1, nous obtenons

o(t) = lt<ma+ +B+7( B/) §)ds — Ll@mg.

1)- Sia<t<b<c¢ ona:

w= [eoisr ([ [
o [ etsyts o [ ety [ els)as)
-@:%:Zyélwms

S t B4y ’ B v ¢
- Oé—l-ﬁ-i-V/ae(S)ds —Oé+ﬂ+7/te<s)d8 —a+ﬁ+7/be(s)ds

donc

m@ﬂgmw{ o] 15+ il }Hem. (2.4)

o+ B4+ la+ B+ o+ L+1]

2)-Sia<b<t<cona:

11



d = [ st [[etst (= [ etopas = [ et
Ly /b e(s)ds — 1 /t Ce(s)ds)
st Lo ) o
(e e /1t e(s)ds

- > ’ a+p ¢ _ ¥ ¢
= oz—l—ﬁ-i—’Y/a 6($)ds+—<a+6+’y)/be(s)ds —04+5+’Y/t e(s)ds

ol _latB I
ol < S e el @9

On combine (2.4) et (2.5) , nous obtenons :

fal o+ 5l 18+ ol el
o+ B+9 lat+B+9" la+ B+ la+ B+l

donc

| %]| 0 < max {

Rémarque 2.1. Si e =0 dans lemme 2.1, alors le probleme
Z(t)=0, tela,c|
az(a) + Br(b) + yx(c) = ¢

¢

admet une solution unique x(t) = w tel que w = ———.
que x(t) q P

Corollaire 2.1. Le probléme (2.1) admet une solution x = y + w, si et seulement si y est

une solution de probléeme

y/(t) = f(tv Y+ w)7 te [av C]

2.6
ay(a) + By(b) +yy(c) = 0. 20

En effet, siy satisfait le probléeme (2.6) on a :

7(t) =y'(t) +0 = f(t, )

12



et
az(a) + Bx(b) +yx(c) = ay(a) + aw + By(b) + Bw +yy(c) + yw

= ay(a)+ By(b) +1y(c) + (a+ f +7)w
= 0+4(=¢

ce qui prouve que x est vérifie le probleme (2.1)

Théoréme 2.1. Soit f : [a,c] x R — R une fonction L'-Carathéodory et ¢ € R. Supposons
que

(H1) a, 8, v sont des constantes telle que o+ 5+ # 0.

(H2) II existes deux fonctions p(.) et r(.) € Y telle que

(& x) < p)lllloe +7(2)

pour tous t € [a,c] et x € R.

Alors, le probléeme aux limites a trois-points (2.1) admet une solution dans X d condition

que
Fiplle<l (2.7)
ou
pooo o dal JatB] |B+y] 17|
la+ B+ a+B+7y a+B+y a+f+v)

Démonstration. D’apres corollaire 2.1, pour prouver que le probleme (2.1) admet une solu-

tion z = y + w, il suffit de montrer que le probleme suivant :
y'(t) = [ty +w), t € la,c]
ay(a) + Py(b) +yy(c) =0

admet une solution y, ou w est défini dans le remarque 2.1.

(2.8)

Maintenant nous définissons l'opérateur L : D(L) C X — Y tel que :

D(L) = {y € C'([a, c]), ay(a) + By(b) + yy(c) = 0}
et pour y € D(L),
Ly=1y.
Nous définissons aussi 'opérateur non linéaire

G: X — Y
y — (Gy)t) = flty(t) +w), t € [a,c].

13



I1 est clair que G est un opérateur borné de X en Y. Ensuite, il est facile de voir depuis
a+B+~v#0que L:D(L) C X — Y est injective. Soit 'opérateur linéaire K : Y — X
telle que : .

(Ke)(t) = / e(s)ds + A, pour e €Y

1 b c
A= m(( - B/a e(s)ds —fy/a e(s)ds).
Alors, pour e € Y, ona Ke € D(L) et LKe =e. Poury € D(L), ona KLy = y.

ou

Ensuite , nous notons que y € X est une solution de probléme aux limites (2.8) si et

seulement si y est une solution a ’équation de 'opérateur
Ly =Gy

ce qui est équivalent a I’équation
y=KGy

i.e. (y est une point fixe d’opérateur KG ) tell que

KG: X — X
r (KGa:)(t):/f(s,x(s))ds—i—A, t € la,cl.

De plus, il est facile d’utiliser le théoréme d’Arzela-Ascoli pour conclure que les applications
{K G} sont une sous-ensemble bornée de X dans un sous-ensemble relativement compact

de X. Par conséquent, KG est un application compact.

On a KG est continue alors K G est completement continue.
Nous appliquons le théoréme de Leray-Schauder pour obtenir 'existence de solution de
I’équation y = KGy.

Pour ce faire, il suffit de vérifier que I’ensemble
{yve X /y=AKGy, A €0,1]}

est borné, ce qui équivalent que I’ensemble de toutes les solutions possibles de la famille des
équations
YO =Mty +w),  tefod 29
ay(a) + By(b) +vy(c) =0

14



est borné en X par une constante indépendante de A € [0, 1].
Soit y(t) est une solution de (2.9) pour certains A € [0,1]. Il résulte de nos hypotheses
f(t,y(t) +w(t)) € Y. Nous avons alors de (2.9) et estimer (2.3) de le lemme 2.2 que

A

Iyl < AUI £t () +)

Pl oIl g+ llo+ 11 |

Pl (g Dl + @ o)+ I I |
{flpll oo + Il

IA TN

IA

1=Thplh ] 1yl

Cllipllflwlloo + lIfl]
L=T1pl

Il résulte de I'’hypothese (2.7) qu’il existe une constante ¢ indépendant de A € [0, 1] , tel que

Iyl <

1y floo< 0.

Alors, d’apres le théoréeme de Leary-Shauder on conclut que le probléeme (2.1) admet une

solution. O]

Théoréme 2.2. Soit f : [a,b] Xx R — R une fonction L*-Carathéodory et ( € R. Supposons
que (H1) est vérifiée. Par ailleurs, nous supposons que

(H3) I existe une fonction p(.) € Y telle que

It w) = f(Ev) < p) | w—wvll (2.10)

pour tous t € [a,c] et u,v € R . Alors, le probléme auz limites a trois points (2.1) admet

une solution unique dans X a condition de

L lpllp<1 (2.11)
ot
oo lal Ja+B| |Bty] 14
la+ B+ a+B+7y a+B+y a+f+v)

Démonstration. Nous notons que (2.10) implique

I w) < F(@0) | +p(@) [ ull, VE € a,c], Vu e R.

15



D’apres le théoreme 3.2, le probleme aux limites (2.1) admet au moins une solution en X.
Supposons que uq, ug sont deux solutions de (2.9) en X et on pose z = u; — uy, alors nous
obtenons

2= [t un(t) — ft ua(t))

az(a) + Bz(b) +vz(c) = 0.
En appliquant le lemme 2.2 et en utilisant ’hypotheése (H3), nous avons

[ 2lx < AL f@un(t) — f(Eua(t)) [ly
< P(lp o]l ur — vz |x)
< Tllp lledll = lx),

donc, par (2.11) , nous avons que
2(t) =0, pour tE€ la,c|,

par conséquent u; = us. [

2.2 Problémes aux limites du premiere ordre a trois

points dans R"

Maintenant, nous donnons des résultats d’existence et d’unicité de solution pour le pro-

bléme aux limites du premiere ordre a trois points suivante :

2(t) = f(t,z), t € la,

(2.12)
Mx(a) + Nx(b) + Rx(c) =

ou f : [a, ¢] x R® — R™ est une fonction L'-Carathéodory et M, N, R sont des matrices
carrées d’ordre n et ¢ € R™. Désinons par J = [a, ¢|.

Dans cette lemme nous nous soucions de la forme de solution, non de son existence.

Lemme 2.3. [7]
Soit M, N, R des matrices carrées d’ordre n telle que det(M + N + R) # 0 et soit
e(.) e LYJ;RY) , x € CH(J) tel que
x'(t) = e(t), teJ
Mz(a) + Nx(b) + Rz(c) = C.
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Alors .
:c(t):/ e(s)ds + A
tell que

A=(M+N+R)™ g N/ ds+R/:e(s)ds]

Démonstration. De x'(t) = e(t), on a z(t) — x(a) = fat e(s)ds, et donc

et a partir de, Mx(a) + Nx(b) + RX(c) = (, nous avons

va) = (M +N+R)™ {g N/ ds—R/ace(s)dsl,
ce qui implique que t
() = / e(s)ds + A,
B A=(M+N+R)™! {C N/ ds—R/ace(s)ds].
OJ

Lemme 2.4. [7] Soit M, N, R des matrices carrées d’ordre n telle que det(M + N+ R) # 0
et soit e(.) € L'(J;R™) , x € AC(J) tel que

2 (t) = e(t), ted
Mz(a) + Nx(b) + Rz(c) = 0.

Alors
|z |x<Tely (2.13)

ou

F=max{]| M+ N+RIR|,|(M+N+R™M]|,|| (M+N+R)™N+R) |,
| (M + N+ R)" (N + M) ||}

Démonstration. Lors on mettre ¢ = 0 dans le lemme 2.3, nous obtenons
t c
x(t):/ e(s)ds + (M + N + R)™ N/ ds+R/ (s)ds].
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Notons E la matrice d’identité n X n.

ePoura<t<b<c ona
x@:l[P%%M+N+RWN—UW+N+m*ﬂdQ@
i[kM+N+RWN+UW+N+m4ﬂd@@
i[kM+N+MAﬂde
::lhw+N+mlMde—l%w+N+m1w+Rk@$
_Ahw+N+m1m@M&
donc

[ () < max{|| (M + N+ R)Z'R || (M +N+R)™ M|, [ (M+N+R)~N+R) |,

I (M+N+R)THN+M) [} elly.
(2.14)

ePoura<b<t<c,ona
() = /TE—mm+N+m4N—uw+N+m*ﬂd@@
j[T—EHM+N+m1ﬂdei[RM+N+m1Rd$k
_ A%w+N+m1dem—zhw+N+ml@M—Nx@@
—L?M+N+mlﬁﬁﬂ&
done

[ () < max{|| (M + N+ R)Z'R || (M +N+R)™M|,[| (M+N+R)~(N+R) |,

| (M +N+R)THN+M) [} el
(2.15)

En combinaisant (2.14) et (2.15), nous obtenons

|z llx<T el
ol
F=max{]| M+ N+RIR|,|(M+N+R)M]|,|| (M+N+R)"™N+R) |,
| (M + N+ R)™ (N + M) ||}
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Rémarque 2.2. Sie =0 dans lemme 2.1, alors le probléeme
Z({t)=0 té€la,c
Mz(a) + Nx(b) + Rz(c) = ¢

admet une solution unique x(t) =W tel que
W=(M+N+R)"¢.

Corollaire 2.2. [7] Soit det(M + N + R) # 0 Alors le probléme (2.12) admet une solution
x=y+ W, si et seulement si y est une solution de probleme
"t) = f(t,y+W) t€la,c
YO = [ty +W) 1€ fod 016
My(a) + Ny(b) + Ry(c) = 0.

En effet , siy satisfait le probléme (2.16), on a

et
Mz(a) + Nx(b) + Rx(c) = My(a) + MW + Ny(b) + NW + Ry(c) + RW

= My(a) + Ny(b) + Ry(c) + (M + N + R)W
= 0+¢=¢
ce qui implique que x est vérifie le probléeme (2.12).
Théoréme 2.3. [7] Soit f : [a,c] x R* — R"™ une fonction L'-Carathéodory et { € R".
Supposons
(A1) M, N, R sont des matrices carrées d’ordre n, telle que det(M + N + R) # 0.
(A2) II existe deux fonctions p(.) et r(.) € L'(J) telle que

It 2) [I< p(B) ][]l + 7(2)

pour tous t € J et x € R".

Alors le probleme (2.12) admet une solution dans C(J,R™) a condition de
Ollp < (217
ot

F=max{]| M+ N+RIR|,|(M+N+R™M]|,|| (M+N+R)™N+R) |,
| (M + N+ R)" N+ M) |}
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Démonstration. D’apres le corollaire 2.2 et pour prouver que (2.9), admet une

solution x = y + W, il suffit de montrer que le probléme suivant :
") = ft,y+ W teld
vt = f(ty+ W) os)
My(a) + Ny(b) + Ry(c) = 0

admet une solution y, ou W est définit en remarque 2.2.

Maintenant, nous définissons l'opérateur L : D(L) C X — Y tell que :
D(L) ={y € C'(J) | My(a) + Ny(b) + Ry(c) = 0}.

et pour y € D(L),
Ly =y
Nous définissons aussi un opérateur non linéaire
G: X —Y
y — (Gy)t)=[ftyt)+W), telJ

Il est clair que G est un opérateur borné de X en Y. Ensuite, il est facile de voir depuis
det(M + N+ R)#0que L: D(L) C X — Y est un application injective. Soit I'opérateur
K:Y — X telle que :

t
(Ke)(t) = / e(s)ds+A  pour ecYY
ou ,
A=(M+ N—i—R)_l(( — N/ e(s)ds — R/ e(s)ds).
Alors pour e € Y, on a Ke € D(L) et LKe =e. Pour y € D(L), on a KLy = y.

Ensuite, nous avons que y € C(J,R") est une solution de probléme aux limites (2.18), si et

seulement si y est une solution a 1’équation de 'opérateur
Ly =Gy

qui est équivalent a I’équation

y = KGy.

Par ailleurs, en utilisant le théoreme d’Ascoli-Arzela pour conclure que les applications

{KG} sont une sous-ensemble bornée de X dans une sous-ensemble relativement compact
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de X, d'ou, KG : X — X est un application compact.
On a KG est continue alors K G est completement continue.
Ensuite, nous appliquons le théoréme de Leray-Schauder pour obtenir I’existence de solution

de I'équation y = KGy. Pour ce faire, il suffit de vérifier que ’ensemble
{y €X,y=AKGy,\ € [07 1]}

est borné, ce qui équivalent que I’ensemble de toutes les solutions possibles de la famille des
équations
YO =Nty +w),  telod 010
My(a) + Ny(b) + Ry(c) = 0
est borné en X = C(J, R™) par une constante indépendante de A € [0, 1].
Soit y(t) est une solution de (2.19) pour certains A € [0, 1]. Il résulte de nos hypothéses que

f(t,y(t)+W) € L*(J,R"). Nous avons alors de (2.19) et estimer (2.13) de le lemme 2.4 que

Iy llx < AU f(6y@) + W) Iy
< Tllip el y +Willx + 117 e
< Tllipllee Uy llx +1TW x)+ 1 izl
A=Tlhple) yllx < TUp el Willx + 117 llz)
Iyl < LALp el W llx + (17 fler)

L=Tp Iz

Il résulte de I'hypothese (2.17) qu’il existe une constante § indépendant de A € [0, 1], tel que

Iy llx<d.
]

Théoréme 2.4. [7] Soit f: J xR — R une fonction L*-Carathéodory et ¢ € R. Supposons
que (A1) est vérifiée. Par ailleurs, nous supposons que
(A3) I existe une fonction p(.) € LY(J) tel que

|t u) = f(t0) [<p) [ u—v] (2.20)

Vit € J et Yu,v € R™. Alors, le probleme (2.12) admet une solution unique en C(J,R") a
condition de

Clplle<1 (2.21)
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ol

F=max{|| M+ N+R)IR|,|(M+N+ R M |,|| (M+N+R)"N+R)|,
| (M + N+ R)" N+ M) ||}.

Démonstration. Nous notons que (2.20) implique

I F () [I<I]F(0) | +p@) | w

YVt € J et Yu € R, ce qui implique que le probléme aux limites (2.12) admet au moins une
solution en C'(J,R™) par le théoreme 2.3. Supposons que u1, uy, sont deux solutions de (2.12)

en C'(J,R"™) . Lors on pose z = u; — ug, nous obtenons

2= ft,ui(t) — f(t,ua(t)),
Mz(a) + N2(b) + Rz(c) = 0.

En appliquant le lemme 2.4 et en utilisant ’hypotheése (A3), nous obtenons que

Iz llx < AT f(tualt) = f(t ua(t)) Iy
< I pllell ui —us |x)
< T(lp el 2 lIx)

donc par (2.21), nous avons que
2(t) =0, pour teJ

Par conséquent u; = us. ]
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Chapitre 3

Problémes aux limites du second

ordre a trois points

Dans ce chapitre nous considérons les deux probleme aux limites de second ordre a trois

points suivants :

#'(t) = f(t, (1), 2'(t),  te(0,1) (3.1)
2(0) =0, (1) =x(n)
et
2(t) = f(t, (), 2'(t)), te(0,1) (3.2)
H0) =0, a()=ax(n),  (a#1)

ot f:[0, 1] x R? — R est une fonction donnée, n € (0, 1).

3.1 Résultats pour le probléme aux limites (3.1)

L’équation de probléme (3.1) peutétre écrite sous la forme d’une équation d’opérateur
Lxr = Nz

ou L: D(L) C X — Y est un opérateur linéaire avec

D(L) = {x € W?'(0,1), 2(0) = 0, (1) = 2(n)}

et pour
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et N : X — Y est un opérateur non linéaire telle que

(Nx)(t) = f(t,=(t), 2'(2), te[0,1]
X =0([0,1]), flzllx = max{[|z[loc, 2]l 0}

1

y = L0,1)), | = / (t))dt

et 'espace de Sobolev
W210,1) = {z :[0,1] — R, ,2’ sont mesurables dans [0,1] et 2’ 2" € L*([0,1])}

muni de la norme :

el = / (e(®)] + 2/(8)] + 2" () )dt.

Dans cette lemme nous nous soucions de la forme de solution, non de son existence.
Lemme 3.1. Soit h € Y et x € X de telle sorte que

2"(t) = h(t), te(0,1)

(3.3)
z(0) =0, (1) ==z(n).
Alors
(t) = /0 (t — 5)h(s)ds — ﬁ (1= s)h(s)ds + ﬁ On(n — $)h(s)ds.
Démonstration. De z”(t) = h(t), on a 2/(t) = 2/(0) + /t h(s)ds
ce qui implique que .
x(t) = 2 (0)t + /0 (t — s)h(s)ds
et de (1) = z(n), nous avons
. 1 ! 1 g
2'(0) = T (1 —s)h(s)ds + ) (n — s)h(s)ds.
Alors
(t) = /0 (t — s)h(s)ds — ﬁ (= (s + ﬁ 0”(n — $)h(s)ds.
O
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Lemme 3.2. Sous hypothéses de lemme 3.1. La solution de probléme (5.3) est écrit sous la

forme X
$(t):/0 G(t,s)h(s)ds

telle que G(t,s) (la fonction de Green associée) est donnée par suit :

(
—s, s < min{7n, s}
t—1 —1
e Y
G(t,s) = - N
—t, t<s<n@
t(1—s)
— s Zz maxqn,t}.
e x{n, t}
Démonstration. 1. Pour t < 1 la solution de probleme dans le lemme 3.1 peut étre écrire

comme :

() = /Ot(t—s)ms)ds—lf—n(/tu—s Vh(s)ds
+/tn(1—s)h(s)ds+/l 1~ $)h
tr ([ = smisias+ [ - snteias)

2. Pour n <t la solution de probleme dans le lemme 3.1 peut étre écrire comme :

() = /On(t—s)h(s)der/ (t — )h(s)ds

_i_n(/ona - s)h(s)ds+/nt(1 — 5)h(s)ds
v/ - s)h(s)d5> M- s)ns)ds
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D’apres 1 et 2 on obtient

—s, s < min{n, s}
t—1 -1
se-V+as—0
G(t,s) = L=
—t, t<s<n
t(1—
. (1_;), s > max{n,t}

]

Lemme 3.3. Pour tout x € W2(0,1) avec x(0) = 0, (1) = z(n) il existe { € (0,1),
n<¢<1telle que 2'(¢) =0 et

17lloe < 12" lloe < (12”1

Démonstration. De x € W%1(0,1) et d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ € (n,1) telle
que z'(¢) = 0.

Comme )
/ 2'(s)ds = z(t) — z(0) = z(¢)
0
alors,
t 1
v 0.1) [2(0) || [ apds|< [ o)l
0 0
ce qui implique que

oo < 12/l

D’autre part, on a

1 t
Ve ) 2 = [ ol > [ s)ds =)
0 ¢

ce qui implique que

12 llo < [

Théoréme 3.1. [5] Soit f: [0,1] x R? — R une fonction L'— Carathéodory.
Supposer qu’il existe des fonctions p,q,r dans L*(0,1) tell que

(s, 0)] < p(E)]u] + q@®)fo] +r(t), pour tous ¢ € [0,1], (u,v) € R et n € (0,1).
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Alors, le probléme (3.1) admet au moins une solution dans C*(0,1] a condition que

Iplly + flgll < 1.

Démonstration. Soit X = C*0,1], Y = L'[0, 1].

Nous définissons I’application linéaire L : D(L) C X — Y avec
D(L) = {z € W*!(0,1)/x(0) = 0, (1) = z(n)}

et pour x € D(L),
L(z) =2a".

On définit aussi 'application non linéaire N : X — Y avec
(Nz)(t) = f(t,2(t),2 (1)), t € [0,1].

D’autre part, on suppose l'opérateur linéaire K : Y — X défini, pour y € Y par
! t [ t "
EDe) = [ =9t — 7 [ =i+ 7 [ 0= 9wis)as
U

On a, pour y € Y, Ky € D(L) et LKy =y, et pour z € D(L), KLx = x, ce qui implique
que L7!' = K.
Nous avons,
(x € C'0, 1] est une solution de (3.1))< ( est un solution d’équation d’opérateur Lz = Nx)
ce qui équivalent a I’équation x = K Nx.
Nous appliquons le théoreme alternative de Leray-Shauder pour obtenir I’existence de solu-
tion de I’ équation x = K Nx.
Pour ce faire, il suffit de vérifier que I’ensemble de toutes les solution possibles de la famille
des équations

' (t) = Af(t,x(t),2'(t)), t€(0,1) (3.4)

z(0) =0, xz(1)=x(n)
est bornée dans X par une constante indépendante de A € [0, 1].

Au début, nous montrons que KN est complétement continu.
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e KN est continu :

IEN|x <[, | G(t,S)f(S,x(f)ax’(S)) | ds

< max Gltos) [ (tals).2'(s) | ds
(t,5)€[0,1]2 0,

< max Gts/hrsds

(t,5)€[0,1]2 ( )0 (5)

< G(t hy |1 .

e Glt.s) | b )

Ce qui prouve que KN est borné, donc continu.

e De plus, en d’utiliser le théoreme d’Arzela-Ascoli que KG est compact.

Soit @ ={z € X,|| z ||x<r},(r > 0) un ensemble borné de X.
Comme || KN [|x< " r)na[xgcm G(t,s) || by ||1 Vo € Q,Vt € [0, 1], alors les fonctions de €2 sont
uniformément bornées.
D’autre part, soit € > 0, z € Q et comme G(t,s) est continue sur [0,1] x [0,1] ( qui est
compact) alors G(t, s) est uniformément continue.

Donc il existe 0 > 0, telle que | G(t1,s) — G(ta, s) |< ——— H h i pour [t; —ta| < 6 et pour tous

s fixé dans [0, 1], alors pour z € 2 on a,

| KNa(t) = KNa(t2) | < fy | Gltr,s) = Glta,s) || f(s.2(s),a'(s) | ds

ce que prouve que les fonctions de €2 sont équicontinues.

En vertu du théoreme d’Ascoli-Arzela, KN () est relativement compact, donc KN trans-
forme tout borné a un ensemble relativement compact, ce qui donne KN est compact.

Et comme KN est continu, alors on déduit qu’il est completement continu.

Soit maintenant = une solution de (3.4) pour certain A € [0, 1], et d’apres le lemme 3.3

="l = A& (), 2" ()]s
< lpllllzlloe + gl llz"lloe + {7l
< (lplh+lglioli="1x 4l

donc

(1= (pll + Mgl )"l < firlls
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ensuite
1 1

<
1= (llpll + llgll)
ce qui implique que  [|z]|oo <K C et |2/ <C donc |z|x <C.

|71 = C (constant)

3.2 Résultats pour le probléme aux limites (3.2)

Avant de donner les résultats d’existence et l'unicité des solutions de probleme (3.2),
nous offrons des lemmes préliminaires.

Dans cette lemme nous nous soucions de la forme de solution, non de son existence.

Lemme 3.4. Soit h € L'[0,1] et a € R, an # 1 avecn € (0,1) et x € C*0,1], de telle
sort que soit

2"(t) = h(t), t € (0,1)

z(0) =0, (1) = ax(n).

z(t) = /0 (t — s)h(s)ds + ot /017(7] — s)h(s)ds — ! /o (1 — s)h(s)ds.

Démonstration. on a :

Ensuite, on a

Comme z(1) = az(n), nous avons

(1 —an)2'(0) = oz/on(n — s)h(s)ds — /0 (1 — s)h(s)ds.

Donc,
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Alors,

x@:iAQ—SM@M8+ of A%n—@M@%—

1—an

Lemme 3.5. Sous les hypothéses de lemme 3./, la solution du probleme (3.5) peut s’écrire

sous la forme )
z(t) = /0 G(t,s)h(s)ds

avec G(t,s) est la fonction de Green définir par :

[ sl(t—1)+al—1)], s<minft.n}
1 s(t—1) —an(t —s), <s<Kt
L=an | t(s—1)+an—s), t<s<ny
L t(s — 1), s > max{t,n}.
Démonstration. 1. pour ¢t < 7, la solution de probléme (3.5) peut étre exprimée comme

x(t) = /0 (t —s)h(s)ds + 7 ftan [/o (n — s)h(s)ds + /t"(?7 — s)h(s)ds]

1 _tom [/0 (1 —s)h(s)ds +/n (1 — s)h(s)ds]
Vil(s 1)+ aly - 5) s — 1)
:/t 1—an h(S)dS—f—/n Wh(S)dS
+Asw_?j;$_mmw$.

2. pour t >, la solution de probleme (3.5) peut étre exprimée comme

x(t) = /On(t — s)h(s)ds + / (t — s)h(s)ds + T —an /077(77 — s)h(s)ds
t [/077<1 — $)h(s)ds + / (1 —s)h(s)ds + / (1 — s)h(s)ds]

1—an t

Ts[(t—1) 4+ a(n —1t)] Ps(t—1)—an(t—s)
= /0 T h(s)ds +/n an h(s)ds

+/7§lﬁm@@.

1—an

D’apres 1 et 2 on obtient
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(- 1) +aln— 1], s <min{t,n}
Glt.s) = 1 st—=1)—an(t—s), n<s<t
L—an | ¢[(s—1)+an—-s)], t<s<n

L t(s — 1), s > max{t,n}.

Lemme 3.6. Soit « € R, an# 1 avec n € (0,1) et z € C[0,1].

o Sia<1, alors ||z]le < |20 < ||2”]|1-
e

1
e Sil<a< =, alors ||z < ||7'|le < 1
" _

Démonstmttion. eSia<l1

(50 = [ #(5)d5) = (el < el < ]

D’autre part, si z € W21(0,1) avec z(0) = 0,2(1) = az(n) et a < 1 il existe ¢ € (0,1) telle
que z'(¢) = 0.

En effet, par contradiction,

si 2/(t) > 0 pour chaque t € (0,1), donc z est strictement croissante sur [0, 1], alors z(t) > 0
pour chaque t € (0,1), donc z(1) > x(n) ce qui implique que o > 1, ceci est contredit.

Si 2/(t) < 0 pour chaque t € (0,1), donc x est strictement décroissante sur [0, 1],alors
z(t) < 0 pour chaque t € (0,1) donc z(1) < z(n) ce qui implique que o > 1, ceci est
contredit.

t 1
On a donc: Vit €[0,1] : |2/(t)] = |/ 2" (s)ds| < / |(2"(s))|ds = ||="||1, ensuite
¢ 0
[2']oe < fl2"[l1-

OSil<oz<7l),alors

pour z € W*1(0,1) avec z(0) = 0,z(1) = az(n). D’aprés le théoréme des accroissement

finis, il existe & € (n, 1) telle que (1) —z(n) = 2'(£)(1 —n), ce qui donne z/(§) = : 77:1:(77).
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t
[ r— / | 2"(s) | ds pour tout t € [0,1]
>| / s)ds | pour tout t € [0,1]
()| — |2 | pour tout t € [0,1]
a—1
>u ? e =222 o) |
(X J—
2[ @' floo =75 12 I
a p—
>|| ' Hoo 1 é || ! Hoo
1 n
a J——
> (1= —F—=) | 7|,
(- 2= 1w
1—
alors || @' ||oo< ol =n) || " ||1, et selon le cas président || = || <|| 2" || 00, donc

1—

ald —n) | 2" ||

F ool @ lloo < 4=

Théoréme 3.2. [5] Soit f:[0,1] x R? — R une fonction L'-Carathéodory .

Supposons qu’il existe des fonctions p,q,r dans L*[0,1] tels que

| F{tu,0) [< p@) || +q(8) [ o] +r(2),

pour tous t € [0,1], (u,v) € R? et soit a € R,n € (0,1) sont données .
Alors, le probléme (3.2) admet une solution dans C*[0,1] pourvu que
Ipl+Talh<d, st <1
1—an
a(l —mn)’
Démonstration. Soit X = C10,1], Y = L0, 1].

o+ qlh< m1<a<§

On définit 'application linéaire L : D(L) C X — Y avec
D(L) = {z € W1(0,1) : 2(0) = 0,2(1) = az(n)},

et pour z € D(L), Lx = 2".

Aussi définir 'application non linéaire N : X — Y avec

(Nz)(t) = f(t,z(t),2'(t)), t €]0,1].

32



Apres, on introduit 'opérateur linéaire K : Y — X, défini pour y € Y par

| o= sinsyas -

t
1—an

at

(Ky)(t) = /0 (t — s)h(s)ds + /0 (1 —s)h(s)ds.

1—an
Au début, nous montrons que KN est complétement continu (compact + continue).
e /N est continu :
| KN Ilx < Jy |Gt )f(s,2(5),2'(5)) | ds
< max G(hs) /1 | F(t 2 (s), 2/(s)) | ds
0

(t,5)€[0,1]2

1
< ax G(t, h,(s)d
B, Gl [ he(oas
< max G(t,s) || by |1 -
(t,s)€[0,1]2

Ce qui prouve que K'N est borné, donc continu.

e KN est compact.

Pour ce faire, en d’utiliser le théoreme d’Arzela-Ascoli por prouver que KG est compact.
Soit @ ={z € X,| = [[x< r}, (r > 0) un ensemble borné de X.

Comme || KN [|x< ( r)ne[xx . G(t,s) || by ||1 Vo € Q,Vt € [0, 1], alors les fonctions de €2 sont
t,s)€|0,1
uniformément bornées.

D’autre part, soit € > 0, z € Q et comme G(t,s) est continue sur [0,1] x [0,1] ( qui est

compact) alors G(t, s) est uniformément continue.

Donc il existe 0 > 0, telle que | G(t1,s) — G(tz, s) |< ﬁ pour [t; —ta| < & et pour tous
r |1

s fixé dans [0, 1], alors pour z € 2 on a,

| KNz(t1) — KNz(ts) | </0 | G(t1,8) — G(ta, s) || f(s,z(s),2'(s) | ds

ce que prouve que les fonctions de €2 sont équicontinues.

En vertu du théoréeme d’Ascoli-Arzela, KN () est relativement compact, donc KN trans-
forme tout borné a un ensemble relativement compact, ce qui donne KN est compact.

Et comme KN est continu, alors on déduit qu’il est compléetement continu.

Ensuite, nous appliquons le théoreme de Leray-Schauder pour obtenir ’existence d’une so-

lution pour x = K Nx.
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Pour ce faire, il suffit de vérifier que I’ensemble de toutes les solutions possibles de la famille
des équations
() = MNf(t,z(t),2'(t)), 0<t<1,
(3.6)
z(0) =0, z(1) = az(n)

est borné dans C[0, 1] par une constante indépendante de \ € [0, 1].

e Sia<l:ona |z o<l 2" [oo<[l 2" 1,

L2l = At a(t), 2 (1))
< Il 2l + W@ Jall 2 oo + 1 7 I
<Dl e I+ gl e I+ 0 e
donc
<1 —(lplh+ g ||1>) I sl 7 I
alors,
! I
11 -
Trh+Tal

Il s’ensuit qu’il y a une constante ¢, indépendante de \ € [0, 1],

( 1
CcC =

L=(pl+1all)
ce qui implique que || = ||< c et || 2’ ||oo< ¢ done,

Il < —

|| 7 ||1) de telle sorte que || " ||1< ¢,

[ llx< e

a(l —n)

1 1—
e Sil<a<-—,onal et o 22" ||,

n 1—an
et d’autre part,

2" [l = Af(t =(t), 2/ (1))
<Ipllll flse + 11 g llall 2 floo + 11 7 Iy

a(l —n)
< 1
Ty (o[l +1g o) [T o+ 1,
donc
all=n) 1—an "
- <
D (G = W+ ) e sl
i.e. (1 ) .
all —1 "
el R Eat

m—(HpIIlHIqu)
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ensuite

1
2" [h< 7 lh=¢
a(l —n)
y P Sl V4
T Ul + 1 qlh)
ce qui implique que
2 ]l< ¢ et |2 [,

alors || x [|x< .

Il résulte que 'ensemble de toutes les solutions de la famille des équations (3.6) est borné
en C'[0, 1] par une constante, indépendant de A € [0, 1]. d’ot le résultat.

En ce qui concerne 1'unicité de solution du probleme (3.2), nous avons le résultat suivant. [J

Théoréme 3.3. [/] soit f : [0,1] x R' — R une fonction L'- Caratheodory. Supposons
qu’il existe des fonctions p,q,r dans L[0,1] tel que

| f(t,ur,v1) — [t ug,v0) < p(t) | ur — g | +q(t) | vr —va |,

pour tous t € [0,1] et (ug,vy), (ug, v2) € R? et soit « € R, n € (0,1) sont données.
Alors, le probléeme (3.2) admet une seule solution dans C*[0,1]

ol +1glh<t, st a<1
pourvu que 1—an

1
ol +1lqglh<———, si l<a<-.
a(l—mn) 7

Démonstration 3.1. L’existence de solution du probléme (3.2) est comme le théoréme 3.2.
e Pour montrer ['unicité.
Soit x1, x5 sont deux solutions pour le probléme (5.2), et en posant z = x1 — 3, alors nous
avons
2't) = f(t,zy,2)) — f(t,x0,2), t€(0,1)
2(0) =0, z(1) = az(n).
On a donc,
12" e =l f 2y, 27) = ft w2, 75) L
<p llall 2y =22 loo + 11 ¢l 27 = 25 [Jo
< llall = lloo + 11 g 12l 2" Moo -

o Sia< 1, dapréslemme 3.6, on a | 2z [|[o<|| 2 ||o<|| 2" |1, donc

=" < (e e+ gl 12" 1
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et comme || p |1+ || ¢ i<, onal 2" |1=0, donc || z ||«= 0, ce qui implique que

Ir1 = T3.

1
e Sil<a< —, dapreslemme 3.6, on a
U]

" a(l _77> "
S5 ;
I hs 5= Ul ko 1= 1h
1—an ,, .
et comme || p | + | ¢ |h< ———, ona || 2’ |1= 0, donc || 2z ||oo= 0, ce qui
a(l —n)

implique que x1 = x5, d’ou le résultat.

Exemple 1. considérons le probléeme suivant

t—1 1
2 (t) = r+ -2’ +sin(2'), te€(0,1)
16 8 1 (3.7)
= 1) = (=),
Soit f(t,u,v) = —Lu+ Tv+sinv), on a| f(tu0) < = | u |45 |v] +1
= = in < — = ,

01 , U,V 16 U 81} i V), on a U,V 6 U 18 vl ;
d )=—, qgt)==, r(t)=1al - 4=
s e as, o) = g )= 7(0) = Lalors, 9l + b= 5 + 5 =
etcommea:§,1<oz<20naHp||1+HqH1<a<l—_az), (5 <3)

Nous notons que les conditions de théoréeme 3.2 ont été atteints, ce qui implique qu’il existe

une solution x € C*0,1] de probléme (3.7).

Contre exemple 1. Nous remarquons que le probléme aux limites suivant

2
x”:—%ijl, te€(0,1)

#(0) =0, (1) = Vaa(3)

n’a pas de solution.

1 1
En effet, dans ce cas, on a, « = \/2 et n = 5 a < —, en plus nous avons
n
2 2
s s
f(t,u,v) = - Zu+ 1a p(t) = Z? Q(t) = 07 T‘(t) =1L
' 72 1—an . iy A 0
Ici || pli+ || ¢ = =t 0> ol —n) = /2 — 1, i.e. la condition du théoréme 5.2 n'est
all—mn
pas satisfait.
2
D’autre part la solution générale de l'équation différentielle, x" = — sz + 1 est
s . 4
z(t) = cos(gt) + ¢ Sln(§t) +
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4 4
et comme (0) =0, on a x(t) = ——; cos(gt) + ¢ 51n(2t) + —
7T

Mais comme z(1) = \/ﬁx(i), nous avons

42 4
CQ—FPZCQ—F 71'2 71'2‘

Ce qui implique tout simplement v/2 = 2, une contradiction.

3.3 Problémes aux limites du second ordre a m-points

On considere par exemple le probleme aux limites & m-points :
a"(t) = f(t,x(t),2'(t), t € (0,1)
2(0) = 0, z(1) = 7 asz (&)

ot f :[0,1] x R? — R est une fonction continue ou de L'—Carathéodory, a; € R, & €
(0,1), i=1,2,....m—2avec 0 < & <& < ... < &p2 < 1.

(3.8)

Une fois les a;’s ont le méme signe, une autre fois les a;’s n’ont pas le méme signe.

3.3.1 Probléme aux limites a m-points, réduction a trois points
m—2
En prenant le probléme (3.8) avec toutes les a;’s ont le méme signe et o« = Z a; # 0.
i=1
Ici on peut réduire cette probleme a un probléeme a trois points.
En effet, pour chaque solution du probléme (3.8), notons

A= min z({), B= max x(t).
t€[€1,6m—2] te[€1,6m—2]

e Sia; € [0, +00), alors ;A < <a;B, 1€{1,2,...m—2}.
e Siq; € (—o0, 0], alors a; A > azx(gz) >a;B, i€{l,2,..,m—2}.

Dans les deux cas, nous avons que

Il s’ensuit qu’il existe n € [&1, &,_2] telle que x(n) = ——=, ce qui implique que

x(t) est aussi un solution de probleme (3.2).
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3.3.2 Cas générale

Maintenant, on consideére le probléme (3.8) avec les a;’s n’ont pas le méme signe.

Dans cette lemme nous nous soucions de la forme de solution, non de son existence.

Lemme 3.7. Soith € L'[0,1] eta; €R, i € {1,.....m—2} avec 37" *a; # 1 etz € C[0, 1],

de telle sort que soit

2"(t) = h(t), t € (0,1)
2(0) =0, «(1) = 27" aiw(§y).
Alors,

:c(t):/o(t—s)h(s)der al& Z / ()ds—(l_zt ag)/ (1—s)h(s)ds.

=1

Démonstration 3.2. De la méme méthode de démonstration que le lemme 3./.

Lemme 3.8.

e Si0< > 2a; < 1, alors ||z]leo < ||2||oo < ||2”]|1-
Démonstration 3.3. De la méme méthode de démonstration que le lemme 5.6.

Théoréme 3.4. [5] Soit f:[0,1] x R* — R une fonction L'—Carathéodory
Supposons qu’il existe des fonctions p,q,r dans L'[0,1] tell que

£ (&, u,0)| < p()]ul + q(t)]v] + 7(1)
pour tous t € [0,1], (u,v) € R? et soit a; € R
avec tout les a;s n'ayant pas le meme singne,

m—2

GE0,1), i€{l,2,.,m—2}, 0<& <& <o <&noa < Ltelle que 0< Y a; < 1.

=1

Alors, le probléeme (3.8) admet une solution dans C*[0,1] a condition que

Pl + flgll < 1.

Démonstration 3.4. De la méme maniére que démonstration que le théoreme 5.2.
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Exemple 2. Considérons le probleme suivant

t—l

2 (t) = x—ir—x + cos €(0,1)
) = o ( ) 1( : (39)

z(0) =0, 95( )= 1 (Z)—Zx(Q)JFZ?C(Z)-

t—1 1 1
Soit f(t,u,v):2—01u 1—011—1-1008( v), on a | f(t,u,v) |< 20| |—|—1E |1U | -1—13
dans ce cas, p(t) = 210 ql(t) :1 E,lr(t) =1alors, || p|i+ 1 ¢lh= 2_O+1_O =30 et comme
a=ai;+az+asg= Z_Z+Z:§’ 0na0<oz<1et||p||1+||q||1<1.

Nous notons que les conditions du théoreme 3./ ont été atteints, ce qui implique qu’il existe

une solution x € C'[0,1] de théoréme 3.9.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté des résultats d’existence et d’unicité des solutions pour quelques
classes des équations différentielles non linéaires posées sur des intervalles bornés associés a des conditions

aux limites non locales.

Nous avons établi au début de ce travail des résultats d’existence et d’unicité des solutions du probleme
aux limites du premier ordre a trois points. L’existence de solutions est prouvé par le théoréme de ’alter-

native non linéaire de Leray-Schauder.

La deuxiéme partie, a été consacré a 1’étude quelques résultats d’existence et d’unicité pour des pro-

blemes aux limites du second ordre a trois points, puis on a généralisé le résultat au cas de plusieurs points.

La méthodologie pour prouver les théories de 'existence dépend de la conversion des problemes pro-
posés en équation opérationnelle, en plus d’utilisation du critere de compacité pour appliquer le théoreme
d’Ascoli-Arzéla avec l'insertion du théoréeme de 'alternative non linéaire de Leray-Schauder de point fixe

pour obtenir les résultats appropriés.

Les résultats présentés dans ce mémoire sont souvent illustrés par des exemples d’applications.
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4 )
Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques problémes aux limites associés a des équations
différentielles ordinaires posés sur des intervalles bornés et pour lesquels les conditions aux bords
sont non locales. Cette étude se compose en trois chapitres.
Le premier chapitre considere la formulation mathématique de contact et rappel d'analyse.
Le deuxiéme chapitre est divisé en deux sections. Dans la premiere section considére le probléme
aux limites du premiére ordre a trois points dans R, et dans le deuxiéme section nous étudions le
méme probléme dans R”.
Le troisiéme chapitre nous considérons deux problémes aux limites de second ordre a trois points
et a m-points.
Mots-Clés : Non locale, critere de compacité, existence, unicité, le théoréme d'Ascoli-Arzéla, le
théoréme d'alternative non linéaire de Leray-Schauder, le point fixe.

N\ J

4 )
Abstract

In this memory, we have studied some boundary problems associated with ordinary differen-
tial equations on bounded intervals and for which boundary conditions are non-local. This study
consists of three chapters.

The first chapter considers the mathematical formulation of contact and recall of analysis.

The second chapter is divided into two sections. The first section consider the boundary value
problem of the first order with three points in R, and in the second section we study the same
problem in R".

The third chapter we consider two problems with second order three-point boundary and m-
points.

Words keys : Nonlocal, compactness criterion, existence, uniqueness, the Ascoli-Arzéla theo-
rem, the nonlinear alternative of Leray-Schauder theorem, fixed point.
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