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Notations

Notations

: Ouvert de R?

: Espace de Hilbert

: Dual topologique de H

: Le frontiere de (2

: Espace de fonction C*° a support compact dans €2
: Espace des fonction de carré intégrable sur €2
: Espace de sobolev d’ordre 1sur €2

: Adhérence de D (Q2) dans H' (Q2)

: Espace des polynéme de degré < K sur {2

: Norme de I’espace de sobolev H' (Q)

: Semi-norme del’espace de sobolevH? (Q)

: Paire de dualité

: Dérivée partielle par rapport au multi-indicea
: Dérivée normale sortante

: Legradien de u (encolonne) Vu = (8%1, ., %)
: Opérateur laplacien

: Presque partout

: Somme directe

: Fermetire de 2

: Mesure de dirac



Introduction générale

Introduction générale

Dans la plupart des problémes aux limites, il n’est pas possible de trouver une solution
analytique, c’est a dire le calcul explicite de la solution exacte est souvent hors d’étre attaint.

Le théoreme de Lax-Milgram est un outil simple et éfficace pour la résolution des équa-
tions aux dérivées partielles linéaires elliptiques, aprés avoir transformer le probleme de
forme originale dite classique au forme variationnelle.

L’approche variationnelle offre un grand accés a des résultats fondamentaux sur le car-
actére bien posé de ’équation, c’est a dire: ’existence et 'unicité de la solution, la stabilité
de cette solution par rapport a des prerturbations des données.

I’approche variationnelle est a la base de méthode performante pour ’approximation
variationnelle ot on peut utiliser des approximations numériques efficaces, comme: les élé-
ments finis.

Ce mémoire est composé d’une introduction et trois chapitres, aprés un bref citation sur
la thématique abordée.

On a introduit au premier chapitre quelques notions et définitions de base.

Le deuxieme chapitre, est consacré au théoréme de Lax-Milgrame, avec deux méthodes
de démonstration , I'un algébrique et I'autre analytique basé sur le théoréme de point fixe.

Par la suite on a étudie d’une facons analogue I'approximation variationnelle pour bien
montre 'importance de ’approche variationnelle.

En fin, on va donner une généralisation du théoréme de Lax-Milgram. C’est un résultat
developpé par Stampacchia.

Le dernier chapitre, présente des applications ot, en utilisant le théoreme de Lax-
Milgram, en précisant les étapes qui nous ameéne a la “formulation variationnelle”.

En finissant par l'interprétation qui nous assure 1’équivalence entre le probléme classique
et le probléme variationnelle.

Finalement, ce mémoire se termine par une conclusion ot en résume notre travail.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est consacré essentiellement a l'introduction de quelques notions fondamentales
d’analyse et certaines définitions des espaces de Hilbert que nous utiliserons dans le chapitre

2 et 3.

1.1 Les espaces de Hilbert

1.1.1  Produit scalaires

Définition 1.1.1 [9] Soit E un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire sur E est une
fonction f: E X E — R définie sur le produit cartésien E X E & valeurs dans [’ensemble R
des nombers réel, vérifiant le cing propriétés suivant:

Yu,v,w € E,V\,f €R:

1. f(Au+ po,w) = Af (u,w) + Bf (v,w). (linéarité)
- fu, Ao+ Pw) = Af (u,v) + Bf (u,w).

2. f(u,v) = f(v,u) (symétrie)
3. f(u,u) >0 (positivité)

4. fu,u)=0=u=0
on note le produit scalaire par : (.,.).

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, (E,(.,.)) est dit: espace préhilbertien.

Définition 1.1.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

(u,v)qui est complet pour le norme assaciée au produit scalaire. |u| = /{u,u) = (u, u>%



1.1. Les espaces de Hilbert

Exemple 1.1.1 Le produit scalaire traditionnel de deux vecteurs est une forme bilinéaire

symétrique dans leur espace vectoriel.

Exemple 1.1.2 L’opération qui associe & deux applications f et g continues par morceauz

b
entre a et b le nombre /f (z) g (x)dx est une forme bibinéaire symétrique dans l’espace

vectoriel de ces applications muni de l’addition de fonction et de la multiplication d’une

fonction par un nombre scalaire.

Remarque 1.1.1 Un espace de Hilbert est un espace de Banach pour la norme dérivée du

produit scalaire.
Proposition 1.1.1 [2]( Inégalité de Schwarz) dans un espace préhilbertien (H, (.,.) ;) :

[{w, )| < Jull g [0l Vu,v € H

1.1.2 Quelques exempels sur les espaces de Hilbert

pour simplifier 'exposé on se retreint aux fonctions a valeur réelles. On considére un ouvert

borné regulier 2 de R?

Exemple 1.1.3 L'espace L? () des fonctions mesurables de Q0 dans R carré integrabel est
un espace vectoriel muni du produit scalaire et la norme associeé.

pour tout u,v € L*(Q) :
(U, V) p2q) = /u (x)v (x)dx

la norme acossieé est



1.1. Les espaces de Hilbert

Théoréme 1.1.1 [4] (L?(Q), || . ||z2) est un espace Hilbert et on a les propriétés suivantes:

1.
!/f\s/m
QO Q

(f=g p-psurﬁ)ﬁﬂ/fz/g

Q

/f =0|=(f=0) p.psurQ (1.1.1)
Q

Théoréme 1.1.2 (Riesz Fischer) L? (Q)) muni du produit scalaire (., D2

On rappelle l'inégalité de Schwarz:

(1,0} g0y | < Il oy - ol oy

c’est a dire

2

/u(a:).v(a:)dw < /u2(a:)dx /v2(x)da:

Q Q
Ezxemple 1.1.4 L’espace de Sobolev H' (Q) est défini par:

v
(9%1‘

Hl(Q):{veH(Q) : GLQ(Q),Vizl,...,n}

On lui associe le produit scalaire:

(U, 0) i) = /u () v (z)de + Zl/g;i (x) g;}z (x)dx

2 2
L2(9)>

Théoréme 1.1.3 L’espace (H' (), . [|m(q)) est un espace de Hilbert.

La norme associée est noteé:

" || du

2
el oy = /€0 Wiy = (HuHmm) t2 H%
i=1 ¢

Remarque 1.1.2 La derrivé est au sens de distribution.

-




1.1. Les espaces de Hilbert

Ezxemple 1.1.5 L’espace H} () est le sous-espace de H' () formé des fonctions qui

s’annulent au bord de )

Hy (Q)={ve H (Q):v|r=0}

ou I'est le frontiére de 2.

Théoréme 1.1.4 (Inégalité de Poincaré) Si l'ouvert Q0 est borné alors il existe une con-

2
A LQ(Q))

Remarque 1.1.3 Ce resultat est evidemment faux dans H* (Q) il suffit de prendre v = 1.

stante C' > 0 qui depend que de ) telle que:

N

n

Vv € Hy () : 0] 2y < C (Z

i=1

On deduit de ["inégalité de poincaré:

Proposition 1.1.2 Si Q est borné, la semi-norme de H' (Q) definie par :

HUHH1(Q) = (Z

i=1

C’est une norme sur H} () équivalente a la mnorme [-[[ 1) c’est a dire Uespace H} (Q)

muni de so norme H-HHg(Q) est un espace de Hilbert.

Remarque 1.1.4 i Q=R: H} (Q) = H'(Q)

1.1.3 Orthogonalité

Définition 1.1.3 [9] Soit (E, (.,.)) espace préhilbertien réel. On dit que deux vecteurs u et
v sont orthogonauz si (u,v) =0 (ce qu’on notera u L v).

Cette relation est bien sur symétrique. Le vecteurs nul 0, est orthogonal a tous les vecteur
de E, y compris a lui-méme c’est le seul vecteur qui possé de cette propriété, car si u # 0

on a :
2
(u,u) = lul” # 0
La relation 1 n’est ni réflexive ni transitive.

On dit que deux partie A # 0 et B # 0 de E sont orthogonaux si : Ya € Ajbe B:a L
b,c’est a dire ,{a,b) =0



1.1. Les espaces de Hilbert

Théoréme 1.1.5 [4] (H,(.,.)) espace de Hilbert et G est un sous espace fermé de H alors
H=G®G+*VYreH Nz G Iy Gt tel que:r = z1 + 29

Définition 1.1.4 (Convexe Férmé)

Soit H wun espace de Hilbert et K C H;

( A est convere) <= Vx,y € AVt € [0,1] on a:

[tz + (1 —1t)y] € A.

A est un ensmble féermé si pour toute (), oy € A un suite de Cauchy qui converge vers
x alors :

x € A donc A est fermé.

Théoréme 1.1.6 [4]( Projection sur un convexe fermé )
soit k C H un convexe fermé non vide et H un espace de Hilbert . alors pour toute

f e H , il existe u € k unique tel que :
|f —ul =min|f — |

u caracteriser par:

(f —u,v—u) <0 Yu,v € k

on note u = P, f projection de [ sur k.

Définition 1.1.5 (Espace complet)

Un espace est dit complet ssi: toute suite de cauchy converge.

Définition 1.1.6 (Dual)
Soit 1 < p < o0 et soit p € (LP), Alors: il existe u € LT unique tel que : (p, )= fuf
Vf € LPde plus || u o=  ll 1oy

Le dual de L¥est L¥ tel que .% + =1

1
Pl
p’ est l'exposent conjugue du p

Sip=1 p =00

Exemple 1.1.6 Le dual de L' est L™
Le dual de L*™ contient strictement L

Le dual de L? est lui méme (L?) = L?



1.2. Approche variationnelle:

Théoréme 1.1.7 ( Rep de Riesz)
Etant donné ¢ € H' (H'espace dual de H) il existe f € H unique tel que :

(p,v)y =(f,v) Yve H

de plus | f| = ||l

on a le schema : v € H C H'ou les injection cononique sont continues et denses

Définition 1.1.7 (Application bijective)
On dit qu’'une application f : X — Y est bijective si elle est a la fois injective et

surjective, autrement dit si :

VyeY, e e X tel que: y = f(x)

Exemple 1.1.7 1 est clair par exemple que ,pour tout ensemble X L’application identique

est bijective.

Définition 1.1.8 ( Endomorphismes)

Les endomorphismes vérifient les proprietés générales a toutes les applications linéaires,
Par exemple : l'ensmble L (E, F) des applications linéaires d’un k espace vectoriel dans un
autre est un k.espace vectoriel muni de la loi d’addition des fonctions et de la multiplication

exterme par un scalaire de k ,en particulier (L (E),+,.) est un k. espace vectoriel .

Théoréme 1.1.8 (Le point fize de Banach)
Soit X un espace métrique complet et soit S : X — X une application contractante
c’est a dire:
d (sv1,sv2) < kd (v,v9) Vo, v € X 0<k<1

Alors S admet un point fize unique: Su = u

1.2 Approche variationnelle:

Le principe de ’approche variationnelle pour la résolution des équation aux dérivéer partielle
est de remplacer I’équation par une formulation équivalente ,dite variationnelle ,obtenue en
intégran 1’équation multipliée par une fonction quelconque,dite test .Comme il est nécessaire
de procéder a des intégration par partie dans 1 ’établissement de la formulation variationnelle,

nous commencons par donner quelques résultats essentiels a ce sujet.



1.2. Approche variationnelle:

1.2.1 Formules de Green :

Théoréme 1.2.1 [3](Formule d’intégration par partie ):
Soit Q un owvert régulier de classe C. Soit u et v deuz fonction de C! (ﬁ) a support

borné dans le fermé Q .Alors elle vérifient la formule d’intégration par partie

v ou
/u (x) 9 (x)dx = —/v (x) o (x)dx + /u (x)v(x)n; (z)ds
Q Q o0
Corollaire 1.2.1 Soit Q un ouvert régulier de classe C*.Soit u une fonction de C? (ﬁ) etv
une fonction de C* (ﬁ) toutes deuz & support borné dans le fermé Q . Alors elles vérifient

la formule d’intégration par partie

/Au(m)v /VU (x) dz + gz()v(m)ds

o0N

\ _ [ Ou
ou \Ju = ( Sor

) est le vecteur gradient de u,et g—z = JUu-n.
1<i <N

Pruve.

d d
0%u 0 0
/Vu.v = / g (—am?.v) = g /(’hi (8@) v
Q =1 =1 Q

Q

B i /U du
- o, | o, o
Q

=1

d d
ou ou Ov
= / 2_1 v.axini —/ E_l 5. O, /— vds — /Vu.Vv
T 1= 1=

Q




1.3. Espace D ()

1.3 Espace D (1))

Définition 1.3.1 [3]On appelle support d’une fonction f ’ensemble :

suppf = {z € Q: f () # 0}

1 reQ
0 reR-Q

{reR f(z)#0} =Q

Exemple 1.3.1 Soit f : R - R/f (z) = {

alors:

suppf =Q =R ( Q est dense dans R )

donc f n’est pas a support compact.
Définition 1.3.2 D (Q) = {p € C *(Q) telle que supp ¢ compact de 2}.

Définition 1.3.3 On appelle distribution une forme linéaire continue sur l’espace vectoriel

D (), on note par D' () l’espace de distribution.

D' (Q) dual de D ()

1.4 Dérivée au sens des distributions
Définition 1.4.1 [3|Soit T € D' (Q) et o € N? la dérivée DT est définie par
(DT, ) = (=1)"(T, D%) Vo € D(Q)
Exemple 1.4.1

6o+ D(Q) = R\dq (p) = ¢ (a)

0o () = = (0o, ¢') = —0a(¢) = = ¢/ (a)

10



Chapitre 2

Théorie de Lax -Milgram

Dans ce chapitre, on va aborder le Théoréme de Lax-Milgram avec les deux démonstration:
Analytique et algébrique .

Dans la prémiere partie nous proposons l’approche variotionnelle.

La dauxiéme partie est consacré au approximation variotionnelle.

Nous finissant ce chapitre par une généralisation du Théoréme.

2.1 Théorie de Lax -Milgram

Prémiér partie (Approche variationnelle)

2.1.1 Cader abstrait

Nons décrivons une théorie abstrait pour obtenir I'existence et I'unicité de la solution d’une
formulation variationnelle dans un espace de Hilbert .On note H un espace de Hilbert
réel muni de produit scalaire(.,.) et de norme|| . || . Nons considérons une formulation
variationnelle du type:

trouver u € H tel que :

a(u,v) =L (v) pour toute fonction v € H (2.1.1)

Les hypotheéses sur a et L sont

11



2.1. Théorie de Lax -Milgram

1. L(.) est une forme linéaire continue sur H , c’est -a-dire que v — L (v)est linéaire

deH dans R et il existe C' > 0 tel que:

L (v)| < C|v|| pourtout ve H

2. a(u,v)est une forme bilinéaire sur H, c’est-a-dire que w — a(w,v) est une forme
linéaire de H dans R pour tout v € H ,et v — a (w,v) est une forme linéaire de v dans R
pour tout w € H ;

3. a(.,.) est continue, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que:
la (w,v)| < M ||w]|| ||v|| pour tout w,v € H (2.1.2)
4. a(.,.) est coercive (ou elliptique), c’est -a~dire qu'il existe a > 0 tel que:
a(v,v) > a||v]|* pour toutv € H. (2.1.3)

Comme nous le verrons au cours de cette sous-section, toutes les hypothéses ci-dessus
sont nécessaire pour pouvoir résoudre (2.1.1). En particulier, la coercivité de a(.,.) est

essetielle.

Théoréme 2.1.1 (Laz-Milgram) Soit H un espace de Hilbert réel , L (.) une forme linéaire
continue sur H, (.,.), une forme bilihnéaire continue coercive sur H. Alors la formulation
variationnelle (2.1.1) admet une unique solution. De plus cette solution dépend contindment

de la forme linéaire L.

Démonstration. [7]Pour la démonstration on va utiliser deux approche.L’un algebrique
et I'autre analytique .
Cas non symetrique:
Premiére démonstration (Approche Algebrique).
Par application du théoréme de Riesz sur la forme linéaire continue il existe un vecteure
f € H tel que:
Yoe H, L(v)=(fv)

Par application de ce méme théoréme aux forme bilinéaire continues, il existe un endomor-

phisme linéaire continu A € L (H)

Yu,v € H, a(u,v) = (Au,v)

12



2.1. Théorie de Lax -Milgram

La proposition (2.1.1) se réécrit alors:
Jue H Au=f

Pour prouver cette proposition ,il suffit donc de montrer que A est une bijection de H sur
H. On montre dans un premeir temps que 1’operateur est injectif.

a. A est Injective:
On dit que A est injective ssi :
Yo, v9 € H : Avy = Avg = 11 = 19

On a
Av1 = A’UQ = AUl — AUQ =0

Donc
A(vy —wv9) =0 (A est lineaire)

A(’Ul—'UQ):O:>’Ul—’UQ:O

(’UI—UQIO):>’U1:U2

d’ou A est injective.

Par la coercivité de a et en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout

ve H
allv)® < a(v,v) = (Av,v) < [|Av]| v (2.1.4)

d’ou
[Av[| > a lv]]
pour tout v de H, ce qui montre que A est injectif et d’image fermé.

b. A est Surjective:
On dit que A est surjective ssi Im A = H.

.Im A dense dans H : Im A = H}

(ImA=1) < { .Im A est fermé : Im A =Im A

Notons Im A cette image. Par le théoréme du supplémentaire orthogoal d'un fermé on sait

que
H=TImA+ (ImA)*

13



2.1. Théorie de Lax -Milgram

Soit ensuite un élément w de (Im A)*,on a par définition (Aw,w) = 0 et donc :
o lwl? < a (w,w) = (Aw,w) =0

d’ott w = 0.Ainsi,(Im A)* est réduit & {0} ,ce qui montre que A est surjectif.
[’endomorphisme A est bijectif, il existe donc un unique v de H tel que Au = f donné
par

u=A""f.

la continuté de I'operateur inverse A~! nous donne la dependance de u par rapport a L.
Remarque : Si l'espace de Hilbert H est de demension finie, la démenstration du
Théoreme (2.1.1) de Lax-Milgram se simplifie considérablement. En effet, en dimension
finie toutes les applications linéaire sont continues et I'injectivité (2.1.4) de A est équivalent
a son inversibilité. On voit bien dans ce cas (comme dans le cas générale)quel’hypothese
de coercivité de la forme bilinéaire a (w,v) est indispensable puisque c’est elle qui donne
I'injectivité de A. Remarquons pour finir que, si H = R?, une formulation variationnelle

n’est que I’écriture,

<Au7 U> = <f7 ’U>
pour tout v € R?,d’un simple systéme linéaire
Au=f

Deuxiéme demenstration [6] (Approche Analytique )
Par application du théoréeme de Reisz sur la forme linéaire continues, il existe un vecteur
f € H tel que
Yo e H,L(v)=(f,v)

Par application de ce méme théoréeme aux forme bilinéaire continues, il existe un endomor-

phisme linéaire continu A € L (H) tel que :
Vu,v € H,a (u,v) = (Au,v)
La proposition (2.1.1) se réecrit alors:

e H, Au= f (2.1.5)

14



2.1. Théorie de Lax -Milgram

Soit p > 0.Définissons
T,:H—H

par

T, (u) = u—p(Au—f)

u est solution de (2.1.5) si et seulement si:

p(u):u

(2.1.6)

(2.1.7)

On va appliquer le théoréme de point fixe de Banach c-a-d on doit prouver que T}, est une

contraction on a:

IT, () =T, )I° = fu—vl* =2 {u—v,p(Au— Av)) + p* | A (u )|

= Ju—ol* = 2p(u—v, A(u—0)) +p* | A (u— )|

Comme

(u—v,Au—2v))=ala—v,u—v)>alu—ov|

et

(coércivite)

|A (u—0)| <cllu—v (continuté de A)

On a donc

1T, (w) = T, (0)II” < [lu = 0] (1 = 2pa + p°c?)

Il suffit de montre qu’il existe p > 0 ,tel que:
0 < (1=2pa+p*c®) <1

Soit I'inégalité :

1 —2pa+p*c <1

d’ou

(=2pa+p°c) < 0= p(’p—2a) <0

p=20

p(czp—Za):0:> Vv

15



2.1. Théorie de Lax -Milgram

p=20
p(cgp—Za):O:> v
p="3
L’ingalité de droite donne p € |0, 23|
Soit maintenant 1'inégalité:
1—2ap+cp* >0 (2.1.8)
et soit 1’équation:
p(p)=1-2ap+cp* =0 (2.1.9)

A =b? - ac
A’:a2—62

Si le discriminant (A’ = o? — ¢ < 0) alors (2.1.8) est satisfaite quelque soit le réel p,d’ou
lopérateur S, est une contraction p € }0, 2C—§“ [

Si A’ > 0, alors il suffit de remarquer que :

e(0)=1-20)a+(0)7°=1

Donc

d’ou l'on a:

2a
O<pr=p<—

ol p;et p, sont les racines de (2.1.9) .Donc (2.1.8) est satisfaite, et 'operateur S, est une
contraction.

Lorsque p € 10, p[U ]| p,, 25 [

Alors d’aprés le théoreme du point fixe , on a 'existence et I'unicité de la solution de

(2.1.7) , d’ou la solution de (2.1.6)

16



2.1. Théorie de Lax -Milgram

Soit alors p = 5 > 0.0n a

22 2
1 —2a+pd=1-"2=1-2
C C

Comme 0 < 1-— ‘i—j < 1,on obtient que 7T}, est une contraction que admet donc un point fixe
unique v € H .

cas symétrique:

La démonstration est simple par rapport au cas général.

L’existence:

NI
@
N
-+

si a(v,u) = a(u,v) donc: a(.,.) est un produit scalaire sur H norme : (a , (u,v))
une norme équivalent a ||.|| 4

D’apré le théoréeme de Riesz 3! oL € H tel que:

a(oL,v) = (ocL,v) =L (v)

a(oL,v) L (v)
|oLl|= sup —F—~= = ||| 4
vEH, v#£0 ”UH vEH v#£0 HU”
L’unicité:
Soit U, U2
a(ui,v) = L (v)
a(uz,v) = L(v)

Prenons v = u; — ug,a (., .) est coercive

}a(ul—ug,v)zo Yve H

donc:
0=a(uy — ug,uy — up) > o ||Juy — usl?
donc:
(ug —ug =0) = (uy = ug)
d’ou "unicité.
Cette deuxiéme partie du théoreme de Lax-Milgram suppose de plus que la forme bil-

inéaire est symétrique afin de donner une equivalence entre la formulation variationnelle

(2.1.1) et un probléme de minimisation. m
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2.1. Théorie de Lax -Milgram

Proposition 2.1.1 [6|On se place sous les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram. On
suppose en plus que la forme bilinéaire est symétrique pour tout v,w. € H. Soit j(v)

l’énergie définie pour v € H par :
, 1
Jj(v) = ¢ (v,v) — L (v) (2.1.10)

Soit w € H la solution unique de la formulation variationnelle (2.1.1). Alors u est aussi

l'unique point de minimum de ’énergie, c’est-a-dire que:

j (u) = minj (v)

Réciproqguement, si u € H est un point minimumde [’énergie j (v),alors u est la solution

unique de la formulation variationnelle (2.1.1)

Démonstration. Si u € H est solution de la formulation variationnelle (2.1.1), on
développe(grace a la symétrie de a)
(2.1.1) = (2.1.10) :
jlu+v) = %a(u+v,u+v) —L(u+v)
= %(a(u,u) +a(u,v)+a(v,u)+a(v,v)) —L(u)—L(v)

= %a(u,u)—l—}a(u,v)—l—la(v,u)+a(v,v)—L(u)—L(v)

1 ? 12
= (§a(u,u) —L(u))+§a(v,v) — L (v)+a(u,v)
= )+ a(u) > ()

Comme u + v est quelconque dans H, u minimise bien ’énergie j dans H. Réciproquement
(2.1.10) = (2.1.1)
soit u € H tel que

J (u) = minj (v)
Pour v € H, on définit une fonction j (¢) = j (u + tv) de R dans R (il s’agit d’un polynéme

du deuxiéme degré en t). Comme ¢t = 0 est un minimum de j, on en déduit que j' (0) =0

18
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2.1. Théorie de Lax -Milgram

Or
ju+tv) = %a(u+tv,u+tv)—L(u—|—tv)
= %(a (u,u) + a(u,tv) + a (tv,u) + a (tv, tv) — L (u) — L (tv))

= %a (u,u) + %ta(u, v) + %ta(v, u) + %tza(v, v) — L(u) — L (v)

= j(u)+ta(u,v) —tL(v)+ %t% (v,0).

D’ou a (u,v) — L (v) = j'(0) = 0 qui est exactement la formulation variationnelle (2.1.1). m

Deuxiéme partie (Approximations variationnelle)

Il s’agit de résoudre numériquement un probléme sous forme variationnelle : sachant que
la solution cherché n’est pas représentable en général sous une forme fonctionnelle explicite
simple (comme une fonction polyndéme ou exponentielle ou sinusoidale ou ...) on cherche
une solution approché par morceaux. c’est a dire on va découper le domaine €2 sur lequel
on cherche la solution, et sur chaque morceau on va chercher a approcher la solution par
une fonction simple (de type polynomiale par exemple).

Nous limition notre travail sur le cader abstraite.

Approximation variationnelle abstraite

le probléme variationnel abstrait [1] Dans un espace de Hilbert H, il s’agit de résoudre

le probleme (2.1.1):

{ trouver u € H tel que: (2.1.11)

a(u,v)=1(w), YveH
ot [ est une forme linéaire donné, et a (.,.) une forme bilinéaire donné.

Si on ne connait pas la solution u € H explicitement, on essaie de trouver une fonction

approchée u;, dans un sous-espace Hj;, de demension finie n, solution du probléme :

trouver u, € Hj, tel que :
2.1.12
{a (un,vp) =1(vy), Vo, € Hp. ( )
Si on connait une base (¢;)i = 1,...,n de Hp,alors (2.1.12) est équivalent a :
trouver u, € Hj, tel que : (2.1.13)
a(uhﬂpi):l(goi)a VZ:L,H o
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2.1. Théorie de Lax -Milgram

Et pour connaitre u;, sur Hy, il suffit de connaitre ses composantes uj, sur la base, c’est

4 dire. notant:

up = Zuflgpj, U?L € Rpourj =1,...n (2.1.14)
j=1

il suffit de connaitre les réels ufl.le probléme (2.10) s’écrit donc comme le systéme ma-

triciel:

{ trouver les u?l eR,j=1,..,n,tels que:

n , (2.1.15)
Za(gpj,goj) uizé(apj), Vi=1,..,n
j=1
on note alors:
Upy acay
u= JA=layl1<i,j<n,a;=a(p;e), [ =
Uhn E (@n)
et il ’agit de trouver u tel que:
Au=f (2.1.16)

c’est un systéme matriciel n X n qu’on peut résoudre dés que A est inversible. une fois
u trouvé,la fonction solution est donnée par (2.1.14) .

on supposera que a (., .)est une forme bilinéaire continue et a-coercive sur v,et que ¢ (.)est
une forme linéaire continue sur v.Dans ces conditions, la probléme (2.1.11) est bien posé

(théoréme de lax-Milgram),et la matrice A sera inversible et bien conditionnée.

2.1.2 conformité

Hypothése de conformité.On suppose que H;, C H avec Hj, sous-espace de Hilbert muni

de la norme induite par v.on dit dans ce cas que v, est une approximation conforme de v.
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2.1. Théorie de Lax -Milgram

Dans ces conditions, a(.,.) est également une forme bilinéaire continue et a-coercive
sur Hp,et | est une forme linéaire continue sur H,. Et le probléme (2.1.12) est bien posé

indépendamment de h.

Remarque 2.1.1 [l n’est pas suffisant de vérifier que a(.,.) est coercive sur Hy : on ob-
tiendrait uniquement dans ce cas que a (vp,vy) > HUhH2 pour tout v, € Hy.Et il se
pourrait que «y, tend vers 0 avec h.Par contre, vérifier que a (.,.) est coercif sur H implique
avec la conformité que «y, > « quel que soit h,et donc «y, ne peut pas tendre vers 0, et le

probléme est bien posé indépendamment de h :
Junlly < _1 1] < _1 1] (2.1.17)
U 1.
hllg = B =

Et ||up|| g dépend alors continament de ||l|| indépendamment de h.

2.1.3 Convergence de u;, vers u

On note u la solution du probléme continu (2.1.11) et u; la solution du probléme discret
(2.1.12) . La question est de savoir si ||u — uy|| est ‘petit’.et de mesurer ce ‘petit’
Ici on ne dispose que de la norme ||.||; et ce sera donc ||u — uy||; qu’'on pourra mesure.

On a le resultat suivant , qui donne l'erreur d’approximation a priori:

Théoréme 2.1.2 Si H, C H (conformité), si ||a|| et a sa constante de coercivité sur H ,

alors:
lal .
Ju—wnly < 0 inf Ju = vl (2.1.18)
c’est o dire
a
o=l < 1N, 1)

ot d (u, Hy,) est la distance de u a Hp,.

Preuve. Ayant supposé H;, C H (approximation conforme), il vient & partir de (2.1.11)

(valable donc pour tout v, € H) et de (2.1.12) :
a(u— up,vy) =0, Yoy, € Hp,. (2.1.19)

Et donc :
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2.2. Généralisition de Lax-Milgram (Théoréme de Stampacchia)

a(u—up,u—up) =a(u—upu—u,+vp), Yo, € Hy,.

Et puisque Hj, est un espace vectoriel, c’est équivalent & :
a(u—up,u—up) =a(u—uyu—wp), Ywy, € Hj,. (2.1.20)
Puis la coercivité de a (., .) et sa continuité donnent:
allu—unly < lall llu = unlly lu = wnlly, Vo, € Hy, (2.1.21)

ce qui est le résultat annoncé. m

2.2 Généralisition de Lax-Milgram (Théoréme de Stampacchia)

Soit a (u,v) une forme bilinéaire continue et coercive. Soit K une convexe, fermé et non
vide.

Etant donné v € H' il existe u € K unique tel que :

a(u,v—u)>{p,v—uy, YveK.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

we K, zaluu) — (p,u) = Ming {a(0,0) — {o,0))
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Chapitre 3

Applications sur quelques problémes

elliptique

On va proposer des applications concernant les équations aux derivées partielles elliptiques
ou en va appliquer le Théoréme de LAX-Milgram , apres avoir mettre notre probléme sous

forme variationnelle.

3.1 Un probléme elliptique avec le condition de dirch-
let
Soit 2 = Ja, b[ un ouvert borné de R, f € L?(Q), trouver u € H? () tel que:

{_u” tu=f surQ=]a,b (3.1.1)

u(a)=u(b)=0

a. Formulation variationnelle du probléme (3.1.1):

—u//+u:f

On multiplie les deux membres par v on trouve:

—u"v+uv = fo

puis on intégre les deux membres
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3.1. Un probléme elliptique avec le condition de dirchlet

/—u”v+/uv:/fv

une intégration par partie nous donne:

alors

on pose

b b
a(u,v) = /u,v/—i—/uv Yve H

b
L(v) = /fv Yve H

alors la Formulation variationnelle du probléme:

trouver u € H
a(

u,v)=L({w) YveH (3-12)

On choisit ici:
H=H!(Q) = {u cL2(Q):u € L2(Q),u(a) = u(b) = o}

car u, u existent dans le probléme et u (a) = u (b) = 0, on sait que H = H} (Q) est un

espace de Hilbert, muni du prouduit scalaire:

o = soa+(f9)

— Q/f-g + Q/f'-g'

0,0

donc le probléme sera :
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3.1. Un probléme elliptique avec le condition de dirchlet

trouver u € H}
(u,v); g=L(v) Yve HL(Q)

b. Solution la Formulation variationnelle du probléme avec théoréme de Riesz:
pour appliquer le théoréme de Riesz, on montre que L € (H(})/ :

L=H; —R\L(v) :fafv
b

On montre que L (v) est linéaire et continue

1. L(v) est linéaire:

b
L (0511)1 + 042?}2) = /f (0417]1 + a2v2)

b b
= Oé1/fU1+Oé2/fU2

= oL (v1) + sl (v2)

2. L (v) est continue:

M > Otelleque : |L (v)] < M |jv]l, o Vv € H) (v)

(NI

b b b 3 b
|L(v)] = /fv < /|fv| < /|f\2 : /|1}]2 (Inégalité de Schwartz)

= ”f||o,9 : ||U||0,Q

< ||f||o,ﬂ : ||U||1Q

(Car: [vll1.q = lvllgq + Hv/||079> .Tous les conditions du théoreme de Riesz sont vérifiés,

Donc le probléme admet une solution unique et on a: || L] (1) = ||| w3 -Donc le probleme

HY)
est bien posé.
c. Retour au probléme (3.1.1) : [(3.1.2) = (3.1.1)]

supposons que le Formulation variationnalle du probléme elliptique:
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3.2. Un probleme multidimensionnelle avec le condition de Dirchlet

{trouver ue H=H!) telle que:
b
(u,v), o = /fv Yve H

admet une solution unique alors :

on a:

d’ou
b b b
/uv—/u"v:/fv, Yve H
alors
b
/ (—u" +u—flv=0= —u"+u—f =0 (presque partout sur2) (on appliquer la relation (1.1.1))
et u(a) = u(b) = 0,Donc u est une solution du probléme aux limite:

—u"+u=f dans
u(a)=u()=0 surT

Hy(Q)={ueLl*Q): v eL*(),ula) =u(d) =0}

3.2 Un probléme multidimensionnelle avec le condi-

tion de Dirchlet

Soit © un ouvert borné de R?, f € L? (Q) ,trouver u € L? () telle que:
{—Au =f surQ

3.2.1
u=0 surl ( )
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3.2. Un probléme multidimensionnelle avec le condition de Dirchlet

a.Formulation varitionnelle du probléme (3.2.1):

—Au=f

On multiplie les deux membres par v on trouve:

—Auw = fo

Puis on intégre les deux membres

Q/—Au.vzg/fv

alors

(3.2.1) = / — Au.v = /f.v NYve H
Q Q
appliquer le formule de Green:

/ — Auw = /Vu.Vv - g—:;v (car v =0 sur I)
Q Q T
alors
/ — Au.w = /VU.VU Vo, u € Hy ()
Q Q
donc

/Vu.Vv:/fv Vv € Hy ()
Q Q

d

ow) = [Vuvo= [ ¥ <SZ(§;)

Q =1

b
L(v)= /fv Yo € H=H}(Q)

alors la formulation variationnelle:

{ trouver u € H (3.2.2)

a(u,v) =L (v) Yv e H}(Q)
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3.2. Un probléme multidimensionnelle avec le condition de Dirchlet

b.On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram sur le probléme (3.2.2) d’abord en va
verifie le condition du théoreme:
1.a (u,v) bilinéaire

Vo, BeR,Yu,u,ve H(Q):

0 (auy + Pug) Ov

-

a (auy + Bug,v)

=1

(Z.

1

]~

dau; Ov n d 0Bus Ov

1
aozul 0Buy Ov
‘ 8% /Z ox; 0x;
8u1 ov 8u2 ov
Q
/Vu

1Vv) +B/ (Vuy Vo)

Il I
O — 5~ Y~
H'M&

Q

a
Q
= wa(u, )—i—ﬁa(uQ, v)

Vit deR,Yuuv,v€ H(Q):

U

ou 8 tvl + dvs)

a(u,tvy +dvy) =

’L

B ou atvl Oou Oduvsy

ou atvl ou adv2

o)

Il
{O\ )

donc a (u,v) bilinéaire
2.a (u,v) continue:

on a
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3.2. Un probléme multidimensionnelle avec le condition de Dirchlet

d
Ou Ov
ol = | [ (5 o)

=1

[
/

d
ou Ov ou Ov
< <
- Z (0352 8%) - Z/ Ox; Ox;
i=1 =1 Q

d 2 2 v |2 2
< _ e )
< Z / oz, / oz, (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

=110 Q

d

ou Ov >

<

= HVUHO.Q HVUHO.Q = ‘u’u} |U|1.Q < ”quﬂ ”UH1Q

Donc: la forme bilinéaire est continue.

3.a (u,v) coercive:

Ve (® salow)= [VoVu= [ Vel = [Vl = il

inégalité poincaré:

On sait que :

Vo € H& (€2),3¢>0: |U|1.Q = HUHO.Q <c ||VU||0.Q

< (c+ 1) [[Vollgq = (c+ 1) o], (3.2.3)

et

olg < lvllig = llvlloq + vlig (3.2.4)

d’aprés (3.2.3) et (3.2.4)alors

’U|1Q < HUH1Q (c+1) va||OQ_ (C+1)‘U|1Q

on a :

(Il =0)= (vll,q=0) = (v=0)
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3.2. Un probléme multidimensionnelle avec le condition de Dirchlet

donc:|v|, o est une norme équivalent a ||v||, , dans Hy (Q2).

Donc:
1
ve+1

a(v,v) =g > a® vl = a(v,v) > o® o]l g telle que a =

d’ou la coercivité.

4. L (v) linéaire :

b
L (oqvy + aguy) = /f (v + agus)

donc L (v) est linéaire.

5. L (v) et continue:

Lol = |[o]< [1s0

Q

N

IN

1
/ i / |v?] (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
0 Q

IN

1Fllo.0 - l1vllo.c

< ||f||OQ . ||U||1Q

Donc: le probléme (3.2.2) admet une solution unique d’apré le théoréme de Lax-Milgram.
c. Retour au probléme (3.2.1):
suppsons que u € H} () solution de (3.2.2)

alors

/Vu.Vv-/fv Yo € H=Hj (Q)
Q Q

On sait que:

/VU.VU = / — Au.v + @v
on
Q Q

r
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3.3. Un probleme avec le condition de Neuman

/—Au.v—i—/g—uv:/fv Vv € H=Hj (Q)
Ui
T Q

On peut choisir v € H} (Q) telle que:
uwe D(Q) CH(Q
donc :

—v = (car v =0sur I) (3.2.5)

alors

/(—Au—f)vz() pp sur Q, Vv € D (Q)

d’apré la relation (1.1.1) on a alors:
—Au=f ppsur

et

u=0surl'  (car u € Hy (Q)) (3.2.6)

de(3.2.5) et (3.2.6) alors u solution du probléme:

—Au=f sur €)
{u(a) =u(b)=0 surl

3.3 Un probléme avec le condition de Neuman

Soit © un ouvert borné de R?, f € L? (Q),c € L™ (Q) et Vo € Q:

0 < ¢ < c(x), trouver u € L*(Q) telle que:

(3.3.1)

u—(0 gurl

{—Au—l— cu = f dans
on

a. Formulation variationnelle de probléme elliptique (3.3.1):
—Au+cu=f
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3.3. Un probleme avec le condition de Neuman

On multiplie les deux membres par v on trouve:

—Auv + cuv = fo Yo € H' (Q)

Puis on intégre les deux membres

/—Auv—l—/cuv:/fv Yo € H (Q) (3.3.2)
Q Q 0

a ’aide le formule de Green
/AUUZ/@U—/VUV’U
on
Q T Q
/ Auv = — / VuVv

Q Q

on remplace par (3.3.1) on trouve:

/ VuVv + / cuv = / fv (3.3.3)

donc

et

donc le probléme sera:

{trouver u € H (Q) (3.3.4)

a(u,v) =L (v)
b. Solution probléme elliptique application de théoréme Lax-Milgram (3.3.4):
1. a(.,.) bilinéaire: Vo, € R,Vuy,us,v € H' (Q) :
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3.3. Un probléme avec le condition de Neuman

d
0 ( 0
a(auy + Pug,v) = /Z au1 + ﬁu2 av + c(auy + Pug)v
Q =1 L
d
0 0 0
= / ( > aaul o Z 5;2 8;) + cauqv + cfugv
Q = =
d
Oa 0 0
[ [FE Lo fon
Q = Q

|
Q

= @

8u1 v Ouy Ov
/ ( oz, dr, + cuw) —|—ﬁ/ (Z oz, o, + cu2v>
Q
/ Vu, Vv + cauyv) + 5/ Vua Vo + cuqv)
Q
= aa (U’h ) + ﬁa <U’27 )
Vt,d € R,Yu, vy, v, € H (Q) :

ou 0 (tvy +d
a(u,tv; + dvy) = /Za; ng v2)—|—cu(tvl+dv2)

_ /Z Ou Otvy Z Ou 9ddv, + cutvy + cudvs

ox; Ox; ox; Ox;
B ou Otvy ‘. du dduvsy
= /t (Zl 9z, Ot —l—cuvl) —|—d/ (Zl a9z, Or, +cuv2>
Q = Q =

donc a (u,v) bilinéaire
2. a (u,v) continue:

Vu,v € H' (Q),3IM > 0:

ja (u, 0)] < M [ull o vl q
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3.3. Un probléme avec le condition de Neuman

8u 82}

Z

+ |cuv|

la (u,v)| = /Vqu—i—cuv </|Vqu+cuv\</

[ )\

Q Q

N

ou )’
833'@'

81}

5 + ||c]] /\u!Q /\v|2 (Inégalité de Schwarz)
T

=1

< [ Vullog V0llog + el lulloq Wl

< Vulloq IVollog + lell Nullog Ielloq + el 1V ullyg 010 + el Tulloq 70l
< max (L flell =) (IVullyg + lullg) (IV0llog + IWlo0)

< max (L flell =) (lullyg) (I0l0)

donc a (u,v) continue.
3. a(u,v) coercive
Yu Ja > 0 telle que:
a(u,0) 2 allolg

‘. ou ’ ‘. du
a<u,u>—/(23x,) s = [ IS+ [ewr
0 i=1 v o li=1 ¢ 0
on a
0<CQ<C< )
donc

a (u,u) > min (1, co) [[ull} o

donc a (u,v) coercive.
4. L (v) linéaire:
Va, 3 € RV, v, € H () :

L (avy + Puy) = flavy+ Pvy) =a | fur+ 6| foa
/ [0
= alL(v1)+ BL (v2)

donc L (v) linéaire
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3.3. Un probleme avec le condition de Neuman

5. L (v) continue

Vu,v € H' (Q)IM > 0 :

1L ()] < Mjvlly o

L) = Q/fv Sﬂ/'f”'

: }
< / Vi / |v)? (Inégalité de Cauchy-Schawrz)
Q Q

= [flloqllvllog

< A fllogellvllio

donc L (v) continue.
c. Retour au probléme (3.3.1):

soit u € H' () solution de la Formulation variationnelle de probléme elliptique alors:

‘v’vEHl(Q):/VUVU—i—cuv:/fv
Q 0

selon la formule de Green:

/AU’U:/%’U—/VUVU
on
T

Q Q
/Vqu—/a—uv—/Auv
on
Q r Q
/VUVU = —/Auv
Q Q

(3.3.2) on remplace par :

| an

o0 Q
ona D(Q) C H'(Q) alors ce juste Vv € D (Q)

Yo e H(Q) : @v—/Auv—{—cuv:/fv
Q
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3.4. Un probléme avec le condition de Dirichlet non homogéne

/(Au +cu—flv=0 ppsurS
Q
alors

Au+cu—f=0 ppsurs)

et 2% = 0 sur I" alors u solution probléme(3.3.1)

3.4 Un probléme avec le condition de Dirichlet non
homogéne

Soit & résoudre le probléeme

{—u”—f—u = f sur ]071[: Q (341)

u(0)=a,u(l) =4
avec «, 5 € R, F donnés et f fonction donnée.

a. formulation variationnelle de probléme elliptique

_u/l_|_u:f

on multiplie les deux membres par v on trouve:

—u"v+uv = fo

puis on intégre les deux membres

/—u”’u+uv:/fv

une intégration par partie nous donne:

1
/ —u'v = /u’v’ — [u'v],

Q Q
alors
/u’v’ — [u'v]g + uv = /fv
Q Q

36



3.4. Un probléme avec le condition de Dirichlet non homogéne

donc on travaille dans 1’espace

K=veH' (Q):v(0)=a,v(l)=2

Est-ce que K est une sous espace?

Vo, v € K:v(0)=a,v(l) =0
(v1 4 v2) (0) = v1 (0) + 02 (0) =2 € K
donc vy + vy ¢ k

alors K n’est pas sous-espace.
Donc on ne peut pas appliquer le théoréme de Lax-Milgram, on va verifier si le condition
du théoréeme de stampacchia sont saitisfaites.

Est-ce que k fermé?
K={veH :1v(0)=av(l) =3}

soit (u,) suite de K convergente

lim u, =1

n—-—+00

le K7

le H' = 1(0)=a,i(1) =3
[(0)= lim u,(0)= lim a=a.

n—-+00 n—-+00

[(1)= lim u,(1)= lim g = 0.

n—-+00 n—+o0o
donc [ € K, alors K fermé
Est-ce que k convexe?

soit vy, vy € K,t € [0,1], on montrer que :[tv + (1 —t)v] € K

neEK=vcH v0)=auv(l)=8
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3.4. Un probléme avec le condition de Dirichlet non homogéne

vy € K = vy € H : 0y (0) = a, vy (1) = 3

[ty + (1 —t)va] (0) = tvg (0) + (1 —t) vy (1)

= ta+(l-t)a=aec K

[t’Ul + (]_ — t) 1)2] (].) = t’Ul (1) + (]_ — t) V2 (1)
= tf+(1-t)p=pc K
donc K convexe

K convexe et fermé on peut alors appliquer le théoréme de Stampacchia

Si u est une solution classique de (3.4.1) on a

/u'(v—u)'—i—u(v—u):/f(v—u) Yoe K
Q Q
Donc en particulier on a

/u'(v—u)/+u(v—u) Z/f(v—u),VUEK
Q Q
On utilise alors le théoréme de Stampcchia: Ju € H' unique , vérifiant (3.5.2) ;de plus

u s’obtien par

MZI?{%/ (v +07) - /fv}

a. la Formulation variationnelle de probléme elliptique

a(u,v—u):/u’(v—u)/—l—u(v—u)et L(v—u):/f(v—u)

Q Q

alors Formulation variationnelle sera:
{trouver u € H! telle que

a(u,v—u)>L(v—u)
on vérifie les condition du théoréme de Stampcchia:
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3.4. Un probléme avec le condition de Dirichlet non homogéne

1. a(u,v — u) est bilinéaire c’est claire

2. a(u,v — u) continue

Yu,o € H': |a(u,v—u)| = /u'(v—u)'—i—u(v—u)
0

IN

/|u'(v—u+u(v—u))|

< Q/|u’(v—u)'|+Q/|U(v—u)|

< llog [[(0 = w)'[]o.q + lullogn llv = ulloq

< (Ilog + Nullon) (10 =0 loq + o = ullon)

< HUHIQ v — quQ

M =1 alors a (u,v — u) continue

3. a(u,v) coercive:

a(v,v) = /v’2+v2:/\v’]2+/]v]2
) ) Q

!

(Y

2 2
oIl = ol

4. L (v —u) est linéaire c’est claire

5. L (v — u) continue

Le-wl = |[1e-w|< [If@-w)

Q

Jl ) JER
Q Q

1
2

<
< Hf”o,g v — UHO,Q
< |lflloq llv = ull g
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3.4. Un probléme avec le condition de Dirichlet non homogéne

donc L (v — u) continue.

(donc u solution unique du probléme (3.5.2)).
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3.4. Un probléme avec le condition de Dirichlet non homogéne

Conclusion Générale

Dans ce travail, on a etudier le théoreme de Lax-Milgram avec deux démonstration
algebrique et analytique, en basont sur 'approche variationnelle qui nous offre une méthode
numerique “ Approximation variationnelle ”, ol cette théoréme nous a clairement montré
combien l'information peut étre utilisée en mathématiques en général et en particulier,
I’analyse fonctionnelle.

En terminant par de differents applications concernant les équations aux dérivées par-

tielles elliptiques.
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Résumé

Dans ce travail, nous avous étudiés le théoréme de Lax-Milgram qui consiste a résoudre les
problémes variationnelles, en basant sur I'importance de cette approche qui nous offre une
méthode numérique pour la résolution du probléme variationnelle a partir d'approximation
variationnelle avec en mettant |'accent sur I'importence sur I'approximation variationnelle .

Finalement, on a étudié quelques application concernant les équations aux dérivées
partielles élliptiques.

Mots clés:
Espace de Hilbert, Approche variationnelle, Approximation variationnelle, Espace de

Sobolev, Forme bilinéaire, Forme linéaire, Formule de Green.
Abstract

In this work we study the theory of Lax-Milgram this theory consist in given the solution of
problem variationnal, with the confirmation to the importance of the approximation
variationnalle from the side of number analysis from approach variationnalle.

Finally, we study some application of partiel differential equations elliptiques

Key words:

Hilbert space, Approch variationnelle, Approximation variationnelle, Soboleve space, Form

billinear,Form linear, Green Formul.
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